Koreépondenén}'f Matematick}'f Seminér

Vzorové rieSenia

Uloha &.1: Na papieri je nakresleny pravidelny n-uholnik. Zistite, kolkymi spésobmi je moiné z jeho vrcholov
vybrat 3 tak, aby tvorili vrcholy rovnoramenného trojuholnika.

RieSenie: (opravoval Miso)

Rovnoramenné trojuholniky spocitame tak, ze pre kazdy vrchol pravidelného n-uholnika spocitame zakladne,
pre ktoré moze byt hlavnym vrcholom. Méze sa nam vsSak staf, Ze nejaky trojuholnik zapoditame viackrat. To,
ze nejaky trojuholnik XY Z zapocitame viackrat, znamend, ze sme ho zapocitali ako rovnoramenny s hlavnym
vrcholom pri X aj Y (napriklad). No ale to je prave vtedy, ked je dany trojuholnik rovnostranny.

Rovnostranny trojuholnik vyberieme vtedy, ak vyberieme vrcholy rovnako vzdialené od seba. To znamend, ze
medzi kazdymi dvoma vrcholmi je (n — 3)/3 vrcholov. To je vSak moZné iba vtedy, ked je n delitelné 3. Vtedy
ku kazdému vrcholu vieme priradit rovnostranny trojuholnik, ale kazdy takto zapoc¢itame 3-kréat (pre kazdy vrchol
raz). Roznych rovnostrannych trojuholnikov je potom 3—krat menej a od poctu zisteného horeuvedenym postupom
budeme musiet odpocitat n a pripoc¢itat n/3 (teda odpoéitat n —n/3 = 2n/3).

Vyberme si teraz nejaky vrchol A. Zakladiiu pre rovnoramenny trojuholnik s hlavnym vrcholom A mozu tvorit
kazdé dva vrcholy, ktoré st od neho rovnako vzdialené. Ak je n nepérne, tak zvysnych n — 1 vrcholov (okrem
vrcholu A) moze tvorit (n — 1)/2 pérov vrcholov pre zdkladiiu. Ak je n parne, zdkladiiu méze tvorit len n — 2
vrcholov (pretoZe vrchol oproti A nemdze byt ¢astou zdkladne) a teda pocet parov pre zakladiiu je (n — 2)/2.
Vy¢islili sme pocet vSetkych moznych zakladni pre jeden vrchol. VSetkych vrcholov je n, teda tento pocet vynaso-
bime n. Ak je vSak n ndsobkom 3, musime odpocitat viackrat zapocitané rovnostranné trojuholniky, teda od takto
ziskaného poc¢tu odpoditat 2n/3. Celkovy pocet trojuholnikov v zavislosti od n rozdeleny podla delitelnosti 2 a 3,
ukazuje nasledujica tabulka:

n je nadsobkom 3 | n nie je ndsobkom 3

N

n je pdrne | 3n(n—2) — 2n sn(n —2)

n je neparne | in(n—1)—2n in(n—1)

Uloha é&.2: Stary otec md dvoch vnukov. Nebol a% taky dplne stary kmet, Ze by mal viac ako 99 rokov. Ked
pred vek starého otca napiseme vek jedného z jeho vnukov, dostaneme Stvorciferné cislo, ktoré je delitelné vekom
tohoto vnuka. Okrem toho, vyndsobenim vekov vietkijch troch dostaneme uZ spominané stvorciferné cislo. Kolko
rokov ma stary otec?

Riegenie: (opravoval Cermo)

Cavte vsetci. Dostalo sa mi tej cti opravovat tento prikladik, tak hopsa hejsa na vec:

Pre prehladné poc¢itanie si ozna¢me vek starého otca ako S a veky jeho vnukov ako A a B. Potom tvrdenia vyslovené
v zadani moZeme prepisat do tvaru:

(a) ,,Nebol az taky uplne stary kmet, Ze by mal viac ako 99 rokov. “ — S < 99

(b) ,,Ked pred vek starého otca napiSeme vek jedného z jeho vnukov, dostaneme $tvorciferné ¢islo, ktoré je delitelné
vekom tohoto vnuka.“ Nech vek vnuka, o ktorom sa hovori, je A. Potom 1004+ S = k- A, kde k je nejaké vhodné
prirodzené d¢islo.

(¢) ,Vynéasobenim vSetkych troch vekov dostaneme uz spominané Stvorciferné éislo.“ — 1004+ S=A-B-S

Ked uz to mame takto pekne napisané, pozrime sa na dosledky jednotlivych viet. Za¢neme napriklad s rovnicou (c),
ktorta predelime S:

A

100—= =AB -1 (1)

S
Z prvej vety tvrdenia (b) po jednoduchej tvahe zistime, ze A a S st dvojciferné a ze A deli S, S = A - u. Podiel
S/A potom moze nadobtdat len hodnoty v =1,...,9. Ale podla rovnice (1) musi byt stondsobok jeho prevratene;
hodnoty celé ¢islo. Tomu vyhovuja len u = 1, 2,4, 5. Rozoberme si pekne po poriadku vsetky pripady:

u = 1 To by znamenalo, Ze vnuk aj stary otec maji rovnaky vek. Pre jednoduchost sa budeme zaoberat len pokrv-
nvmi pribuznivmi. takZze tato situdcia nemodze nastat.
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u=2 A-B =51, teda B deli 51, preto nadobtida jednu z hodnot 1, 3,17, 51.
B =1, teda A =51 a5 =102, to je ale vii¢sie ako 99, takZe nevyhovuje zadaniu.
B =3, potom A =17 a S = 34, vSetky podmienky zadania st splnené, mame prvé riesenie.
Pre hodnoty B = 17 a 51 je A jednociferné éislo, ¢o je v spore so zadanim.

u=4 A-B =26, teda B deli 26, preto nadobtuda jednu z hodnét 1, 2,13, 26.
B =1, preto A =26 a .S =104, to je vicsie ako 99, takze nevyhovuje zadaniu.
B =2, takze A = 13 a potom S = 52, vSetky podmienky zadania si splnené, teda mame druhé riesenie.
Pre hodnoty B = 13 a 26 je A opit jednociferné éislo.

u=>5 A-B =21, teda B deli 21, preto nadobtuida jednu z hodnot 1, 3,7, 21.
Pre hodnoty B = 3,7,21 je A opét jednociferné.

Po jednoduchom pod¢itani sme sa dopracovali ku vSetkym (dvom) rieSeniam (stary otec moze mat 34 alebo 52
rokov). Obe tieto rieSenia vyhovuji vSetkym podmienkam v zadani, o ¢om sa mozete presved¢it sami. Skor nez
skon¢ime, eSte by som na margo prvého rieSenia poznamenal, Ze je sice pre naSinca dost neredlne, ale matematika
neberie ohlad na ludskt socioldgiu, takZe ho ani my v tomto priklade nemozeme diskriminovat. No a to uZ je vazne
koniec.

Uloha é&.3: Mazo a Rado hrdvaji takito hru: Striedavo dopliaji namiesto hviezdiciek v rovniciach celé ¢isla.
Zacina Mazo.

* = %
*+x = %

¥+ x4+ x = x

k ok ok f ok ok ok ok = %

Zistite, ¢1 moze Mazo dosiahnut, aby po poslednom tahu boli pravdivé vsetky rovnosti.

Riesenie: (opravoval Buggo)

Je jasné, ze ak v niektorom riadku ostane uz len jedna hviezdicka a Mazo je na fahu, musi ju doplnif vhodnym
¢islom, aby dodrzal rovnost. Ak by tak neurobil, Rado by tam vo svojom tahu doplnil nejaké skaredé éislo tak,
aby rovnost nesedela. Tiez, ak je Mazo na tahu, tak nemoéze nahradit Ziadnu hviezdicku, ktord je v riadku, kde su
uz len dve hviezdicky. Rado by totiz potom vo svojom tahu poslednii hviezdicku nahradil éislom kaziacim rovnost.
Naopak, ak ja na tahu Rado a nahradi jednu z dvoch ostavajucich hviezdiciek, je to pre Maza dobré, lebo potom
uz len doplni poslednii hviezdicku.

Pre Maza by bolo velmi dobré, ak by Rado prepisal predposlednt hviezdicku v kazdom riadku. Preto Mazo sa bude
snazit fahat tak, aby nikdy neprepisal nejaki predposledni hviezdicku a ak Rado nahradi nejakti predposledni,
Mazo nahradi poslednii. Hviezdiciek je spolu 35. Ked vynechame v kazdom riadku poslednii a predposledni hviez-
dicku, ostane ndm ich 21 (tieto hviezdicky nazvime volné). Kedze Mazo za¢ina, bude po jeho fahu vzdy parny
pocet volngch hviezdiciek a pred jeho tahom neparny pocet (lebo ak Rado prepiSe volnd, tak sa zmeni ich parita a
ak Rado nezmeni volni, potom ani Mazo nezmeni volni). A kedZe 1 je neparne éislo, prepise Mazo poslednt volni
hviezdicku a potom Rado prepiSe predposlednt hviezdicku v nejakom riadku. Mazo prepiSe poslednt a Rado opit
prepisuje nejaka predposlednt... A takto piSu a piSu, aZ nakoniec neostane ziadna hviezdicka a vSetky rovnosti
budu platit. Maziacik sa zaraduje, Radko mu zablahozeld k spesnej vyhre a pojdu na kofolu. . .

Komentéar: KedZze tGto hru uz hrat viete, moézete pouvazovat nad tym, preco nemdze mat pri obycajnych piskvorkéch
druhy hraé¢ vyhravajicu stratégiu (tj. takd, ze jej dodrziavanim vyhréd bez ohladu na tahy prvého hraca).

Uloha é&. 4: Niektoré policka nekonecnej stvorcovej tabulky si ofarbené na ¢ierno, zvysné si biele. Kazdy obdlznik
2 x 3 resp. 3 x 2 obsahuje prdve 2 ¢ierne policka. Kolko ciernych policok méze obsahovat obdlznik 9 x 11, ktory
spliia toto pravidlo?

Riesenie: (opravovala Atna)
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Najprv podme porozmyslat nad tym, ako musi vyzerat nekoneénd Stvorcova ta- obr. 1
bulka, ktora vyhovuje zadaniu. Budeme v nej skiimat vzajomnua polohu ¢iernych 5 P77 .
“ o . . ) L. . . . %7

Stvorcov. Mézu v nej niekde existovat dva éierne susediace $tvorce (majtce spo- 9 7
loént stranu)? Pozrime sa na obr. 1. Ak by existovali vedla seba dva ¢ierne $tvorce,
oznaéme ich A1 a A2, tak obdlznik 2 x 3 A1C2 (Al-Tavy dolny stvorcek, C2-pravy
horny) u# nesmie obsahovat ¢ierne §tvorce. Kvoli obdlznikom B1D2 a B1C3 mu-
sia byt $tvorce D1, D2, B3, C3 ¢ierne. Ked sa ale pozrieme na obdlznik C1D3, obr. 3

vSimneme si, ze mé 3 Cierne Stvorce. Teda dva ¢ierne Stvorce vedla seba v tabulke %.. %..%
O\ | 3 7] | |

ABCD

byt nemozu.
Moézu byt niekde v tabulke dva éierne $tvorce v jednom riadku (pre stipec sa

7
to spravi analogicky) tak, Ze medzi nimi bude jeden biely? Pozrime sa na obr. 7 7 47
2. Cierne $tvorce si oznatené A2 a C2. Potom ale v obdlznikoch A1C2, A2C3 %=% %..%
)

uz musia byt len biele. Obdlznik A1B3 nevyhovuje zadaniu (mé jeden &erny ABCD

Stvorcek).

Z doteraz zisteného vyplyva, Ze ziaden obdlznik 1 x 3 ani 3 x 1 v tabulke neobsahuje naraz dva alebo viac ¢iernych
Stvorcekov. Ale kazdé dva obdlznicky 1 x 3 leziace pod sebou, & vedla seba musia obsahovaf prave dva Gierne
Stvoréeky, lebo tvoria obdlznik 2 x 3. Cize kazdy z tjchto obdlzni¢kov musi obsahovat prave jeden Gierny Stvorec.
A este si mozeme uvedomit, ze v tabulke tym padom mézu byt len obdlzniky ako na obr. & (pripadne otocené).
A existuje zadaniu vyhovujtca tabulka? Skiisme ju vytvorit z prvého obdlznika v obr. 8. Ozna¢me ho B2D3 (obr. 4).
Potom obdlzniky A2C3, B1C3, B2C4 uZ neobsahuji ¢erne §tvodeky. Ale z obdlznikov A1C2, B1D2, A3C4, B3D4
musia byt Stvorce Al, D1, A4, D4 &ierne, takto pokracujeme dalej ziskame jednoznac¢ne uréent tabulku. Analogicky,
ak by sme zacali druhym obdlZnikom, vznikne rovnaka, ale otocena tabulka. Kolko bude teda ¢iernych stvoréekov
v obdlzniku 9 x 11? Kedze ho vieme rozrezat na obdlzniky 1 x 3, v kazdom je prave jeden ¢erny Stvorec, bude ich
221 = 33.

Komentér: Niektori pouzili priamu tmernost: ak kazdy obdlznik 2 x 3 m4 dve ¢ierne policka, tak obdlznik 0 U/

9 x 11 ma 2XLl .92 — 33 ¢ernych poli¢ok. To vieobecne neplati. Pozrite sa na obr. 5. Tu plati, Ze kazdy

2x3
obdlznik 2 x 3 m4 dve Gerne (podla zadania), ale cely obdlznik 3 x 3 by podla vas mal maf X3 .2 = 3,

2x3
¢o sa nezhoduje s obrazkom.

Uloha é&. 5: Aladin sa chce dostat do jaskyne, pred ktorou je sud. Sud md navrchu $tyri otvory tvoriace

vrcholy $tvorca. Pod kazZdym otvorom je dzbdn, v riom je ryba otocend hlavou alebo chvostom nahor. Jaskyrna
sa otvori len vtedy, ked budi vsetky ryby otodené rovnako. Aladin méZe dat ruky do lubovolnich dvoch otvorov
a potom otodit Fiadnu, jednu alebo dve ryby. Aladin neciti, ktorym smerom si ryby, ktore prdve dr#i, otocené.
Akondhle Aladin vytiahne ruky, sud sa roztoci a po zastaveni Aladin nepoznd jeho povodni polohu. Takto maoze

pokracovat lubovolne dlho. Existuje postup, pomocou ktorého sa Aladin do jaskyne dostane po komecnom pocte
krokov?

RieSenie: (opravovali Miki a Janka)

Najprv si musime uvedomit, aké polohy ryb sa moézu Aladinovi vyskytnat. KedZe sud sa vzdy toc¢i a Aladin
nevie, o kolko sa vlastne otodil, tak je rozumné uvazovat vSetky polohy, ktoré mozu vzniknut iba otodenim suda,
za rovnaké. Dalej vieme, Ze jaskylia sa otvori vtedy, ked budi vSetky ryby otodené rovnakym smerom (a je jedno
akym), takZe nie je podstatné, ¢i s 3 ryby hore hlavou a jedna hore chvostom alebo 3 hore chvostom a jedna hore
hlavou. Tymto sa nam vSetky polohy ryb rozdelili do 4 skupin:

440 - to je pripad, ked st vSetky otodené rovnakym smerom a jaskyfia je otvoren4,
3+1 - pripad, ked st 3 ryby otodené jednym smerom a jedna opacnym,

2+2(D) - dve ryby leziace na diagondle (uhlopriecke) st otocené jednym smerom a ostatné ryby druhym
smerom,

2+2(S) - dve ryby leziace na strane $tvorca st otocené jednym smerom a druhé dve ryby opa¢nym smerom.

Takisto si mozeme zhrnut, ¢o Aladin vlastne moZe urobit:

2D - otocit dve ryby leziace na uhlopriecke,

2S - otocit dve susedné ryby - na jednej strane Stvorca,

1L - otoéit len jednu rybu (lubovolni).

Neotocit ziadnu rybu sa mu neoplati, lebo by sa ni¢ nezmenilo.

A teraz si uz len sta¢i uvedomit, ¢o kazdy Aladinov fah spravi s jednotlivymi pripadmi (okrem prvého, lebo tam
uz je jaskytia otvorend a Aladin uz ni¢ robif nebude - teda len si pojde po poklady :-).

1. Ak Aladin otoéi 2D, tak 341 sa vlastne nezmeni, takisto 242(S) sa zachové. A 24+2(D) sa zmeni na 4+0(hurdad).
2. Ak Aladin otodi 2S, tak 3+1 sa zachové, ale z 2+2(D) dostaneme 2+2(S). Pri stave 2+2(S) mame dve moZznosti.
Bud sa trafi a otvori jaskytiu(4+0) alebo vznikne 242(D).
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3. Podobne uvazujeme s 1. Z 3+1 musime dostat 242, ale nevieme ktoré. Naopak, z oboch 2+2(S) aj 2+2(D)
dostavame 3+1.

Vsimnime si, Ze tah 2D je velmi dobry, lebo bud otvori jaskytiu (ak bol stav 2+2(D)), alebo zachova pévodny stav
ryb. To znamen4, Ze ak Aladin vyskasa 2D a jaskyiia sa neotvori, tak stav ryb v sude je 2+2(S) alebo 3+1. A pri tejto
situécii je uz aj tah 2S jednoznacény, lebo 3+1 nezmeni a pri 2+2(S) ndm bud otvori jaskyiiu, alebo vznikne 24+2(D).
Takze po druhom Aladinovom fahu zostdvaji moznosti 3+1 alebo 24+2(D). Teraz uZ len jednoducho ,jodstranime*
moznost 2+2(D) fahom 2D. Inymi slovami ak po trojici tahov 2D, 2S; 2D zostane jaskyiia zatvorend, v sude je
stav ryb 34+1. Tu konecéne moze Aladin vyskusat fah 1Ii a vyrovna stav ryb na dva-dva. Teraz pouZije svoju uz
znamu fintu (2D,2S,2D) a jaskyiia sa musi otvorit. Presnejsie, ak bol stav ryb 242(D), otvori sa uz po prvej ¢asti
finty (2D), ak bol 2+2(S), tak bud po druhej alebo aZ po trete;j.

Komentar: Tym podvodnikom, ktori sa napriek zadaniu snazili zistif polohu ryb inak (drievkami a podobnym
znafenim) odkazujeme, Ze ,... Aladin neciti, ktorym smerom sa ryby, ktoré prave drzi, otocené.“ mé znamenat
presne to, ¢o znamend :-)

Uloha &. 6: Na nekonecnej stvorcovej sieti (s jednotkovou dizkou strany jedného Stvorceka) sedi v mreZovom bode
blcha. Je to blcha konzervativna a pri pohybe sa riadi prisnymi pravidlama:

1) Drdha jej skoku je usecka.

2) Dlzka jej skoku je vidy 13.

3) Skace len z mreZového bodu do mreZového bodu (pohybuje sa len medzi mreZovymi bodmi).

V nejakom inom mreZovom bode sedi blsiak. Zistite, ¢i k nemu vie doskdkat blcha po konecnom pocte skokov.

Riesenie: (opravovali Malic a Sesto)

e

KedZe nevieme, kde sa v nekonecnej Stvoréekovej sieti nachddza blsiak, mu-
sime sa vediet dostat na Iubovolny mreZovy bod tejto siete. Ak sa budeme
vediet posuntt o jeden mreZzovy bod Tubovolnym smerom, tak sa postupnym TN
postivanim o jeden mrezovy bod vieme dostat na fubovolny bod, teda aj k bl-
siakovi. Najprv si ukdzeme, ze blska sa vie posuntf o jedno doprava. Preco?
Lebo lahko vieme celt sief oto¢it o 90, resp. 180, resp. 270 stupiiov a teda ked
sa budeme vediet posuntut doprava, oto¢enym postupom sa budeme vediet -
posuntut aj hore, dolava ¢i dole. Z5 3 2
Ako na to? Blgka sa vie postvat o 13 vodorovne, alebo zvislo, alebo po prepone pravouhlého trojuholnika s odves-
nami 5 a 12. Toto si lahko overite aj sami.

Ako sa teda posunie? (vid obrazok). Najprv sko¢i blska doprava o 12 a o 5 hore, a potom opit o 12 doprava, ale
0 5 dole. Teda je 24 bodov doprava od zaciatku, ale neposunula sa vo zvislom smere. Teraz sa posunie o 13 dolava,
teda je 11 bodov od zaciatku. Nasleduje skok o 5 dolava a o 12 hore a poslednym skokom o 5 dolava a o 12 dole
sa dostala do bodu o 1 vpravo od zadiatku skédkania. Cim sme ukazali, Ze sa vie posuntt o 1 Iubovolnym smerom
rovnobeznym so stranou nejakého Stvorceka v sieti.

Blsiak sedi od blsky vo vSeobecnosti o0 m bodov vo vodorovnom smere a o n bodov v zvislom smere. A kedZe sa
vieme posuvat o jeden bod Iubovolnym smerom, teda ak tento postup zopakujeme m + n krat, tak sa blgka stretne
s blsiakom.

KedZe m a n st celé ¢isla, tak sa blska dostane k blsiakovi po kone¢nom pocte skokov.

(==Y

Uloha &.7: V kruhu na lade stoji x hokejistov, h namyslenyich z nich sa pozerd hore, d hanblivjch zasa dole
(x = h+d). Tréner raz za cas skrikne na jedného namysleného hokejistu, aby Siel do Satne. Sucasne jeho susedia
v kruhu (ak nejaki si, ale dvaja najviac) zmenia svoje spravanie (hanblivi sa stanid namyslenymi a naopak). Pre aké
h, d existuje moznost dostat vietkiyjch hokejistov do Satne?

RieSenie: (opravovali Rado a Feri)
V zadani nebolo tplne jasne formulované, ¢i ked tréner zavold namysleného hokejistu do Satne, tak po iom ostane
medzera alebo nie. Je tu teda vzorové riesenie pre oba pripady.

Prvy pripad: V tomto rieSeni predpokladame, Ze ked tréner posle niekoho do Satne, jeho susedia sa pomknt a st si
navzdjom susedmi. Pozrime sa na to odzadu. Ak uz ostal iba jeden hokejista, uréite musel byt namysleny. Ked ostali
dvaja, jeden musel byt namysleny a druhy hanblivy. VSimnime si, Ze ak st aspoti traja, parita hanblivych sa nemeni
pri poslani hokejistu do 8atne (overte si). Teda kedZe nakoniec ndm mé ostat jeden hanblivy a jeden namysleny
hokejista, pocet hanblivych musel byt vzdy neparny. Zrejme na to, aby sa dala nejaka skupinka poslat do Satne, musi
obsahovat aspon jedného namysleného. Teraz eSte ukazeme, Ze ak mame aspoli troch hokejistov, kde je neparny
pocet hanblivych a aspofi jeden namysleny, vieme ich pri lubovolnom rozostaveni poslat do Satne. Sta¢i vzdy
poslat do Satne takého namysleného hokejistu, ktory mé aspoii jedného hanblivého suseda, taky zrejme existuje,
kedZe hanblivych je neparny pocet a existuje aspon jeden namysleny. Dany hanblivy sused sa stane namyslenym,
a teda znovu dostaneme situaciu s apon jednym namyslenym a neparnym poctom hanblivych hokejistov, pricom
hokejistov je o jedného menej. Ked pocet klesne na dvoch, tak urcite teda dostaneme jedného namysleného a
jedného hanblivého. ktorvch uz vieme poslat do Satne. Teda do Satne vieme poslat iedného namvsleného hokeiistu
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alebo Tubovolné rozostavenie aspoti dvoch hokejistov s nepdrnym poc¢tom hanblivych a aspoii jednym namyslenym
hokejistom.

Druhy pripad: Rozdiel oproti prvému pripadu je v tom, Ze ak na zaciatku pri sebe napriklad stéli Satan, Bondra
a Palffy a tréner poslal do Satne Bondru, tak Satan a PAlffy nie st jeden druhému susedmi, teda ak tréner neskor
posle jedného z nich do Satne, tak druhy nezmeni svoje spravanie.

Kazdy hokejista moze svoje spravanie zmenit najviac dvakrat — ked odchddza do Satne jeho pravy sused a ked
odchédza do Satne jeho Tavy sused. Preto ak je nejaky hokejista hanblivy, svoje spréavanie musi zmenit len raz,
potom musi ist do Satne skor, ako jeho druhy sused (ak mu esSte nejaky ostal).

Nech h a d oznaduja taky pocet namyslenych a hanblivych hokejistov, Ze existuje moznost poslat ich vSetkych
do Satne. Ked tréner posle do Satne prvého hokejistu, kruh sa otvori a vznikne z neho rad. Ked tréner posle do
satne dalSieho hokejistu, méze to byt hokejista uprostred radu — vtedy sa rad rozpadne na dva kratSie — na kraji
radu — vtedy sa rad skrati o jedného — alebo hokejista, ktory uz nema ziadnych susedov. ¢ize sdm tvori osobitny
rad.

Osameli namysleni hokejisti pre nas nepredstavuju ziaden problém — mézeme ich hocikedy poslat do Satne. Osameli
hanblivi hokejisti i osamelé skupinky hanblivych hokejistov st ale na druhej strane istou prehrou. Skisme sa teraz
blizsie pozriet na to, ¢o sa stane, ak do Satne posleme krajného alebo stredného hokejistu z radu.

Ak rad konéi (alebo zacina) namyslenym hokejistom, tak ho musime do Satne poslat skor ako jeho suseda, pretoze
inak by sa ndm zmenil na osamelého hanblivého hokejistu, z ktorym si nevieme rady. Poslime ho teda do Satne hned.
Ak bol jeho sused namysleny, tak pocet namyslenych klesne o dvoch zatial ¢o pocet hanblivych stipne o jedného.
Ak bol jeho sused hanblivy, tak podet hanblivych klesne o jedného, zatial ¢o pocet namyslenych sa zachova, navyse
opit dostdvame namysleného hokejistu na konci radu, ktorého by sme mali (ak chceme do Satne dostat vSetkych)
do Satne poslat skor, ako jeho suseda (ak eSte nejakého m4).

Takto mozeme (alebo musime?) posielat do Satne krajnych namyslenych hokejistov, az kym nedostaneme rad,
na ktorého oboch koncoch st hanblivi hokejisti. Aby sa tito hokejisti dali poslat do Satne, musi rad obsahovat
asponl jedného namysleného hokejistu.

Pozrime sa najprv na rad, v ktorom je len jeden namysleny hokejista. Ked ho posleme do Satne (int moznost
nemame), jeho dvaja susedia sa stani namyslenymi. Vznikni dva kratsie rady, zlozené z niekolkych hanblivych
hokejistov a zakondené jednym namyslenym hokejistom, ktoré do Satne uz vieme poslat hravo. Preto rad s jednym
namyslenym hokejistom (¢i uz na kraji alebo uprostred) vieme cely poslat do Satne.

Pozrime sa teraz na rad, v ktorom st dvaja namysleni hokejisti (nie na kraji). Ak st navysSe susedia, tak nech
posleme do Satne ktoréhokolvek z nich, dostaneme dva rady, z ktorych v jednom bude jeden namysleny hokejista
(,dobry“ rad), no a v druhom budi len hanblivi hokejisti. Nech teda susedia nie si. Potom ked posleme do Satne
hociktorého z nich, vznikne ndm rad hanblivych zakonéeny namyslenym a rad, v ktorom budd opét dvaja namysleni
hokejisti, z nich jeden vnitri a jeden na kraji. Ked poposielame do Satne vSetkych krajnych, prvy rad odide cely, no
z druhého nam ostane skupinka osamelych hanblivych hokejistov. Preto rad, v ktorom st dvaja namysleni hokejisti,
do Satne poslat nedokézeme.

Majme teraz rad, v ktorom je niekolko namyslenych hokejistov, z nich Ziaden nie je na kraji. Ukdzme, Ze tento rad
sa d4 do Satne poslat iba vtedy, ak je namyslenych hokejistov neparny pocet. Ked posleme do Ssatne namysleného
hokejistu, pocet namyslenych sa zmeni o 1 alebo o 3, takze uré¢ite zmeni paritu. Ak bol pocet parny, tak teraz je
neparny, takze urcite prave jeden z novych radov obsahuje parny pocet namyslenych. Toto sa vSak nemdze opakovat
donekonec¢na a ¢asom dostaneme rad, v ktorom budt len dvaja namysleni hokejisti, no ako sme uz ukazali, tento
vedie na rad hanblivych, s ktorymi uz nepohneme. Rad s parnym poctom namyslenych sa teda do Satne poslat
neda.

Ostéva ukazat, Ze rad s neparnym poctom namyslenych sa do Satne dostat da. Ale to uz je Tahké vymysliet, staci
napriklad posielat do Satne vzdy prvého namysleného zlava. Tym vznikna dva rady, jeden bude mat prave jedného
namysleného, druhy tolko ako pdvodny alebo o dvoch menej, kazdopddne bude kratsi a bude mat op#f nepérny
pocet namyslenych. Po kone¢nom pocte takychto krokov dostaneme len rady s jednym namyslenym, ktoré uz do tej
Satne pomaly sami od nudy naskacu.

Posledné vec je zistit, z akych rozostaveni do kruhu moZeme prvym fahom dostat rad s nepdrnym pocdtom na-
myslenych. No to je lahké. KedZe jeden namysleny odide do Satne a —2, 0 alebo 2 namysleni pribudnt, tak je
jasné, ze prvym tahom sa zmeni parita po¢tu namyslenych. No a pretoze my potrebujeme rad s neparnym poctom,
v povodnom kruhu musi byt parny pocéet namyslenych.

Vsetkych hokejistov teda vieme do Satne dostaf iba vtedy, ak je h parne (a samozrejme nenulové). Na pocte
hanblivych d nezalezi.

Uloha é&. 8: Na sachovnici 48 x 48 je porozhadzovanych 99 §tvorcov 3 x 3 tak, Ze sa neprekryvaji (stvorce zapadaji

do mriezky Sachovnice). Dokdzte, Ze tam vZdy vieme umiestnit eSte aspon jeden dalsi Stvorec 3 x 3.

RieSenie: (opravovali Peto a Erika)
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Chceme ukézat, Ze pri lubovolnom rozhadzani 99 $tvorcov 3 x 3 na Sachovnicu
48 x 48 ndm urcite niekde ostane volna plocha 3 x 3. Pomohlo by ndm, keby
sme nasli 100 takych ploch 3 x 3, ze kazdy z tych 99 Stvorcov by mal prienik
najviac s jednou z nich (potom totiz ostane aspoii jedna plocha volna a na nu
mozeme umiestnit sty Stvorec 3 x 3).

Podari sa nam to tak, ako je nakreslené na obrazku. Skutocne! Vidime, ze
kazdy stvorec 3 x 3 vhodeny na Ssachovnicu pretina prave jednu z vyfarbenych
ploch. To znamend (kedZe tych ploch je tam 100 — spoditajte si, ¢éi naozaj!),
ze po lubovolnom rozhadzani 99 §tvorcov 3 x 3 na Sachovnici ostane uréite
aspon jedna plocha celd volnd. A na nu moZeme umiestnit ten sty Stvorec.

9 7 v

Komentar: Klicom k rieSeniu bolo objavenie spravneho ofarbenia. To bolo
pomerne netradiéné. Ale ked si uvedomime, ¢o chceme, dalo sa objavit. Velka
¢ast rieSeni sa odvolavala na efektivne rozloZzenie 99 $tvorcov 3 x 3. Ked ale
povaZzujete nieco za najefektivnejSie, musite svoje tvrdenie poriadne zdévodnit. V tomto pripade to bolo nemozné.

Uloha &.9: Na katedre cudzich jazykov je 500 ucitelov a kaZdy z nich ovldda aspori n jazykov. Pocet vsetkijch
jazykov je 2n. Ukdzte, Ze vieme vybrat 14 jazykov tak, Ze kaZdy ucitel z nich hovori aspon jednym jazykom.
Riesenie: (opravovali Satio a Tina)

Pre n < 7 tvrdenie trividlne plati (pripadne pri istom vyklade zadania nem4 zmysel). Pre n > 7 ukdZeme, akym
sposobom mozno vybrat 14 jazykov tak, aby neexistoval ucitel, ktory ziaden z nich neovlada.

Hovorme, ze ucitel mé certifikdt z nejakého jazyka préave vtedy, ked tento jazyk ovlada. Kedze kazdy uditel ovlada
asponi n jazykov, spolu je na katedre asponi 500n certifikdtov. Roznych certifikdtov (jazykov) je 2n, preto exis-
tuje (z Dirichletovho principu) jazyk Ji, ktory ovldda asporni 250 uditelov. Vyberme z nich (fubovolne) prave 250
profesorov a zamerajme sa na zvysnych 250.

Uvahu teraz zopakujeme. Ostavajtci 250 uéitelia majti spolu aspoii 250n certifikitov z (najviac) 2n jazykov.
Existuje preto jazyk J (nie nutne rozny od .Jp), ktory ovlada asponi 125 ucitelov. Vyberme z nich nejakych 125
a zamerajme sa na zvysok.

Pokra¢ujme overenou metdédou. Zostavajici 125 ucitelia spolu disponuji aspon 125n certifikdtmi z (nanajvys) 2n
roznych jazykov. Preto existuje jazyk J3, ktorym hovori aspon 63 ucitelov. Z nich vyberme 63 a ostane 62 ucitelov.
Postup zopakujeme este Sestkrat a postupne vyberieme 31 uéitelov s jazykom Jy, 16 s jazykom J5, 8 s jazykom Jg,
Styroch s jazykom J7, dvoch s Jg a posledného ucitela s nejakym jazykom Jg.

Tym sme ukdzali, Ze mozno vybrat devit (nie nutne roznych) jazykov tak, aby vSetci ucitelia aspoi jeden z vybra-
nych jazykov ovliddali. KedZe zvysné jazyky mozno vybrat lubovolne, dokézali sme tvrdenie v zadani.

Iné rieSenie:

Tvrdenie v zadani dokéZzeme sporom. Inymi slovami, predpokladame, ze pre kazdu Strnasticu jazykov existuje
ucitel, ktory neovlada ani jeden zo 14 vybranych jazykov. VSimnime si, Ze kazdy uditel neovlada najviac n jazykov
(z celkového poctu 2n). Preto nutne n > 14 — v opac¢nom pripade prichddzame hned k sporu.

Podet vsetkych Strnéstic jazykov je (2") Pre n > 14 kazdy ucitel neovlada maximalne () $trnéstic jazykov. Kedze

14 14
ku kazdej Strnéstici mozno priradif aspoii jedného ucitela, ktory ju neovlada, nutne

n 2n
500 > .
(1) = (1)
Tito nerovnost postupne upravime

2n ny\ _ 2n! 14! (n—14)!  2n(2n—1)...(2n —13) 14
14)/(14)‘14!(271—14)! n! n(n—1)----(n—13) > 2

500 > (
a dostavame spor. Tym sme dokézali tvrdenie v zadani.

Uloha é&.10: V rovine je dangjch 6 kruhov a priamka. Prienikom kaZdého kruhu s priamkou je tisecka, ktorej dizka
je rovnd polomeru daného kruhu. Ziadne dve z tyjchto Siestich useciek nemajiu spoloc¢ni bod. Dokdzte, %e neexistuje
bod leziact vo vnutri vsetkych Siestich kruhov.

Riesenie: (opravoval Feldo)

Nasu tlohu vyriesime sporom. Predpokladajme, Ze existuje bod X, ktory lezi vo vSetkych kruhoch. Pozrime sa, ¢o
znamend, ze bod X lezi v kruhu k. Oznacme S stred kruhu k a tisecku, ktora vznikne ako prienik kruhu £ s danou
priamkou p ozna¢me AB (pozri obrazok).
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Kedze dizka tsecky AB je rovné velkosti polomeru kruhu k, tak vidime,
7e trojuholnik ABS je rovnostranny, teda |4 ASB| = 60°. Ked bod X lezi
v rovnakej polrovine uréenej danou priamkou ako bod S, tak nutnou a posta-
¢ujicou podmienkou na to aby leZzal vo vnuatri kruhu £ je aby |[<AX B| > 30°.
Pokial bod X lezi v opacnej polrovine ako bod S, tak nutnou a postacujiicou
podmienkou na to aby lezal vo vnutri kruhu je aby |SAX B| > 150°. Navyse
bod X moze lezatf na tsecke AB.

Predpokladajme, ze bod X lezi vo vSetkych siestich kruhoch. Prienik kazdého
kruhu s priamkou p je tsecka. Tieto tisecky nemaji podla zadania ziaden spo-
lo¢ny bod, teda bod X nemdze lezat na priamke p. Z podmienok napisanych
vyssie vyplyva, ze z bodu X vidno kazda z tseciek pod uhlom aspon 30°.
Potom ¢ast priamky, ktord obsahuje vSetky nase tisecky vidno pod uhlom
aspon 6 - 30° = 180°, ¢o je spor. Tym sme dokazali, ze neexistuje bod, ktory

lezi vo vSetkych kruhoch.

Pozndmka: 7 uvedeného rieSenia je vidief, Ze existuje pit kruhov, ktoré vyhovuji podmienkam zadania a maju
spoloény bod. Skiisme si to dokdzat. Nech je v rovine dané priamka p, zvolme si lubovolny bod X, ktory nelezi na
priamke p. Ako sme uz vysSie ukézali, bod X lezi v niektorom z danych kruhov prave vtedy, ked je z bodu X vidiet
usecku vytatd tymto kruhom pod uhlom vicsim ako 30° (teraz uvazujeme iba kruhy, ktoré maja stred v rovnakej
polrovine urcenej priamkou p ako bod X). Vedme bodom X priamku ¢ rovnobeznt s priamkou p. T4 ndm spolu s
bodom X vytvori priamy (velkosti 180°) uhol. Rozdelme teraz tento uhol na pét ¢asti, z ktorych kazda mé velkost
aspon 32°. Zrejme v kazdej Casti vieme najst na priamke p tsecku, ktord vidno z bodu X pod uhlom 31°, tieto
usecky nemaju spoloény bod. Pomocou nich uz moézeme zostrojit pat kruhov, ktoré vyhovuji podmienkam zadania
a maju spolo¢ny bod X.

Komentér: Poprosil by som vSetkych riesitelov, aby sa snazili pisat zrozumitelné rieSenia. To napriklad znamen4,
Ze ked zafnem pouzivat nejaky bod, tak by som mohol najskor povedat, ¢o je to za bod (a vyhybajte sa oznaceniu
dvoch roznych bodov ¢i inych objektov rovnakym pismenom). Ked dokazujem tvrdenie sporom alebo dokazujem
vSeobecnejsie tvrdenie, tak to tam napiSem. Veduci, aj ked to znie neuveritelne, nemaji doma kristalova gulu,
z ktorej by vedeli vy¢itat vase myslienky. A aj vy budete mat viacej bodov.

Uloha &.11: Nech S je podmnoZina m-+n mreZovijch bodov v obdlZniku m xn. Kazdé dva body (ktoré mézu byt) si
spojené vodorovnou alebo zvislou ciarou (rovnobeinou so stranami obdlinika). Dokdzte, Ze sa tam musi nachddzat
uzavretd lomend ¢iara z tych spojnic.

Riesenie: (opravoval Foto)
Komentér: Viésina z vas pochopila, ze v zadani sme pod obdlznikom m x n mysleli obdlznik obsahujici m x n

mrezovych bodov. Zo zadania dalej plynie, Ze tento obdlznik je po prvé obdlznik a po druhé obsahuje aspon m +n
mrezovych bodov, z ¢oho vieme, ze m > 2, n > 2. Niektori z vas pochopili zadanie tak, Ze obdlZnik mé& maf strany
dlzok m a n a mrezové body pochopili ako mrezové body vnttri tohto obdlznika (je ich (m — 1) x (n — 1)). Toto
bola takmer identicka tloha a jej rieSenie bolo hodnotené ako spravne. Ospravedliiujeme sa za to, ze celkové znenie
zadania bolo trochu miituce, stale vsak plati, Ze akékolvek nejasnosti v zadaniach mozete kedykolvek konzultovat
emailom a tito moznost vyuzil jedine Vita Kala. Najskor si ukdZeme klasické rieSenie vyuzivajice matematickt
indukciu a potom rieSenie vyuZivajtce tedriu grafov.

RieSenie podla Michala Busa Burgera. Matematickéd indukcia vzhladom na m + n.
1° Pre m = n = 2 tvrdenie zjavne plati.

2° Predpokladajme, Ze tvrdenie plati pre vietky obdlzniky a x b, kde 2 < a < m a 2 < b < n (samozrejme
okrem obdlznika m x n). DokéaZeme, Ze potom musi platif aj pre obdiznik m x n. Ak m # n. Bez ujmy
na vieobecnosti, nech m > n, kde m oznacuje pocet stipcov. Z Dirichletovho principu vyplyva, ze existuje
stipec, v ktorom je najviac jeden bod patriaci do mnoziny S. Predstavme si teraz obdiznik (m — 1) x n, ktory
vznikne vynechanim tohoto stipca. K tomuto obdlZniku prislicha mnozina bodov, ktora vznikla z mnoziny S
a obsahuje m +n — 1 alebo dokonca az m +n bodov. Podla indukéného predpokladu obsahuje tento obdlznik
uzavretti loment ¢iaru. Potom sa ale d4 najst analogicky k nej aj uzavreté lomené ¢iara v pévodnom obdlzniku
m X n.

Ak m = n > 2. Bud existuje riadok alebo stlpec, kde je najviac jeden bod z S, alebo st v kazdom riadku aj
stipci prave dva takéto body. Pre prvy pripad sa to dokaze podobne ako vyssie, v druhom pripade je zrejmé,
ze kazdy bod z S je spojeny s préave dvoma dal§imi bodmi. Za¢nime v bode B; a spojme ho s bodom Bs € S,
ktory lezi v rovnakom riadku ako bod B;. Bod Bs spojme potom s bodom B3 € S, ktory lezi v rovnakom
stipci ako bod By. Takto postupujme dalej. Kedze v kazdom riadku aj stipci st prave dva body z mnoziny S,
tak ku kazdému bodu B; vieme najst bod B, 1, ktory lezi v rovnakom riadku resp. stipci ako bod B, pri¢om
bod B;_; lezal v rovnakom stlpci resp. riadku ako B;. Bodov je len koneény pocet, preto sa raz dostaneme
do bodu. kde sme uz boli a uzavrieme tak uzavreti loment &aru. Tvrdenie teda plati ai pre obdiznik m x n.
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Riesenie podla Hanky Buddcovej. Majme m stipcov a n riadkov. Postupne vyberajme m + n bodov tak, Ze vzdy,
ked nejaky vyberieme, spojime ho so v8etkymi uz vybranymi (s ktorymi moZeme). Spojnicu dvoch bodov nazvime
hrana. Zaoberajme sa najprv vodorovnymi hranami. KedZze mame n riadkov, vieme vybrat maximalne n bodov
tak, aby sme po ich vybere nedokreslili ziadnu vodorovni hranu. Cize vyberieme aspoii m +n —n = m bodov
tak, Ze dokreslime vodorovna hranu. Ak vyberieme bod na uz existujicej hrane, tak ndm namiesto jednej hrany
vznikna dve a pocet vodorovnych hran tiez stipne o jedna. Pocet vodorovnych hran je teda aspon m. Podobne
zvislych hran je minimélne n. Mame m + n bodov spojenych aspoii m + n hranami a tu uz lahko ukéZeme (kazdy
sam), ze v tomto grafe existuje cyklus resp. kruznica, ¢ize v obdlzniku existuje uzavreta lomend iara.



