Koreépondenény Matematick;’r Seminér

Ahoj Student, Studentka!

Do rik sa Ti dostavaji vzorové rieSenia historicky prvej série KMS. Popravde, snazili sme sa napisat také rieSenia,
ktoré st spravne, ale nemusi to byt vzdy tak (aj my sme len ludia :)). NavySe, naSe rieSenia nie st plné, nechavame
Ti v nich premysliet si par malickosti, ktoré by ale v Tvojich rieSeniach nemali chybat. Mdme eSte jednu dobra
spravu. Sustredenie bude. Tentokrat od 25.-31.1.2003 v SvP v Lazoch pod Makytou pre riesitelov kategérie ALFA
a od 18.-24.1.2003 v SvP pod Sitnom pre riesitelov kategérie BETA.

Vylet

Vylet bude pre Iudi z Bratislavy a okolia a vlastne pre vSetkych, ¢o pridu. Podobne ako po minulé roky, aj
tento rok bude organizovany spolu s KadeSPakmi (osldvime jubilejny prvy ro¢nik spoloénych KMS+KSP vyletov).
Tentokrat sa stretneme o 9:57 na Patrénke (tak, aby sme tam 10:10 boli). Odtial pojdeme na hrad Pajstin
(chvilku autobusom, potom pego) a cestou stretneme pekni 1acku, na ktorej si zahrdme hry podla pocasia a nalady.
Déatum konania vyletu bude 9.11.2002. Pozvani st vSetci rieSitelia, kamarati rieSitelov, skratka koho si so sebou
prinesiete. Nie je pripraveny nejaky $pecidlny program, ide ndm o to, aby sa nés tam zilo straaaasne vela a mohli
si uzit prirodu :).

Volby loga KMS 2002

Ak chce$ aj Ty prispiet svojou troskou k tomu, aké logo bude nosit tento semindr, pozri sa
na internetovi stranku semindra alebo priamo na http://kms.sturak.sk/logo.php. Tam sa
dozvies, kam mas poslat svoj hlas. Ak budes dost rychly a tvoja fantdzia nepozna hranic, mozes
nam dokonca poslat svoj vlastny ndvrh na logo. Teraz sa uz moéze§ vrhntt na zistovanie toho,
preco neméas 45 bodov.

Vzorové riesenia

Uloha &.1: V kazdom policku tabulky 5 x 5 je napisané jedno z cisel 1, 2, 3, 4 a 5 tak, Ze v kazdom riadku,
stlpci a na oboch diagondlach je kaZdé z tyjchto Cisel prdve raz. Sicet cisel v diagondle tesne pod hlavnou (4 policka)
oznac¢me ako skore. Dokazte, Ze nie je mozné dosiahnut skdre 20.

Uvodom by som rad vyslovil svoje poteSenie nad poé¢tom vybornych riegeni, ale aj napriek va$mu tdspechu si
dovolim skromne zverejnit také kratucké, ale postacujice rieSenie:

Riegenie: (opravoval Cermo)
Budeme postupovat sporom (to, ¢o chceme vyvratit budeme povazovat za pravdu (mozno dosiahnut skére 20) a
z toho vyplyvajice zavery potom porovname s nasimi predpokladmi (to, ¢o stoji v zadani)). Nuz, aby mohlo byt
skére 20, musia byt vo vSetkych Styroch poli¢kach na druhej diagonale 5-ky (policka oznacené % v tabulkach).

* * Podla zadania musi byt aspon jedna 5-ka na diagondle. Ale a-
5| % x| 5 kokolvek sa ju tam snazime polozit (na Tubovolné policko), vzdy je
5| % x| 5 uZ v danom riadku alebo stlpci 5-ka ind (z druhej diagondly). Tu
5 | « x| 5 prichddzame do sporu so zadanim, takze nas predpoklad o skére bol

5 « x| 5 nepravdivy.

A zaver znie, Ze nemozno dosiahnut skére 20.

Komentar: Co sa tyka smerovania vasich obrazkov, ,dolava sttipajtici” porazili ,doprava sttipajicich” 27:8, ale
ako mozno zistit z ddkazu, na rieSeni to nijako nezavazi. .. Av8ak apelujem na pravocitiacich, aby sa nabudtce drzali
trochu lepSie a neutrpeli tak zdrvujicu porazku :).

Uloha &.2: Na Slovensku je Sest velkomiest (Banskd Bystrica, Bratislava,
Kosice, Nitra, Presov a Zilina) a letecki dopravu medzi nimi zabezpecuji dve spo-
loénosti. Medzi kaZdymi dvoma velkomestami zabezpecuje letecké spojenie (linku)
prdve jedna spolocnost. Dokdzte, Ze sa ndjdu tri také velkomestd, Ze tri linky medzi
nimi zabezpecugje td istd spoloénost. A ]

RieSenie: (opravovali Erika a Buggo)
Zvolme si Tubovolné mesto A. Toto mesto je spojené linkami so zvySnymi pia-
timi mestami. S istotou moézeme povedat, ze aspon 3 linky z mesta A do inych F E
troch miest prevadzkuje rovnaké spolocnost (premyslite si to!). Tieto mestd si
oznatme B, C', D. Ak by bola lubovond z liniek BC', CD, DB prevadzkovani
touto spolo¢nostou, tak uz mame trojicu miest prepojent linkami rovnakej spolo¢nosti (ABC, ACD alebo ADB),
pozri si prvy obrazok.
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Ak by ale tieto linky prevadzkovala druhé spolo¢nost, tak zasa méme trojicu
BCD, pozri si druhy obrazok. A teda vzdy ndjdeme trojicu miest takych, Ze tri
linky medzi nimi zabezpecuje t4 ista spolo¢nost.

Komentér: Niektori ste tilohu riesili tak, Ze ste rozoberali rozne sposoby ro-
zostavenia liniek. To by bolo v poriadku len vtedy, ak by ste overili vsSetky
moznosti. Inak by sa vdm mohlo stat, Ze prave v tom pripade, ktory ste nevyska-
Sali, by ziadna trojica miest spojena linkami rovnakej spolo¢nosti neexistovala.

Uloha ¢&. 3: Na stretnutie prislo 2002 ludi, medzi nimi pdn Abdul. Okrem nich = B
je tam aj jeden novindr, ktory hlada pana Abdula. Novindr vie, Ze pan Abdul poznd

kazdého, ale pana Abdula nikto nepoznd. (Koneéne priklad, v ktorom zndmosti nie
st vzajomné.) Novindr moZe ukdzat na nejakého cloveka a spytal sa niekoho iného, & poznd toho, na koho prdve
ukazuje a ten pravdivo odpovie ano alebo nie.

a) Zistite, ¢i dokdze novindr za kazdych okolnosti ndjst Abdula na menej ako 2002 otdzok.

b) Kolko najmenej otdzok by potreboval novindr na ndjdenie Abdula, ak by mal obrovské §tastie?

RieSenie: (opravovali Katka a Malic)

Na zaciatok si treba uvedomit, Ze vztahy medzi ludmi v spolo¢nosti novindr nepozna a tak nemdZeme vyhlésit, Ze
sa v8etci poznaju a ani, Ze niekto nikoho nepozna. Moze to tak byt, ale nemusi. Novindrovi sta¢i na to, aby zistil,
kto je Abdul 2001 otdzok. A ako to urobi? Vyberie si ndhodne nejaka dvojicu A a B. Spyta sa A, ¢ poznad B.
Moze dostat odpoved dno, ¢o znamend, Ze B nie je Abdul (lebo Abdula nikto nepoznd), alebo nie a potom A nie
je Abdul (lebo Abdul pozné vetkych). Takto teda Tahko vylaéi prave jednu osobu na jednu otézku. No a potom si
odchyti toho z predchadzajicej Gvahy, kto ostal a spyta sa na C. Tymto sposobom pokracuje dalej. Takto na 2000
otézok vyladi 2000 ludi a zostanti mu dvaja (Abdul a este jeden) a na zdklade odpovede uréi, kto je Abdul (podla
toho hore). No a ¢o to obrovské stastie? Tak to tu nehra Ziadnu tlohu, lebo jednou odpovedou vie novinar vylaéit
prave a len jednu osobu a tak nutne potrebuje vidy prave 2001 otdzok na urcenie Abdula, nech uz st vzajomné
vztahy medzi fudmi akékolvek. Mohlo by sa totiz stat, Ze existuje v skupine ludi taky ¢lovek, ktory pozné vetkych
ostatnych okrem Abdula a po 2000 otazkach by ostal on s Abdulom. Takto by sme nevedeli urcit, kto je kto.

Komentér: Najviac z Vas stratilo body na ,obrovskom §tasti”. Novindr totiZto nevie, aké s znadmosti medzi
ludmi a tak nemozete povedat, ze najviicSie $tastie bude vtedy, ked sa vSetci poznaju. Novinar tak ¢i onak na
presné urcenie potrebuje 2001 otazok. On totizto nepoznd tie vztahy. No a eSte ste ¢asto nevysvetlili pre¢o menej
ako 2001 otézok nestaci. To, ze to vyjde pre 2001 otdzok nedokazuje, ze je to najmensi mozny pocet.

Uloha &.4: Ked nemd Jano Lasdk ¢o robit, vytrhne siet z branky a rozloi si ju na lad. Td vytvori stvorcovi
siet. Potom ndhodne rozlozi niekolko pukov tak, aby ich stredy leZali na réznych mreZovjch bodoch. (MreZovy bod
je vrchol $tvorca, ktory je siucastou stvorcovej siete.) Potom sa pozrie na kaZdi dvojicu pukov a ak stred spojnice
stredov tijchto dvoch pukov leZi v mreZovom bode, dd Zuvacku na toto miesto. Kolko najmenej pukov musi Jano
umiestnit na siet, aby si mohol byt isty, Ze ndjde miesto na umiestnenie aspon jednej Zuvacky?

RieSenie: (opravovali MiSo a Mazo)

Siet z branky si mézeme predstavit ako nekone¢nii Stvoréekovani siet v rovine so stranou §tvorca dlhou 1. Oznac¢me
nejaky vrchol nejakého Stvorca za pociatok (stradnicovej) ststavy, zvolime si na seba kolmé osi (rovnobeZne so
stranami Stvorcov). Teraz uz vieme kazdému vrcholu kazdého $tvorca priradit jeho stradnice z a y (to budi presne
mrezové body zo zadania, premyslite si!).

Ukéazeme, Ze Styri puky nestacia: staci ich ulozit napriklad do rdznych vrcholov Tubovomého Stvorca so stranou
dlzky 1 a miesto pre zuvacku nendjdeme. UkéZeme, 7e pit pukov stadéi. Vimnime si stred spojnice fubovolnych
dvoch mrezovych bodov: jeho z-ova stradnica je v strede medzi z-ovymi stradnicami krajnych bodov spojnice.
To isté plati aj pre y-ové stiradnice. Rozdelme si vSetky mrezové body tak, z-ové aj y-ové siiradnice bodov jednej
skupiny mali rovnaki paritu (to znamend, Ze ak spojime fubovolné dva body rovnakej farby, tak aj stred takejto
usecky bude mrezovym bodom—premyslite si!):

e Cervené body — také, ze prva stradnica je parna a druhé nepérna,
e modré body — prva neparna a druha parna,

e zelené body — obe parne a

e 71té body — obe nepdarne.

Ak je na sieti (v mreZovych bodch) aspon 5 pukov, tak aspoii 2 z nich budt rovnakej farby (lebo méme iba 4
farby). Potom ale stred tsecky danej tymito dvoma bodmi leZi v mreZovom bode. Jano moZe pri asponi piatich
pukoch do takto ndjdeného stredu s pokojnym svedomim umiestnit zuvacku.

Komentér: Vyskytli sa rieSenia zaloZené na principe: umiestnim puk a vySkrtam zIé miesta, snaziace sa popisat
najhorsi sposob rozmiestnenia pukov. Problém je v tom, ako ukézat, Ze je to ten najhor$i sposob, Ze umiestiiujem
spravne a ze konec¢ny vysledok nezavisi od poradia umiestiiovania. Za takéto rieSenia ste preto mohli par bodov
stratit. Vo vSeobecnosti neodportc¢ame takyto sposob dokazovania.
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Uloha &.5: Mnozina 2002 (réznych) cisel md vlastnost, Ze ked zamenime kaZdé z cisel sictom zvysngjch 2001
cisel, dostaneme tu istt mnoZinu 2002 cisel. Dokazte, Ze sucin tychto 2002 cisel je zdporny.

RieSenie: (opravovali Miki a Janka)
Oznacme si fubovolnti mnozinu, ktord splha podmienky zo zadania A a jej prvky zoradené podla velkosti ako
a1, Go, - - ., G002 (CiZe plati a1 < as <+« < aggp2). Zamenenim kazdého ¢isla stiétom ostatnych dostdvame mnozinu
B={as+as+...+az02,01 + a3+ ...+ axo2,...,a1 +as +...4+ as001}. My zo zadania vieme, Ze tieto mnoZiny
sa rovnaji, no nevieme, ktory prvok z A prislicha ktorému prvku z B a naopak. Keby sme v8ak vedeli zoradit
prvky z B podla velkosti, uz by bolo jasné, ze najmensi prvok z A je rovnaky ako najmensi z B, druhy najmensi
z A je druhy najmensi z B atd. Na to, aby sme vedeli lahsie zoradit prvky z B, napiSeme si ich jednoduchsie, a
to pomocou suétu s = aj + as + ... + asge2- Potom sa totiz ¢islo as + as + ... + asg02 dé napisat ako s — aq, a
teda prvky mnoziny B buda s — ai, s — as, ..., S — asgo2- Teraz vieme uréit, ze prvky v B s vlastne usporiadané
zostupne (¢ize kazdy nasledujici prvok je mensi ako predchadzajici), lebo s je konstanta a a1 < as < - -+ < as002-
Takze s —a; > s —as > -+ > 8§ — asge2. Ale kedze A = B, tak potom najmensi prvok z A musi byt najmensi aj
v B a naopak

a = S —a2002
az = S —a2001
a2002 = S— a1
7Z toho dostaneme s = a1 + asgo2 = as + G001 = - -+ = G1001 + G1002. Teda mnozina B sa musi skladat z 1001

dvojic ¢isel, ktorych stcet je rovnaky a rovny s. LenZe s je zaroven sucet vSetkych c¢isel z tej mnoziny, takze musi
platit
s = (a1 + a2002) + (a2 + a2001) + - - - + (@1001 + a1002) = s+ s+ ...+ s =1001s,

ale to mé4 jediné rieSenie s = 0. Potom ale ajgg1 + a1002 = 0 a kedZe aj a1901 < @1002, tak aigor < 0 < aigo2-
Z toho, ako sme mali zoradené prvky v A, plati aj

ay < az <---<apor <0 <apo2 < -+ < aoz.

Mnozina A teda obsahuje 1001 kladnych a 1001 zapornych ¢isel - nulu neobsahuje, kedZe podla zadania st ¢isla
rozne a ¢isla mame zoradené podla velkosti. Stéin jej prvkov je teda pochopitelne zaporny.

Komentdr: Viaceri z vés zistili, Ze prvky mnoziny A musia byt v tvare {ay, as, ..., ai001, —Q1001; - - -, —A2, —a1 }.
Treba si v8ak uvedomit, ze nestaéi najst nejakii mnozinu, ktora splfia podmienky zadania a zistit ze s¢in jej prvkov
je zadporny, ale treba ukazat, Ze tak musi vyzerat kazdd mnozina zo zadania.

Uloha &.6: V spolocnosti nazjvame mniekoho bojazlivim, ak md mazimdine troch zndmych. (Zndmosti si
vzdjomné, t.j. ak Janko poznd Ferka, tak aj Ferko poznd Janka.) V istej spolocnosti poznd kaZdy aspofi troch
bojazlivych ludi. UkdZte, Ze si vietci v tejto spoloénosti bojazlivi. Kolko élenov méZe mat tdto spolocnost?

Rie8enie: (opravovali Kubo a Palo)

Nech by v spolo¢nosti existoval nejaky nebojazlivy ¢lovek N. Tento pozné aspon troch bojazlivych Iudi. Vezmime
si jedného z nich B. Clovek B pozné troch bojazlivych a okrem toho ete nebojazlivého N. Celkovo teda pozna 4
Tudi, ¢o je spor s tym, ze je bojazlivy.

Vsetci v spolofnosti st teda bojazlivi. Kazdy poznd najviac troch Tudi (lebo je bojazlivy) a zdroven aspon
troch (bojazlivych) Iudi (lebo patri do tejto spolo¢nosti). Je teda zrejmé, Ze kazdy poznd préave troch Tudi. Pocet
vSetkych vzadjomnych znadmosti je z = 37”, kde n je pocet Iudi v spolo¢nosti. Po¢et zndmosti musi byt prirodzené
¢islo, preto n musi byt parne. ESte musime ukazaft, Ze pre kazdé parne ¢islo n (vicsie ako 3, pretoze kazdy ma
troch zndmych) existuje n-¢lennd spolo¢nost, ktord vyhovuje v8etkym podmienkam. Jedna z moZnosti je tato:
Usporiadajme Tudi do kruhu. Kazdy bude poznat svojich dvoch susedov a eSte ¢loveka, ktory stoji priamo oproti

.....

Komentér: Mnohi ste dokdzali, Ze pocet Tudi nemdZe byt neparne ¢islo a z toho ste usudili, Ze v8etky parne ¢isla
vyhovuji. To je to isté, ako keby ste dokdzali, Ze ¢islo delitelné Styrmi nemdze byt nepédrne a z toho by ste usudili,
7e kazdé pérne ¢islo je delitelné ¢islom 4 - nezmysel!

Jazykové pozndmka: Bojazlivy ¢lovek, bojazlivi Iudia. ..

Uloha &.7: Stvorec n x n je rozdelensj na n? jednotkovyjch $tvorcov. Nejakyjch n z nich je ofarbenyjch na cierno.
Zistite, ¢i je mozné vidy vybrat biely obdlinik (alebo $tvorec) s obsahom S > n, ak
a)n="1,
b)n=_8.

RieSenie: (opravovali Rado a Feri)
a) Pri ofarbeni poli¢ok ako na obr. 1 nie je mozné vybraf biely obdlznik ani §tvorec s obsahom S > 7, teda tvrdenie
zo zadania pre n = 7 vo vSeobecnosti neplati.
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b) Predpokladajme, Ze takéto ofarbenie pre n = 8 existuje. Kedze mame zafa-
b rbit 8 poli¢ok a zaroven v kazdom riadku i stlpci musi byt aspon jedno zafarbené
policko (in&¢ by nam vznikol prazdny obdlznik 8 x 1), tak v kazdom riadku i
stipci musi byt prave jedno zafarbené policko. Teda aj v prvom stipci musi byt
zafarbené policko, nech je v prvych Styroch riadkoch, ind¢ ndm staci otocit si
mriezku a mame ten isty pripad. Ozna¢me riadok, v ktorom sa nachadza to
zafarbené policko ako K, riadky pod nim L, M (vid obr. 2). Stipce si o&islujme
1-8. Jedin& moznost, ako zabranit vzniku obdlZnikov K2-L5 (obdlZnik s rohmi vo
vrcholoch K2, L5) a K5-L8 je zafarbit policko L5. Avsak potom, nech zafarbime
lubovolné policko v riadku M, tak ndm vznikne aspon jeden zo Stvorcov K2-M4 a
K6-M8, ¢im dostavame spor. Teda plati, ze pre n = 8 sa d4 vzdy vybrat obdlznik
alebo stvorec s obsahom S > 8.
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abr. 1 Komentér: Zaujimavé je, 7e nikoho nenapadlo vyberat iné obdlzniky, ako tie,
ktorych strany st rovnobezné so stranami pévodného Stvorca a ich vrcholy st
presne vrcholmi jednotkovych Stvorcov. Zmenilo by sa tvrdenie, keby sme nepouzivali tieto predpoklady?

1 2 3 4 5 B 7 B

Uloha &. 8: Petra a Dalila sa najnovsie nehrdvaji so zdpalkami, ale
s peniazmi, ktoré uSetria tym, Ze si nekupuju zdpalky. Zoberi si n ko-
runaciek a umiestnia ich na stole do jedného radu. Dievca, ktoré je na
tahu, si vyberie jednu mincu, ktord je znakom hore, otoci ju, ako aj vetky L
ostatné€ napravo od nej. Potom je na tahu druhé dievéa. Takto striedavo
tahaju, pricom zacina skisenejsia Petra. Prehra td, ktord uz nevie spravit
tah. Ukazte, Ze tdto hra vZdy skonci po konecnom pocte krokov. Ktord
hracka md vitazni stratégiu?
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RieSenie: (opravovali Tina a Feldo)
Ulohu vyriesime dvoma sposobmi.

Prvy sposob. Postupujme radom minci zlava doprava. Vyrobme ¢islo tak, Ze zapiSeme miesto kaZzdej mince
znakom hore jednotku, miesto mince znakom dole nulu. Tubovolnd poloha minci na stole je takto reprezentovand
¢islom zlozenym z nil a jednotiek, teda nezdpornym celym ¢islom. Pri vykonani Tubovolného tahu sa nam v éisle
zmeni niektord jednotka na nulu, a tieZ sa nejako pomenia cifry od tejto jednotky napravo. Nech by sa vSak
pomenili akokolvek, nové ¢islo bude urcite mensie ako povodné (vyskiSajte si a rozmyslite si preco to plati!).
Ked7e zadiatocné ¢islo bolo konecné a kazdy tah ho zmensi, nemoézeme takychto tahov urobit nekoneéne vela.
Preto hra po kone¢nom pocte tahov skonéi, nech by dievéence tahali akokolvek.

Druhyj sposob. Ulohu dokdZeme matematickou indukciou podla poétu minci.

1° Ak hrame s jedinou mincou, hra skoné¢i bud hned (ak je minca znakom dole), alebo po prvom tahu.

2° Indukény predpoklad je, ze ak hrame s n mincami, tak nech by diev¢ata hrali akokolvek, po kone¢nom pocte
tahov bude v8etkych n minci znakom dole. Dokazeme, ze takyto vyrok potom plati aj pre n + 1 minci.

Majme na stole n+1 minci. Rozlisujme dve situédcie. Ak je ta najlavejsia znakom dole, do hry uz nikdy nezasiahne
a hra so zvySnymi n mincami sa podla IP uréite skonéi po kone¢nom pocte tahov.

Ak je najlavejsia znakom hore a pocas hry ju otocime, opit bude zvySok hry prebiehat iba so zvy$nymi mincami
a hra bude nutne konec¢na. Moze sa v8ak stat, ze by dievCatd tito mincu neotodili? To znamend, ze by cely cas
hrali iba s mincami napravo od nej, ale po konetnom pocte tahov by podla IP boli vSetky tieto mince znakom
dole. Hracka, ktord méa nasledujtci tah, musi potom oto¢it tto mincu. ZvySok hry bude prebiehat na zvysnych n
minciach a bude podla IP konec¢ny.

Preto, ak by teda dievéatd hrali akokolvek, hra sa po kone¢nom pocte tahov skondi.

Vsimnime si teraz, ze pri lubovolnom tahu sa minca tplne vpravo oto¢i. Hra sa skon¢i v okamihu, ked st vSetky
mince, teda aj poslednd, znakom dolu. Preto hracka, po ktorej tahu bude tdto minca vZdy znakom hore, nemoze
vyhrat, ¢o v tejto hre znamend, %e prehra. Ktord to bude, zaleZi od podiatoéného rozostavenia minci — ak je na
zactiatku minca tplne vpravo znakom hore, vyhra Petra, inad¢ vyhra Dalila.

Komentar: Mnohi z vas ste nedokazovali, Zze hra musi niekedy skon¢it, ale ze méze. Uvedomte si, aky je v tom
rozdiel. Skiiste porozmyslat, ako by sa hra zmenila, keby hracky sedeli oproti sebe, teda napravo by bolo pre kazdia
inym smerom. Niektori z Vés pri§li o body kvoli nejasnosti ohladom terminu ,,vitazna stratégia”. Fakt, Ze Sanca na
vitazstvo je ovplyvnend rozostavenim minci eSte neznamend, Ze neexistuje vitazna stratégia. Pre kazdé rozostavenie
minci uz vitazna stratégia existuje.

Uloha &.9: Na pingpongovej sitazi sa hralo systémom kazdy s kaZdym prdve raz. Siutaziaci A dostal cenu, ak
kaZdého sipera B bud porazil, alebo porazil niekoho, kto vyhral nad B. Ukdzte, Ze ak iba jeden sutaZiaci dostal
cenu, tak porazil kaZdého hrdca.

RieSenie: (opravoval Elefant)

Tvrdenie dokdZzeme sporom. Predpokladajme teda, Ze turnaj mal jedného vitaza (t.j. sttfaZiaceho, ktory splnil
podmienky na udelenie ceny), ktory vSak aspon raz prehral. Ozna¢me A tohoto vitaza, B mnoZinu tych sutaziacich,
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ktori so sttaziacim A prehrali, a C mnozinu tych, ktori hraca A porazili. Ked sa pozrieme na zdpasy medzi hra¢mi
v neprazdnej (1) mnozine C ako na samostatny turnaj s rovnakymi pravidlami, ten mé (ako ukdzeme o chvilu) aspon
jedného vitaza, ktorého ozna¢ime C. Ten v8ak vyhral aj nad sutaziacim A a aj pre kazdého hréica z B existuje hrac,
ktory nad nim vyhral a zdroven prehral so stitaziacim C' (tym je hra¢ A). Potom je vSak hra¢ C aj vitazom celého
turnaja, ¢o je spor.

Tym sme skon¢ili hlavn myslienku dokazu. Ostdva nam vSak este dokdzat pouzité pomocné tvrdenie, podla
ktorého méa kazdy turnaj s danymi pravidlami aspon jedného vitaza. UkdZeme si dva dokazy, ktoré demong$truja
dve rozne zakladné myslienky.

Prvy dokaz pouziva matematicki indukciu vzhladom na pocet sttaziacich. Matematick indukciu pouzila
vidsina riesitelov roznymi sposobmi, uvedieme v8ak len jeden z nich.

1° Pre jedného sutaziaceho tvrdenie zrejme plati, lebo vSetkych ostatnych porazil.

2° Nech tvrdenie plati pre n (n > 1) stfaziacich. Pre n+1 hracov najskor vezmeme lubovolnych n z nich a zdpasy
medzi nimi vyhodnotime ako cely turnaj. Podla indukéného predpokladu existuje aspon jeden vitaz, a toho
ozna¢ime V. Mnozinu hracov, ktorych hra¢ V porazil oznac¢ime P a mnozinu ostatnych Q. Pripomenme, Ze
hrac¢ V je vitaz, teda pre kazdého hraca z Q existuje hra¢ v P, ktory ho porazil. Potom v8ak pri pridani
n + 1-ho hraca X nastani dve moznosti. Bud hra¢ X porazil hrac¢a V a v8etkych hriacov z P, potom je vSak
podla predchddzajtcej pripomienky dokonca vitazom, alebo ho porazil hra¢ V' alebo niekto z P, potom vSak
ostava hra¢ V vitazom celého turnaja aj pre n+ 1 hracov. V oboch pripadoch je tvrdenie dokdzané aj pre n+1
hracov, ¢im je indukcia ukoncena.

Druhy dokaz sa opiera o moZnost vyberu hriaca V', ktory vyhral najviac zapasov, povedzme k. Pre jednoclenny
turnaj tvrdenie plati. Pre viacc¢lenny je k£ > 1 a kazdy hrac, ktory vyhral nad V potom vyhral nanajvys nad
k — 1 inymi hra¢mi, preto musel prehrat aspon s jednym hrac¢om, ktorého hra¢ V porazil. Ked sa zamyslime nad
poslednou vetou, ta v skutocnosti hovori, ze hra¢ V je vitaz. Tym je tvrdenie dokdzané.

Uloha &.10: Jedna vevericka zbierala na zimu oriesky a nazbierala ich aspori dva (pocet orieskov je celé cislo).
Prvy deti zjedla 1 oriesok a jednu stotinu zvysnyjch, druhy den zjedla 2 oriesky a jednu stotinu zvysnijch a tak dalej,
predposledny den zjedla n—1 orieskov stotinu zvysniych a nakoniec posledny, n-ty den, zjedla posledniych n orieskov.
Kolko orieskov nazbierala nasa vevericka na zimu?

Vevericka si moZe na dalsi den nechat necelociselny pocet orieskov.

Riegenie: (opravoval Satio)

Oznacme ay pocet orechov, ktoré mala vevericka na zaciatku k-teho dha. Vsimnime si, Ze

100
ag—1 = (k—=1) + —ay,
k=1 = ( ) + 99
lebo ak vevericka mana zaciatku (k — 1)-ho diia tolkoto orieskov a zje (k — 1) a stotinu zo zvysku (Cize ay/99)
zostane jej do dalSieho dha prave ocakavanych a; orieskov. Vieme, ze na zaciatku n-tého dina mala vevericka n
orieskov. Postupne potom dostidvame

an = n
an—1 = (n—1)+ %an,
p—2 = (n—2)+%an_1:(n—2)+(n—l)%+n<%>2’
n—3 = (n—3)+%an_2:(n—3)+(n—2)%+(n—l) <%)2+n<%>3,
a1 ; 1+2-59+3-<H§>2+“.+n-<gy>n1.

99 99 99

KedZe na zaciatku mala vevericka celociselny pocet orieSkov, ostava vyriesit kedy je ¢islo a; celé — vyjadrime si
ho preto jednoduchsie. Ide o sé¢itanie vyrazu

A=142¢+3¢+...+ng" !

pre ¢ = 100/99 # 1. Ide o pomerne zndmu a ¢asto sa vyskytujicu alohu s viacerymi peknymi rieSeniami. Pre tych,
ktorym sa sumu nepodarilo s¢itat uvddzame zrejme najprirodzenejsi postup. Sta¢i poznat vztah
q" -1

14g+...+q¢" 1= .
q—1
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Vyraz A preuzatvorkujeme a postupne dostdvame

A = (I+g+@ 4.+ N+ @+ +  + ")+ (@)Y =
= (I4+q+@+. 4" N+q¢-Q4+g+.. . +¢" )+ +¢" 21+ +¢" " 1=
B qn_ 1 qnfl -1 "o q2 -1 o1 q_l _

— +4q -1 +...+¢q q_1+q -1

1 n n n n—2 n n—1
= qj[(q D+ (" -+ (" —¢" )+ (" —q¢" ] =

1 - - 1 " —1
— n_ (1 n—2 n—171 _ n _

q_l[nq (I+g+...+q" 2 +q¢"] q_l[nq _1]

Za q teraz dosadime % a dostavame vzorcek pre aq
100\" n N —99
a1:99-<(n—99) <E> +99>:9801+100 " ggn=1 (1)

Zrejme n # 1, nakolko vevericka nazbierala aspon jeden oriesok. Ulohou zostava najst také n > 2, Ze a; je celé
¢islo. Kedze pre n > 2 stt 99”1 a 100" nesudelitelné, potrebujeme 9971 | (n — 99). Navyse pre n > 2 mdme
997=1 > |n — 99| (dokézte si!). Preto jedinou moznostou zostéava n — 99 = 0. Skuto¢ne, pre n = 99 méame a; = 9801.
7 postupu vyplyva, ze iné pocty orieskov nevyhovuja zadaniu. Preto vevericka nazbierala prave 9801 orieskov.

Komentér: KIucom k rieseniu bolo vediet ¢o vlastne znamen4 riesit priklad tohoto typu. V tlohach ako je tato
treba, pokial nie je uvedené inak, hladat vSetky vyhovujuce rieSenia. Nestacilo teda iba ndjst ¢i uhddnut rieSenie
9801 orieskov — bolo nutné tiez dokdzat, ze iné pocty zadaniu nevyhovuji. Niektorym rieSitelom sa moze zdat, Ze
vyriesili celt Glohu, no maji malo bodov. Je to tak preto, Ze za zddvodnenie postupu od vztahu (1) po koniec som
daval 3 body.

Uloha &.11: Na Sachovnicu 10 x 10 wmiestnime 9 pukov tak, aby bol kazdy puk na inom policku. Potom
priddvame puky podla nasledujiceho pravidla: ak md policko, na ktorom nie je puk, aspon dve susedné policka,
na ktorych uz si puky, tak na toto policko dime puk. (Susedné policka maji spoloéni stranu.) UkdZle, Ze tymito
krokmi nikdy nezaplnime celi sachovnicu pukmi.

Riesenie: (opravoval Peto)

Zafarbime policka, na ktorych mame na zaciatku puky, ¢iernou farbou. Ostatné poli¢ka nechajme biele. Zakazdym,
ked priddme na nejaké poli¢ko puk, zafarbime ho nacierno. Sledujme, ako sa pri tom meni obvod ¢iernej plochy.

Ak policko, na ktoré priddvame puk, susedi prave s dvoma poli¢kami s pukmi, obvod sa zrejme nezmeni. (Skiste
si to!) Ak susedi s tromi alebo $tyrmi, dokonca sa zmengi. TakZe ked skon¢ime, obvod ¢iernej plochy uréite nebude

.....

40. Takze nikdy nedosiahneme, aby bola cel& zaplnena pukmi.

Komentér: KIi¢om k rieSeniu bolo objavenie invariantu (tj. nieCoho, ¢o sa nemeni). Ten bol pomerne netradi¢ny
(nerastticost obvodu). Velka Cast rieSeni sa odvoldvala na efektivne rozloZenie deviatich pukov na zaciatku. Ked ale
povazujete nieCo za najefektivnejsie, musite svoje tvrdenie poriadne zdévodnit. V tomto pripade to bolo takmer
nemozné. Iné rieSenia analyzovali, ako buda puky pribudat, ked na Sachovnicu budeme priddvat postupne jeden
novy puk za druhym. Problém bol v tom, Ze takéto rieSenia nefungovali na situdcie, ked priddvame viac pukov
naraz.

Za tymto celym stojime my, KMS.
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