Koreépondenény Matematicky Seminér

Vzorové rieSenia

Uloha &. 1: Kady bod krusnice je ofarbeny cervenou alebo modrou farbou. Zistite, ¢i musi existovat

a) pravouhly trojuholnik s vrcholmi rovnakej farby leziacimi na kruznici,
b) rovnoramenny trojuholnik s vrcholmsi rovnakej farby leZiacimi na kruZnici.

Riesenie: (opravoval Buggo)
a) Najprv sa zamyslime nad tym, ako mozu body tvorit pravouhly trojuholnik. Je jasné, Ze vzniknuty trojuholnik

bude vpisany do kruznice. Po chvilke uvazovania si mézeme tiez uvedomit, Ze prepona musi tvorit priemer nasej
kruZnice (sktste sa zamysliet, preco).

To znamens, Ze ak existujti dva body rovnakej farby, ktoré si spojené tiseckou s dizkou priemeru (teda tvoria
priemer kruznice), potom mézu tvorit aj preponu nasho pravouhlého trojuholnika. Ak navyse existuje na kruznici
este jeden dalsi bod tejto farby, tak uz z Talesovej kruznice vieme, Ze existuje pravouhly trojuholnik jednej farby.
Ak neexistuje, potom st vetky body okrem dvoch bodov priemeru rovnakej farby a nie je problém ndjst nejaky iny
priemer a zostrojif pravouhly trojuholnik. Otézka vsak je, ¢i musia vzdy existovat dva body rovnakej farby, ktoré
st koncovymi bodmi nejakého priemeru danej kruznice. Teraz mame dve moznosti. Bud sa to pokusime dokézat,
alebo pohladame protipriklad. Skiste si najprv sami néjst nejaky protipriklad. .. KedZe ziadne dva body rovnakej
farby nemozu mat vzdialenost rovnd priemeru, ndjdeme také rozlozenie bodov, kedy st vSetky rovnakofarebné
body k sebe blizsie. Oznacme koncové body nejakého priemeru A a B. Ozna¢me bod A ¢ervenou farbou a bod B
modrou farbou. Teraz vsetky body medzi A a B v smere hodinovych rudidiek zafarbime ¢ervenou farbou. Zvysné
body modrou. Pri takomto ofarbeni bodov neexistuje ziaden pravouhly trojuholnik s vrcholmi rovnakej farby
(porozmyslajte, preco). Odpoved na otdzku zo zadania je teda nie, nemusi vzdy existovat.

b) Vezmime si nejaké tri body, ktoré tvoria rovnoramenny trojuholnik, ktory nie je rovnostranny ani pravouhly.
Vieme, Ze aspoii dva vrcholy maji rovnakd, bez ujmy na vSeobecnosti ¢ervenu farbu (kedZe mame len dve farby).
Ozna¢me ich A a B, zvy$ny bod ozna¢me C. Usecka AB je bud zakladiia, alebo rameno.

Rozoberieme teraz moznost, Ze je to zdkladiia (prvy pripad): Ndjdime na kruznici taky bod D, aby bol trojuholnik
ABD rovnoramenny, s ramenami AB a BD (teda v tomto trojuholniku uz AB nebude zdkladiia, zamyslite sa, ¢i
taky trojuholnik vzdy existuje). Bod D mé nejaka farbu. Ak mé tak, ako body A a B, tak sme vyhrali. Ak nie,
musime pokracovat dalej. Predpokladajme teda, Ze m4 int (modra) farbu. Teraz ndjdime na kruznici taky bod
E, aby bol trojuholnik ABF rovnoramenny, s ramenami AB a AFE (pri tychto hrach s trojuholnikmi vyuzivame
fakt, ze prvy trojuholnik ABC nebol rovnostranny, inak by body C, D, E splynuli v jeden). Ak je bod E ¢erveny,
tak sme opif vyhrali. Ak je modry, tak tu médme tri modré body C, D, E. Tieto body vSak tvoria rovnoramenny
trojuholnik (preco?).

Rozoberme druhy pripad. Ak je tisecka AB rameno, ndjdeme k nej taky bod C’, Ze v trojuholniku ABC’ bude
tvorit zédkladiiu, ¢im sme tlohu previedli na prvy pripad. To znamen4, Ze vzdy existuje rovnoramenny trojuholnik,
ktory ma vsetky vrcholy rovnakej farby. Hotovo.

Uloha &. 2: Zistite, ¢i je mozné umiestnit cifry 0, 1, ..., 9 do kruhu tak, Ze sicet lubovolngjch troch po sebe idiicich
cifier je najviac

a) 13, b) 14, c) 15.
RieSenie: (opravovala Katka)
Najprv vyltcime pripad a). KedZe vieme, aké cifry s ulozené na kruhu, mozeme presne vypocitat sacet S vSetkych
trojic susednych ¢isel. Kazda cifra sa nachadza v prave troch trojiciach, preto

S=30+1+---+9)=135.

Na druhej strane z a) vyplyva, Ze je tento stcet mensi alebo rovny 10-13 = 130 (pocet trojic krat horné ohranicenie
pre stéet trojice cifier). To v8ak protireéi zisteniu S = 135, preto a) nie je mozné.

Dalej ukézeme, Ze ani umiestnenie cifier, ktoré spliia b), nie je mozné. Zoberme si nejaké tri po sebe idice cifry na
kruhu a, b, c¢. KedZe sa cifry na kruhu neopakuja, tri po sebe iduce cifry b, ¢ a d musia mat studet iny ako je stcet
a + b+ c. Tento poznatok ndm spolu s predpokladom S < 140 dava, Ze sa suéty troch po sebe iducich cifier na
kruznici musia striedat takto: 13,14,13, 14, ... (skuste overit!). S tymto poznatkom mézeme odvodit, v akom poradi
musia byt cifry v kruhu. Za¢nime ciframi a, b a ¢, kde a + b + ¢ = 13. Postupnost v kruhu bude vyzerat takto:

a—b—oc—a+1l—-b—-1—-c+1—-a—b—c.
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Vidime, Ze na to, aby sa stcty striedali, musia sa ¢islice na kruhu opakovat. Takze ani podla b) ich nevieme ulozit.
Tato cast prikladu vadSina z vés riesila prehladdvanim vSetkych moznosti, aby ste tak ukézali, Ze Ziadna z nich
nespliia zadané podmienky. Tu si vSak treba daf pozor, aby ste vylaéili naozaj vSetky moznosti, nie iba zopar
Specidlnych pripadov.

Napokon pre pripad c) jednoducho nijdeme ulozenie, ktoré spliia predpoklady, vyhovuje

1-9-5—-0—-6—-7—2—>3—>8—4.

Uloha é&.3: Trojuholnik ABC o sebe neddvno zstil: ,Ked vyndsobim dizku strany a sami sebou a pripocitam
dvogndsobok vysky na stranu a tieZ vyndsobeni samu sebou, plati, Ze je to ¢islo vicsie ako sucet druhych mocnin
dlzok stran b a c.“ (a®> +2-v2 > b2 + ¢?) Pre aké trojuholniky to plati? Ako vyzeraji trojuholniky, pre ktoré plati:
a?+2-02=0b%+c*?

RieSenie: (opravovali Erika a Migko)

A Majme ostrouhly trojuholnik ABC (pozri obrazok). Vyska v, s pidtou P ndm rozdelila
trojuholnik na dva pravouhlé trojuholniky. Podla Pytagorovej vety vieme, Ze v tychto
trojuholnikoch plati 22 + v2 = ¢? a tiez y? + v2 = b?. Po sc¢itani tychto dvoch rovnosti
Va dostaneme 22 + y2 + 2v2 = ¢ + b%. To sa uz skoro podobé na nasu nerovnost, akurat, ze
namiesto a? tam mame x2+y? a namiesto nerovnosti je to rovnost. Aby sme z toho dostali
D nasu nerovnost, stac¢i ukazat, ze a®> > x2? + y2. Vieme, ze a = x + v, teda a® = (v + y)?
B =z p Y C a po tiprave a? = x? + 2zy + y2. Keby bolo 2zy > 0, platila by aj nasa nerovnost. Keby
bolo 22y = 0, platila by rovnost. Moze byt 2zy < 0?7 Nie, pretoze x,y st dizky tisediek a tie st vzdy kladné. Ako
bude vyzerat trojuholnik, v ktorom je 2xy = 0 (teda by platila rovnost a? + 202 = ¢ + b?)? 2zy = 0 prave vtedy,
ked z = 0 alebo y = 0. A to je prave vtedy, ked bod P je totozny s bodom B alebo C. No a bod P je totozny
s bodom B (C), prave vtedy, ked uhol pri vrchole B (C) je pravy. Cize vidime, Ze platnost nasej nerovnosti (resp.
rovnosti) bude ovplyviiovat poloha bodu P. Ak bod P je totozny s bodmi B alebo C, plati rovnost. Ak je medzi
bodmi B, C (teda na tsecke BC), bude to ako na prvom obrazku a bude platif nerovnost a? + 2v2 > ¢? + b2. Co

.....

to vyzerat ako na druhom obrazku.

Vtedy podla Pytagorovej vety plati 2% + v2 = ¢ a y? + v2 = b2 Teda A
22+ 2+ 202 = 2+ 0% oy = a+wx Gize y? = a® + 2ax + 2. Ale

a? + 2ax + 2% > a2, lebo 2ax > 0 aj 22 > 0. Z toho ale méame, 7e a? + 2v2 <

22 + 9% + 202 = 2 + b2, teda a® + 202 < ¢? + b2, Cize ak bod P lezi mimo Va e b

tisecky BC, potom plati opa¢na nerovnost. Nerovnost a? + 202 < ¢+ b? plati

prave vtedy, ked s obidva uhly pri vrcholoch B aj C' mensie ako 90°. Rovnost S

a?+2v2 = 2+ b? plati prave vtedy, ked je jeden z uhlov pri vrcholoch B alebo P r B a C

.....

Uloha é&. 4: Ndjdite vsetky trojice a, b, ¢ (na poradi nezdleZi) po dvoch nestdelitelnyjch prirodzenych cisel, pre ktoré

je vyraz
1 1 1
b [l e
(a+ +c)<a+b+c)

prirodzené cislo.
Pozndmka: Dve prirodzené ¢isla nazjvame nesidelitelné prdave vtedy, ked ich najvicsi spoloény delitel je 1.

RieSenie: (opravoval Palo N.)
Nech sa hladany vyraz rovnd prirodzenému &islu n, teda

1 11
b —+-+=)=n.
(a+ +C)(a+b+c) n

Rovnost prendsobime (kladnym) ¢islom abe a roznésobime zatvorky:

(a+b+c)(bc+ac+ab) = mnabe
abe + a%c + a®b + b%c + abe + ab® + bc® + ac® + abe = nabe

Dalej prevedieme ¢leny abe na druhi stranu rovnice a prislusné vyrazy upravime, dostaneme

a(ac+ ab+ b* 4+ c?) + be(b+ ¢) = (n — 3)abe.



KMS 2003/04 3. séria letnej Casti 3

Teraz si vSimnime, Ze prava strana rovnice je delitelné ¢islom a, preto to musi platit aj pre lava stranu. KedZze
tu je prvy ¢len delitelny a, musi byt ¢islom a delitelny aj vyraz be(b + ¢). Vzhladom na to, Ze éisla a, b, ¢ s po
dvojiciach nestdelitelné, musi a delif vyraz (b+c¢) (premyslite si). Odtial jednoduchou Gvahou dostavame a|(a+b+c).
Analogicky odvodime vlastnosti b|(a+b+c¢), ¢[(a+b+c). Opit, vyuzijuc fakt, Ze a, b, ¢ st nestidelitelné, dostavame
abe|(a + b+ ¢). Teda existuje prirodzené ¢islo k, pre ktoré plati

a+b+c=kabc.

Bez ujmy na vseobecnosti si ¢isla usporiadajme, nech a > b > ¢. Potom plati 3a =a+a+a > a+ b+ c = kabe.
Po predeleni ¢islom a odtial méme 3 > kbc. Zrejme ¢ = 1 (ak by ¢ bolo aspoil 2, aj b by muselo byt aspoii 2, teda
kbe by bolo asponi 4). Teda 3 > kb, odkial mame len tri moznosti pre hodnotu ¢isla b (1, 2, alebo 3). Z rovnosti
a+ b+ c = kabc pre ¢ = 1 dostavame

a+b+1=kab.

VySetrime tGto rovnost pre rozne hodnoty b.

b=1 a+ 2 = ka. Prava strana rovnosti je delitelna ¢islom a, to znamena, Ze to plati aj pre lavii stranu rovnosti.
Z toho vyplyva, ze 2 je delitelné &islom a, preto a = 1 alebo a = 2.

b =2 Podobne ako v predoslej tivahe dostaneme, Ze 3 musi by delitelné ¢islom a, teda a = 3 (moznost a = 1
neuvazujeme, kedze a > b).

b =3 Analogicky dostaneme al4, ¢ize a = 4.

Rozborom vSetkych moznosti sme ziskali Styroch kandidatov na rieSenie ulohy — trojice (1,1,1); (1,1,2); (1,2, 3);
(1,3,4). Dosadenim do povodného vyrazu zistime, Ze zadaniu tlohy vyhovuja prvé tri trojice. Tym je tloha vyrie-
Sena.

Uloha é&. 5: Pravidelny 3-, 4-, 5- a 6-uholnik sa dd narysovat iba s pomocou pravitka a kruzidla, zatial ¢o pravidelny
42-uholnik nie. (MéZete si to skusit overit.) Zistite a zdovodnite, ktoré z nasledugicich pravidelngch n-uholnikov sa
daji takto narysovat a ktoré nie: n = 15, 35, 120.

Pozndmka: Pravitkom sa daji spojit dva body priamkou. KruZidlom sa daji prendsat vzdialenosti a rysovat kruz-
nice.

Riesenie: (opravoval Kubo)

Zrejme pravidelny n-uholnik sa dé zostrojit prave vtedy, ked sa da zostrojit uhol 360°/n, na toto ste prisli asi
vSetci. Teraz si ukdzeme, Ze pravidelny 15- a 120-uholnik sa daja zostrojif. Chceme zostrojit uhly 24° a 3°. Vieme
72° a 60° (z pravidelného 5- a 6-uholnika), takze vieme aj 72° — 60° = 12° (od¢itat 2 uhly je jednoduché). Uhol
vieme rozpolit, teda vieme aj 12° : 2 : 2 = 3°. A takisto vieme aj s¢itat uhly, teda vieme zostrojit uhol velkosti
12° 4 12° = 24°. Tak a mame 15 a 120-uholnik.

A ¢o 35-uholnik? Predpokladajme, Ze by sa dal zostrojif a pokusime sa ukdzaf, ze potom by sa dal zostrojif aj
42-uholnik, ¢o sa v8ak podla zadania ned4, takZe to bude spor (a teda nebude platit, Ze sa d4 zostrojit 35-uholnik).
Tak podme na to. Ak by sa dal 35-uholnik, tak sa d& aj 7-uholnik, jednoducho zoberieme kazdy piaty bod
z 35-uholnika a dostaneme 7-uholnik. 6-uholnik sa d. Takze mame uhly 360°/6 a 360°/7, takze mame aj ich
rozdiel, ¢o je 360°/42, ale to je uhol v 42-uholniku, ¢o je uz spominany spor. Takze sme dokézali, ze 35-uholnik
sa neda zostrojit, ak sa nedd 42-uholnik. (A obidva sa nedaju zostrojit, lebo sa nedd zostrojit 7-uholnik, ¢o prvy
vyslovil Descartes, ale dokdzané to bolo aZ o skoro 200 rokov.)

Pozndmka: n-uholnikmi v rieSeni sme samozrejme mysleli pravidelné n-uholniky.

Uloha &. 6: Zistite, ¢i moze existovat mnohodlen tvaru ant™ +an_12" " +- - -+a1z+ao, kde &isla ag, a1, - .., Gn S
celé, pre ktory plati, Ze hodnota mnohoclenu pre x = 0 je 0 a hodnota mnohoclenu v prave n réznych celociselnyjch
bodoch je n. Ulohu rieste pre n =4, 7.

RieSenie: (opravoval Mito)
Lahko sa presvedéime, Ze ak mé hladany mnohoélen existovat, musi nutne platit ag = 0. Podla podmienky zo
zadania mé potom platit

z(anz™ P ap 12" 2 dagz +ay) =n (1)

pre n celych Cisel. Pretoze ale koeficienty st celé ¢isla, aj vyraz v zatvorke je celé ¢islo, ¢o znamend, ze pre vSetky
body x, v ktorych plati rovnost (1), plati z|n. AvSak to, Ze tychto bodov ma byt n a musia byt celo¢iselné a navzajom



KMS 2003/04 3. séria letnej Casti 4

rozne, znamend, ze pre n = 7 mnohoclen nemoze existovat, pretoze ¢islo 7 m4 iba Styroch celoéiselnych delitelov.
Tym sme vyriesili druha éast Glohy. Dosadme teraz do vztahu (1) n = 4, ziskavame

z(ag2® + azx? + apx +ay) = 4. (2)

Ak by pre n = 4 hladany mnohoclen existoval, podla predchidzajicej ivahy by nutne vSetky Styri body, v ktorych
plati rovnost (2), boli niektoré Styri zo Sestice x = £1, £2, +4, ¢o s vSetky delitele ¢isla 4. Ked vsetky tieto ¢isla
dosadime do vztahu (2), zistime, Ze vyraz v zdtvorke sa ma postupne rovnat 4, —4, 2, —2, 1, —1. Po dosadeni
¢isla 4 ale zistujeme, Ze zvySok a; po deleni &islom Styri je jednoznac¢ne uréeny a rovnd sa 1. (Rozmyslite si preco.)
Podobne pre z = —4 je tento zvySok 3. Pre x = +2 je a; parne a pre x = +1 o fiom nevieme ni¢ blizsie povedat.
To ale znamend, ze medzi bodmi, pre ktoré plati (2), nie st ¢isla 4 ani —4, pretoZze obe sa vyluéuja s tromi inymi.
Ostali ndm teda x = +1, +2. Takyto mnohodélen sa naozaj da zostrojit, napriklad tak, ze koeficienty a4, as, as
a a; najdeme ako rieSenie ststavy Styroch rovnic. (Rozmyslite si, ako tieto rovnice vytvorime, skuste ich vyriesit
a tento mnohoélen najst. Skusku spravnosti iste spravite lahko aj sami.)

Iné riesSenie:
Uloha sa dala riesif aj inak. Predstavme si graf nasho mnoho¢lenu: prechadza bodom [0, 0] a v prave n celoéiselngch
bodoch mé hodnotu n. Ked tento graf posunieme o n dole, ziskame mnohoclen, ktory prechidza bodom [0, —n]

a m4 prave n celo¢iselnych, navzdjom roznych korefiov. Ak vyberieme ¢islo a,,, ktoré je rozne od nuly, (rozmyslite
si preco) pred zatvorku, ti vieme rozlozif na stéin. Mnohoélen mé potom tvar

an(z —z1)(x —22) -+ (. —2Yy) =0, (3)
kde z1, x2, ..., T, st jeho korene. Absolutny ¢len, to je ten bez x, ma potom tvar
(=D ap(z —z1)(x —22) -+ (T — xp) .

My v8ak vieme, Ze toto ¢islo sa rovnd bud +n alebo —n (opéf si to treba rozmysliet), podla stupiia mnohoclenu.
Rozdiel v znamienku vsak moZeme odstranit zmenou znamienka ¢élenu a,, preto znamienko na chvilu nemusime
uvazovat. Cislo n sa teda musi dat napisat ako si¢in n navzajom roznych celych éisel a jedného fubovolného celého
¢isla (to je a, ). Toto v8ak pre n = 7 zjavne nie je mozné. Pre n = 4 to ide, avSak iba ak za z; zvolime 1, —1, 2, —1
a za a, + 1. KedZe stupenn mnohoclenu je 4, znamienko pri n je minus a teda a,, = —1. Ked tieto ¢isla dosadime
do vztahu (3), ziskame mnoho¢len —a* + 522 — 4. Toto je vSak povodny mnohoélen posunuty o 4 dole, preto nas
hladany m4 tvar —z* + 522.

Komentar: Najcastejsie sa v rieSeniach objavovali dve chyby. Prvou, menej podstatnou, bolo, Ze ste k najdenému
mnoho¢lenu zabudli pripoéitat ¢islo $tyri. Toto bola iba drobnost a aj ked nie je pravda, ze —z* 4 522 — 4 je
hladany mnohoélen, za tto chybu sa body nestrhavali. VaZnejSou chybou bolo, ked ste mnohoclen upravili na
sucin (3) a vynechali ¢len a,,. Potom ste ilohu riesili iba s menSou skupinou mnohoclenov a nenasli rieSenie alebo
ste bezdovodne néasobili ¢islom —1.

Uloha &.7: Desatciferné cislo (zapisané v desiatkovej sistave) nazjvame rozkokosené, ked md vietky cifry rézne
a je ndsobkom 11111. Kolko roznych rozkokoSenijch cisel existuje?

RieSenie: (opravovali Bagka a Janka)

Sktisme najprv zistif nie¢o o rozkokosenych &slach (RC). Po chvili hrania ndjdeme napr. prvé tri: 1023489765,
1203487965, 1302486975 a vidno, Ze maji velmi podobni Strukttru: vzdy je stdet cifier vzdialenych 5 miest od
seba 9. Plati to ale naozaj pre vietky RC? A naopak, ak pre nejaké ¢islo pozorovand vlastnost plati a mé rozliéné
cifry, je to RC? Vsimnime si, Ze kazdé desafciferné ¢islo s roznymi ciframi mé rovnaky ciferny stcet, a to 45. Vieme,
Ze ¢islo je delitelné deviatimi prave vtedy, ked je aj jeho ciferny stdet delitelny deviatimi. To ale znamené, ze RC
st okrem 11111 delitelné vzdy aj deviatkou a kedze NSD(9,11111) = 1, tak su delitelné aj 99999. Ak teda méame
RC R (R = abcdefghij, kde a,b, ..., j sa jeho cifry), mdzeme pisat R = 99999n. Aké hodnoty moze n nadobudat,
uré¢ime lahko z podmienky, Ze R je desafciferné. Zistime, Ze az na dve vynimky (pre ktoré overime, ze 99999n nie
je RC) je n vzdy pétciferné, dokonca n > 10000.

R =99999n = 10°7 —n = 10°(n — 1) + (10° — n)

Z rovnosti vidime, ze (n — 1) je prvé pitéislie R a 10° — n zase druhé pitéislie. Cize sticet p#téisli R je 99999. To je
len a len vtedy, ked a+ f = b+g = c+h = d+i = f+j (Premyslite si, pre¢o nemdze prist k prechodu cez desiatku!)
Ale my vieme, zea+b+---+j=0+1+---+9=4batedaa+ f=b+g=---=f+j=09. Odpoved na prva
otdzku sme nasli. Treba este overit, Ze aj na druht otdzku je odpoved ano, ¢o kazdy zvladdne urcite sdm. Ostdva
uz len zistit, kolko je takych é&isel. Prva cifra RC méze byt fubovolna okrem nuly, t.j. je 9 moznosti. Uréenim prvej
cifry je ale jednozna¢ne uréend Siesta, aby stéet bol 9. Druh4 cifra moze byt jedna z 8 (nemdZzeme uz pouzit tie na
1. a 6. mieste), podobne na 3. cifru ostava 6 moZnosti, na 4. len 4, na 5. 2. Spolu teda méme 9-8-6-4 -2 = 3456
moznosti. Rozkokosenych ¢isel je teda 3456.
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Uloha &. 8: V state KaMsaS maji sivisli letecki siet. Styri letistné spolocnosti Alfa, Beta, Gama a Omega spra-
vuji KaMsaSké letiskd, pricom kaZdé letisko je spravované prdve jednou spolocnostou. Kazdy let v KaMsaSe je
obojsmerny a spdja letiskd spravované roznymi spolo¢nostami. Navyse je kaZdé letisko spojené letom s rovnakym
poctom letisk ostatngch troch spoloénosti (ak je letisko spravované spolocnostou Alfa spojené s dvomi letiskami spra-
vovangmi spolocnostou Beta, tak je spojené aj s dvomi letiskami spravovangmi spoloénostami Gama a Omega).
Ukdzte, ze ak KaMsaSkd vldda zrusi dva obojsmerné lety, vedice do toho istého letiska, leteckd siet ostane stvisld.
Poznamka: Suvisld letecka siet je takd, v ktorej je mozné dostat sa letecky z kazdého letiska na lubovolné iné
s prestupmi, alebo bez prestupov.

RieSenie: (opravovali Miki a Pefo G.)

Chceme dokéazaft, 7e ak v sieti popisanej v zadani zrusime Tubo-
volné dve linky vychddzajtce z jedného mesta, tak siet ostane su-
visla. Tvrdenie dokazeme sporom. Predpokladajme, ze odobratim
dvoch liniek sa naga siet rozpadne. Nakreslime si vSetky tri pripady,
v ktorych moze této situdcia nastat. Kruznice v obrazku budu pred-
stavovat mnozinu miest, ktoré st navzajom pospdjané, teda letecka
sief je v tychto oblastiach suvisla. Linky, ktoré vlada odstréni, si
oznacime [, m.

Predpokladajme, ze nastal prvy pripad a navySe BUNV nech le-
tisko K spravuje spolo¢nost « a letisko M spravuje spolo¢nost /3.
Vsimnime si, ¢o vieme o poctoch liniek, ktoré vychadzaju z miest
v oblasti, kde lezi M. Pre jednoduchost bude p(z,y) oznacovat
pocet liniek medzi vSetkymi mestami v oblasti spravovanymi spo-
lo¢nostami z a y. Kedze vSetky mestd okrem M spliaju pod-
mienku zo zadania, tak p(w,y) = p(w,B) = p(w,a) 1. Dalej aj
p(v,w) = p(7,8) = p(v,a) a pla,w) = p(a,y) = p(e, B) = k.
Z toho nam vyplyva, ze do letisk spolo¢nosti a prichddza z tejto
oblasti k liniek zo vSetkych troch spoloc¢nosti, teda spolu 3% liniek.
Lenze pred zrusenim linky m by muselo viest do letisk spolo¢nosti
« az 3k+1 liniek, o porusuje vlastnost, ze do kazdého letiska vedie
na zaciatku rovnaky pocet liniek z ostatnych spolo¢nosti. A to je
hladany spor. K podobnému sporu sa dostaneme tymto postupom m
aj v druhom a trefom pripade. <

Komentér: Uloha bola dost prisne bodovana, lebo sme od vas chceli

korektny dokaz (a nié iné :) ). Mnohi z vés ostali len pri intuitiv- l
nych tvahéch alebo pri vymenovavani konkrétnych pripadov, ktoré

véas iba mali priviest na myslienku dokazu, no sami o sebe rozhodne

nestacili.

Uloha &.9: Nech P(z) = x* + az® + b2® + cx +d a Q(z) = 22 + px + q st dva polyndmy. Je zndme, Ze polynom
P je zdporny prdve vtedy, ked je polyndm Q zdporniy a mnoZina vsetkych &isel, pre ktoré su hodnoty polyndmu
P zdporné, je interval, ktorého dizka je vicsia ako 2. Ukdzte, Ze existuje redlne cislo t také, Ze plati P(t) < Q(t).
RieSenie: (opravoval Pista)

Polyném Q(x) je druhého stupiia a navyse koeficient pri najvysSej mocnine z je 1, teda jeho graf je parabola, ktora
je nahor otvorena, t.j. je tvaru ,U“. Zo zadania vieme, 7e interval, na ktorom je Q(z) zaporny, ma dizku vicsiu
ako 2. To znamend, ze Q(z) ma dva roézne redlne korene x; a x5 (BUNV z1 < x2) a platizg — 21 > 2. Ale kedZe je
druhého stupnia, tak iné korene uz nemd. Z predchédzajticeho textu vyplyva, Ze polyném Q(z) nadobtuda ziporné
hodnoty na intervale (z1,x3) a nikde inde. Zo zadania vieme, Ze polyném P(x) je zaporny iba na tomto intervale.
To neznamend, %e polyném P(x) nemdZe maf nulové body mimo tohto intervalu, ako mnohi z vas nespravne
predpokladali. Plati iba tolko, Ze z1 a x5 st tiez korene P(z). Potom moéZzeme napisat polynémy P(z) a Q(z)
v tvare Q(z) = (z — z1)(x — x2) a P(x) = (z — 21)(x — 22)[(x — m)? + n] pre vhodné realne m,n. Ak si ozna¢ime
R(z) = (x —m)? + n, tak P(z) = Q(x) - R(z).

Polyném R(z) musi byt nezdporny na R a kladny na intervale (z1,zs), inak by sme dostali spor so zadanim.
(Premyslite si, s ¢im je to v rozpore.) To znamend, ze n > 0. Na intervale (z1,x2) bude platit P(t) < Q(t) préve
vtedy, ked existuje také t € (x1,z2), ze R(t) > 1.

Predpokladajme, 7ze R(z) < 1 pre vietky = € (z1,22). Teda R(x) = (r — m)? +n < 1, z tohto vyplyva, Ze

1z pohladu spoloénosti w
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(x —m)? <1—-n<1,lebo n > 0. Preto
e —m| <1
—1<z—m<1
—14+m<z<l4+m
Interval (—1-+m, 1+m) ma dlzku 2. My sme ukézali, Ze aby platila nerovnost R(z) < 1, x musi byt z tohto intervalu.
To je spor s nasim predpokladom, pretoze interval (x1,z2) mé dizku vicsiu ako 2. Teda existuje t € (21, z2) také,

Ze nie je splnend nerovnost R(t) < 1, t.j. R(¢) > 1. To znamena4, Ze pre toto ¢éislo ¢ platiP(t) = Q(¢t) - R(t) < Q(¢).
Tym je tloha vyriesena.

Uloha &.10: Pre lubovolné redlne ¢isla , y, z md bindrna operdcia o vlastnost (z oy) oz = x +y + 2. Ukdzte, Ze
pre lubovolné redlne &isla a, b plati
aob=a+b.

Pozndmka: Bindrna operdcia je predpis, ktory dvojici redlnych ¢isel priraduje redlne ¢islo.
Riesenie: (opravoval Peto N.)

Skasajme do zadanej rovnosti dosadzovat za x, y a z rozne ¢isla (to si moZeme dovolit, nakolko rovnost plati pre
Tubovolné redlne ¢isla). Zamerajme sa najprv na vyraz 0 0 a snazme sa uréit jeho hodnotu. Po chvilke hrania sa
dostaneme podla zadania pre t =0,y =0a z=0¢0

(000)0(000)=0+0+(000)=000. (4)
Prex =000, y=0¢0 a z =0 zasa dostaneme
((000)0(000))o0=(000)+(000)+0=2-(000). (5)
Na druhej strane, podla (4) mame
((000)¢(000))c0=(000)0c0=0+04+0=0. (6)

Porovnanim (5) a (6) dostavame 2- (00 0) = 0 a teda 00 = 0. Dokazované tvrdenie uz teraz dostaneme pomerne
priamociaro. Dosadenim z = 0, y = 0 a z = a do zadanej rovnosti mame

a=040+a=(000)ca=00a (7)
a dosadenim z = 0, y = a a z = b konecne (s vyuzitim (7) v zévere¢nej Gprave)

a+b=04+a+b=(00a)ob=acb.

Komentar: Niektori z vas este na konci rieSenia urobili sktisku, ¢i operacia xoy = x+y vyhovuje zadanej podmienke.
To v tomto pripade nebolo potrebné, nakolko tlohou nebolo néjst binarnu operaciu spliiajicu zadant rovnost.
Ulohou bolo iba dokézat nejaké tvrdenie, ¢o sa nam podarilo aj bez skusky.

Pozndmka: V zadani sa vyskytla drobné tlacova chyba. Namiesto (zoy) oz = x4+ y+ 2z bolo vytladené (zoy)oz =
z + y + x. Tvrdenie tak zjavne neplatilo. Tu vés chceme upozornit, Ze v takomto pripade nestaci, ked poslete
rieSenie, v ktorom ukézete, Ze zadané tvrdenie neplati. Vasou tlohou je bud sprédvne zadanie samostatne odhalif
alebo sa nan spytat vedicich (mailom, cez debatu na stranke, ...). Konkrétne v tomto pripade by sme predsa
namiesto x + y + x napisali 2z + y, keby sme to tak mysleli.

Uloha é&.11: Je dand postupnost redlnych ¢&isel a1, as,. .., am, kde m > 3. Oznacme A, = > or_y ak. Ukdzte, Ze
plati nerovnost

m A 2 m

> () <edwr

n=2 n=1

Pozndmka: K tomuto prikladu nie je pozndmka.
RieSenie: (opravoval Ruza)
Vzhladom na to, Ze tento priklad nikto z vas nevyriesil, rozhodli sme sa neprezradit vam Gplné rieSenie, ale len névod,

ktorym smerom sa uberat. Difame, %e tymto poteSime vSetkych tych, ktori nad touto nie najlahSou nerovnostou
presedeli vela—vela dni, pretoze s touto nasou pomocou je uz dokaz na dohlad. Pouzitim

2 2 2
RIS RERCEN
n n n
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dokéazte, zZe plati ) 2
S () cay e (B2) —a) i
n=1 n=1 n=1 n=1

Odhadnite zhora ¢len
" an A,
92 nemn

S radostou z vyriesenia tejto lohy sa mézete podelif s nami, vasimi oblibenymi vedticimi vasho oblibeného KMS.

Komentar: K tomuto prikladu nie je komentar.

Uloha &.12: Zostrojme postupnost retazcov{ R;}3, taki, Ze Ry = 1 a ¢islo R,y vznikne z &isla R,, tak, Ze kazdé
¢islo i v R,, nahradime skupinou cisel 123...i a na koniec priddme ¢islo n + 1. Dalsie cleny postupnosti potom
vyzeraji nasledovne: Ry = 12, Ry = 1123, Ry = 11121234. Ukdzte, Ze ak si pre n > 2 napiseme cislo R,, do riadku
a pod neho to isté ¢islo R, s obrdtenym poradim cifier, tak v kaZdom stlpci bude prdve jedna jednotka.

RieSenie: (opravoval Foto)

(podla Ferka Simanéika) Zadefinujme si reldciu = medzi dvoma retazcami éisel tak, Ze pre dva retazce A, B plati
A = B préve vtedy, ked maju oba rovnaky pocet ¢isel a po napisani jedného z nich pod druhy v opa¢nom poradi,
bude v kazdom stipci prave jedna jednotka. Dalej nech AB znaéi refazec, ktory vznikne napisanim retazca B za
A. Zrejme plati, 7e ak A= X a B=Y, potom aj AB =Y X (podobne aj pre viac retazcov).

Definujme si refazec S¥ nasledovne:

1) ST je refazec pozostavajici z jediného é&isla k;
2) SF (pre i > 2) vznikne z SF ; tak, 7ze kazdé ¢islo x v fiom nahradime retazcom é&isel 12. .. z.

Dokazeme, ze S¢ = S pre vietky prirodzené &isla a, b okrem pripadu a = b = 1.
Postupujeme matematickou indukciou cez sticet a + b:

1° Ak a + b = 3 (najmensi pripad), potom S5 je 1, S? je 2, teda plati S3 = S%.

2° Predpokladajme, 7e pre n (n > 3) plati indukény predpoklad, teda S¢ = S? pre vietky prirodzené &isla a, b,
pre ktoré a + b = n. Zoberme si Tubovolné priodzené éisla a, b, pre ktoré a + b = n + 1. Ak je jedno z nich
1 (BUNV nech je to a), tak Sf = 1 a S? = b > 3, teda Sp = Sb. Teraz ak a > 1 aj b > 1, skisme si
uvedomit jednu vec. Ked si rozdelime retazec na dve casti a tie budeme postupne rozvijat, tak po spojeni
tychto retazcov dostaneme retazec, ktory by sme dostali rozvijanim pdvodného retazca. Takto uvedomeli si
sktisme uvedomit, ze potom plati S¢ = S2-15% | pre vietky x > 2, ¢iZe aj pre x = b. Potom S = 55_15’{}_1
a podobne aj S¢ = §2718% .. Podla indukéného predpokladu

Shl=g8¢ | So =5 | — Srtee =501k = Sp=St
Tvrdenie plati aj pre stacet a +b=n + 1.

Tym sme dokéazali, 7e S¢ = S° pre vietky dvojice prirodzenych &isel (a, b) okrem (1,1).
Dalej dokézeme, ze R,, = S1S2_;S2_,...SP. Opit matematickou indukciou:

1° Overime platnost tvrdenia pre n = 1,2,... (zalezi na tom, kolko mame chuti a ¢asu :) ).

2° Predpokladajme, ze R, = S:S%2 83 ,...S7. Potom R, je rozvinuty retazec R, s na konci pridanym
v/ AV . s . v 7 v . . . v d . .7 .
¢islom n + 1. Alebo méze vznikniut aj tak, Ze R, nasekdme na Casti, rozvinieme kazda z nich, spojime ich
a na koniec pridame é&islo n + 1 = S7H, dize R,yq = S1, 1 S2S88 ... SpSPT

TakZe naozaj pre vSetky prirodzené &isla n sa R, da pospajat z S-refazcov tak, ako sme uZ spomenuli. My vSak
uz vieme, ze S, = 87,52 | =877t ..., preto R, = R,,.

Uloha é&.13: Osi uhlov pri vrcholoch A, B, C trojuholnika ABC postupne pretinaji jemu opisani kruznicu v bodoch
K, L, M. Na dsecke AB zvolme bod R. Pre body P a Q plati nasledovné: RP || AK, BP 1 BL, RQ | BL,
AQ | AK. Ukdzte, Ze priamky KP, LQ a MR prechddzaji jedngm bodom.
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Riesenie: (opravoval Foto)

(podla Tomdsa Vidru) Po nakresleni dobrého obrazka do-
staneme taky nevtieravy pocit, ze spolonym priesecni-
kom tychto troch priamok bude priese¢nik priamky MR
s kruznicou opisanou trojuholniku ABC' rézny od bodu
M. Oznacme ho T. Dostaneme aj druhy nevtieravy pocit,
7e vzhladom na komplikovanost obrézku sa diskusii sotva
vyhneme. Ako najrozumnejsie sa ukéaZe robit ju vzhladom
na polohu bodu 7'. Predpokladajme najskor, ze T lezi na
obliku LB neobsahujicom bod A. KedZze bod M je prie-
se¢nik osi uhla a opisanej kruznice, tak bude lezat v strede
oblika AB a preto aj priamka MT bude osou uhla AT B.
Tento je zhodny s obvodovym uhlom ACB nad tou istou
tetivou AB. Pri standardnom oznaceni uhlov trojuholnika
ABC je teda |S MTA| = 7/2. Podla zadania je priamka
RQ rovnobezna s BL, takze stihlasné uhly ARQ a ABL \

sa rovnaju a plati [ ARQ| = §/2. Podla zadania si AQ M

a AK kolmé, takze | RAQ| = 7/24 /2. V trojuholniku ARQ je |[SAQR| =7 — |[JARQ| — |IRAQ| = v/2. Kedze
[SMTA| = |<RTA| =7v/2=|dRQA| abody T, Q zjavne lezia oba v tej istej polrovine vzhladom na priamku AB
(lebo [FQAX| > |[9QRX]|), tak Stvoruholnik ART'Q je tetivovy. Oznaéme Lg priesecnik priamky QT s kruznicou
opisanou trojuholniku ABC. V stvoruholniku ART'Q sa uhly nad tetivou RT zhoduju, plati |4 RQT| = | RAT).
Navyse nad tetivou BT v povodnej kruznici je |S BAT| = |<BLoT|. Mame teda | BLyT| = | RQT| a to v spojeni
s tym, ze T, Ly a Q st kolinedrne, implikuje rovnobeznost priamok RQ a BLg. AvSak priamka RQ je rovnobeZnd
aj s BL, ¢ize body L a Ly su totozné. Dokazali sme, Zze aj priamka L) prechddza bodom 7.

Premyslite si, ako treba postup obmenit, aby sa nam to isté podarilo dokdzat v situdcii, ked bod T lezi na obliku
LA a pripadne ako je to, ked bod T lezi na obliku DA, kde D je priese¢nikom polpriamky AQ s kruZznicou opisanou
trojuholniku ABC. Vtedy totiz bod @ lezi na tsecke DA, ¢ize vnitri kruznice. Rovnako si treba uvedomit, ako
bude dokaz vyzerat, ak sa bude T' nachddzat v hrani¢nych bodoch L, D, A.

Nakolko je situdcia symetrickd, analogickym postupom dokdzeme, Ze aj priamka PK prechadza bodom T'. Priamky
PK,LQ a RM teda naozaj prechadzaja tym istym bodom.

Uloha é&. 14: Ndjdite vietky kladné celé ¢isla ay,as, . .., a, také, Ze plati

99 ag a1 ap—1
= 4 ,
100 al a9 Gnp
pricom ag =1 a (ag+1 — 1)ak—1 > a2(ar — 1) pre k=1,2,...,n— 1.
RieSenie: (opravoval Tomas)
(upravené podla T. Viriu) Nech ai,as,...,a, spliaji podmienku rovnosti zo zadania. Nasim cielom je postupne
vypo¢itavat hodnoty ai,as,...,a,. PretoZe ag = 1 a lava strana v zadani je mensia ako 1, musi byt a;/a;41 < 1

prei=0,1,...,.n—1,z¢hojel =ap < a1 <as <---<an, tedaa; >2pret=1,2,...,n.
Podmienku zo zadania (aj41 — 1)ag—1 > ai(a, — 1) si Sikovne prepiseme:

v < oo (o)
% ari ([ ———
ap+1—1 = ot ar(ar —1)

ay 1 1 ap—1 ap—1
— < ag -— )= -
Ap+1 — 1 ap — 1 Qg ap — 1 Qg
Ap—1 ag Af—1
+ < (8)
ag ak+1 — 1 ap — 1
Ak séitame nerovnosti (8) pre k =i+ 1,i+2,...,n — 1, vela ¢lenov ndm vypadne a dostaneme nerovnost
a; Qi1 On—1 a;
- _|_ _ + e _|_ < s
Aiy1 Qg2 ap,—1 7 a;41—1
z ktorej vyuzitim a,_1/a, < an—1/(a, — 1) dostaneme ostr nerovnost
a; Ai+1 an—1 Q;
+ - < ~
ait1 Qi ap, ajp1 — 1

Tito nerovnost je mozné dokézat, ako to urobil Toméas, matematickou indukciou.
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Z tejto ostrej nerovnosti a pouzitim toho, Ze vSetky zlomky na pravej strane zadanej nerovnosti st kladné, dostaneme
postupne hladané celé ¢isla. Pre ¢ = 0 mame

1 99 1
o S 10 < oo
100 199 -
1< 99 < ap < 99 <3 = ay = 2
a podobne pre dalsie hodnoty ¢ = 1,2, 3,4 dostaneme jediné moznosti pre a;:

A orf9 1N _ 1
as ~ a1 \ 100 a1 as — 1 2T

1 1,9 1 1
§< ——al)< — a3 = 56,
a3—1

1 1 /99 1 a1 a 1
= - = == < = = 78400.
= (100 > as — 1 =
Ak by sme teraz rovnako chceli pokracovat, dostali by sme
o/ 12 5 56 )
as ~ as \100 2 5 56 78400)

¢o je nemozné. Mozete sa presved¢it, ze pre (ag, a1, a2, a3, a4) = (1,2, 5,56, 78400) nastédva rovnost v zadani a z po-
stupu riesenia vyplyva, ze ziadne iné rieSenie neexistuje.



