Koreépondenény |\(Iatematicky Seminér

Vzorové rieSenia 1.série letného semestra

Uloha é&.1: Majme dané kladné celé ¢isla p a q. Zistite, ¢i je cislo p + q nepdrne, ak viete, Ze ¢islo p° — ¢° je
nepdrne. Plati opacné tvrdenie? Nezabudnite svoje zistenie zdévodnit.

Riesenie: (opravoval Vojto)

Vzorové rieSenie tohto prikladu sa dozviete spolu s rieSeniami druhej série, dakujeme za trpezlivost. V pripade
extrémnej nedockavosti kontaktujte Razu.

Uloha &.2: Po vydarenej kolonizdcii si uz osidlené oba mesiace Marsu. Na Deimose platia iba bankovky s hod-
notami 4, 8 a 12 Mk (Martanskyjch korin) a na Phobose sa pouZivaji len bankovky s hodnotami 12, 16 a 20 Mk.
V celej Slnecnej sustave plati Logické pravidlo trhu: Na kaZdi planétu/mesiac sa mozu dovdZal len tie vyrobky,
ktoré si mozZu obyvatelia platnymi domdcimi platidlami zakipit (pricom pri kipe sa mozZu bankovky aj vyddvat).
Zistite, ¢ mozno na Deimos a Phobos dovdzat tie isté vyrobky. Ak dno, dokdzte, ak nie, zistite, pre ktoré viyrobky
to neplati.

RieSenie: (opravoval Miso)

Najprv je dobré uvedomit si, ¢o sa od nés v Glohe ziada. To, Ze mozno na Phobos a Deimos dovazat tie isté vyrobky,
znamend, ze platidla na oboch mesiacoch st ekvivalentné. Inak povedané, ak vieme zaplatit cenu nejakého vyrobku
na Phobose, tak ju vieme zaplatit aj na Deimose. A musi to platit aj naopak, teda ak vieme zaplatit nejaky vyrobok
na Deimose, tak ho vieme zaplatit aj na Phobose. Aby sme dokazali toto tvrdenie, sta¢i nam ukézat, Zze hodnotu
kaZdej bankovky na Phobose vieme zaplatit na Deimose a naopak (rozmyslite si, pre¢o). Pozrime sa teraz na
jednotlivé bankovky. Na Deimose pouzivaji bankovky s hodnotami 4, 8 a 12 Mk. Na Phobose zase pouzivaja 12,
16 a 20 Mk bankovky. Hodnotu 4 Mk vieme na Phobose zaplatit tak, Ze ddme 16 Mk bankovku a vritia ndm
12 Mk bankovku. Podobne vieme zaplatit aj 8 Mk. Dame 20 Mk a vratia ndm 12 Mk. Pre hodnotu 12 Mk maja
aj na Phobose aj na Deimose samostatni bankovku. Tym sme ukézali, ze kazdi hodnotu bankoviek z Deimosu
vieme zaplatif bankovkami z Phobosu. Este musime ukizat opak. CiZe snazime sa zaplatif hodnoty bankoviek
z Phobosu bankovkami z Deimosu. Hodnotu 12 Mk zaplatime samostatnou bankovkou. Hodnotu 16 Mk zaplatime
dvoma 8 Mk bankovkami. Hodnotu 20 Mk mozeme zaplatit napriklad piatimi 4 Mk bankovkami. Tym sme ukazali,
7e platidld na Phobose a Deimose st ekvivalentné a teda na obidva mesiace sa mdzu dovazat tie isté vyrobky.

Iné rieSenie:

Vela z vés riegilo lohu inym spdsobom, moZno trochu zlozitej$im. Snazili ste sa zistit, aké hodnoty sa daju zaplatit
na Phobose a aké na Deimose. Vicsina z vas dosla k tomu, Ze tieto hodnoty sa rovnaja, z ¢oho vyplyva, Ze na obidva
mesiace mozno dovazat tie isté vyrobky. Pozrime sa teda, aké sumy vieme zaplatit na Deimose. Vidime, Ze vSetky
hodnoty bankoviek na Deimose st delitelné §tyrmi. Teda Deimosania urc¢ite nevedia zaplatit sumu, ktord nie je
delitelna Styrmi (pretoZe stcet aj rozdiel dvoch ¢isel delitelnych 4 je vzdy ¢islo delitelné 4, rozmyslite si, preco). No
kedZe maji bankovku s hodnotou 4 Mk, vedia zaplatit vSetky hodnoty delitelné 4. Teda sme zistili, Ze na Deimose
vedia zaplatit v8etky hodnoty delitelné 4 a nevedia zaplatit Ziadne iné. Pozrime sa teraz na Phobos. Na Phobose s
tiez vSetky bankovky delitelné 4, teda tiez nevedia zaplatit hodnotu, ktora nie je delitelnd 4. Pomocou 16 a 12 Mk
bankoviek vieme zaplatit Tubovolnt hodnotu delitelni 4 (ak ta hodnota je 4n, tak ddme n bankoviek s hodnotou
20 Mk a vydaji ndm n bankoviek s hodnotou 12 Mk). Preto hodnoty, ktoré vedia zaplatit na Phobose a Deimose,
st rovnaké a teda tam mozu dovazat tie isté vyrobky.

Komentér: Najviac chyb, ktoré ste robili a ktoré nam opravovatelom velmi stazovali opravovanie, bolo spdsobenych
tym, Ze ste si po sebe napisané riesenie neprecitali. Potom sa vdm do rieSenia dostali vety, ktoré nemali zmysel
a opravovatelia museli stravit vela ¢asu rozmyslanim nad tym, ¢o ste vlastne chceli povedat.

Dalsim ¢astym javom bolo, Ze ste sice ukézali, ze na Phobose aj Deimose vedia zaplatif hodnoty delitelné 4,
ale neukézali ste, Ze nevedia zaplatit Zziadne iné. Alebo naopak, ukazali ste, Ze vedia zaplatit len hodnoty delitelné
4, no neukazali ste, ze naozaj vedia zaplatit vSetky hodnoty delitelné 4.

Uloha &. 3: Na ostrove S stostrovia KMS Ziji iba poctivei, ktori vidy hovoria pravdu a klamdri, ktori vidy klam.
Niektori poctivei sa vypracovali medzi takzvanych elitnygch poctivcov, podobne existuji aj elitni klamari. Ostrovania
sa zdruzZuji do roznych klubov, pricom ostrovan maozZe byt élenom aj viacerych klubov. Klubovy Zivot na ostrove S
spliia nasledujice 4 podmienky:

1. FElitni poctivci tvoria klub.

2. FElitnt klamadri tvoria klub.
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3. Pre kazdy klub K plati, Ze ti ostrovania, ktori nie st v klube K, tvoria klub.

4. Ku kazdému klubu K ezistuje aspoti jeden clovek, ktory o sebe prehlasuje, Ze je clenom klubu K. (Jeho tvrdenie
nemusi byt pravdivé, moZe to byt klamdr.)

Dokazte, Ze na ostrove S Zije aspon jeden neelitny poctivec a aspot jeden neelitny klamdr.
Zistite, ¢i vSetci poctivci tvoria jeden klub.

Riegenie: (opravoval Cermo)

Ako sme sa docitali, klubovy Zivot na ostrove S je na prvy pohlad pomerne komplikovana zdkleZitost. Skiisme
si preto trosku posvietit na jeho Struktiiru a mozno prideme na nieco, ¢o ndm pomdze zodpovedat nase otazky.
Konkrétne sa budeme zaujimat o to, aké kluby na ostrove moézu alebo nemdézu existovat.

Vychadzajme z naSich pravidiel. Podla bodu ¢. 4 musi pre kazdy klub existovat niekto, kto sa k nemu prizna.
Predstavme si klub zloZzeny zo samych klamérov (¢i uz elitnych alebo neelitnych), nikto z ¢lenov nemdze prehldsit,
7e je jeho ¢lenom. Preto musi existovat osoba mimo klubu, ktord to tvrdi. Je ndm jasné, Ze poctivec by to byt
nemohol, lebo by klamal. Ak m& existovat klub ,len klamari“, musi ostat eSte nejaky klamar mimo. Inak povedané,
na ostrove neezistuje klub, ktorého ¢lenmi st vSetci klamari z ostrova a nikto iny.

To je vcelku uZitoéna informéacia, dokonca nam postaci na dokaz vSetkych troch tvrdeni.

(a) Predstavme si ostrov bez neelitnych poctivcov. Potom by v klube, ktory je doplnkom ku klubu elitnych poc-
tivcov (podla bodu €. 3) boli vSetci klaméri z ostrova (a nikto iny). To je spor s naSou uzito¢nou informéciou.
Preto na ostrove zije aspon jeden neelitny poctivec.

(b) Predstavme si ostrov bez neelitnych klamarov, potom by v klube elitnych klamarov boli vSetci klamari
z ostrova, ¢o nemdze nastat, ako sme sa uz presvedcili. Preto na ostrove Zije aspon jeden neelitny klamér.

(c) Ak by existoval klub v8etkych poctivcov, jeho doplnkom by bol klub vsetkych klamérov, do tretice spor.
Na ostrove teda neexistuje klub, v ktorom sa vSetci poctivci a nikto iny.

Uloha &.4: Pekdr Riza napiekol 32 koldcov roznej hmotnosti. Ked Riza odisiel telefonovat Ani, pribehol Foto
s rovnoramennymi vdhami a s umyslom zjest dva koldce. Chcel zjest dva najtazsie, no mal cas iba na 35 vdZeni
na vdhach, ktoré€ si priniesol. Pomdzte Fotovi ndjst spésob, ako odhalit dva najtazsie koldace.

Riesenie: (opravovala Dada)

U7 samotny fakt, Ze RiZa napiekol prave 32 kola¢ov, ndm moze byt podozrivy. Nie preto, Ze by Rza nevedel piect,
bozechran. Ale preco ich upiekol prave tolko? MoZno maju plny dom hladnych krkov... AvSak nas asi skor bude
zaujimat, ze 32 = 2°. Na prvy pohlad vcelku nevyuzitelny fakt. Ale... Ked Foto zistil, ze kola¢ov je prave 32,
potesil sa, ze to bude velmi pekny pavik. Pavik sa v §porte nazyva systém, pri ktorom sa v8etci hra¢i na zaciatku
rozdelia do dvojic, vitazi z tychto dvojic sa opit poparuji a sttazia spolu a vitazi z tychto dvojic sa opit popéaruja
atd., az kym z toho nevzide jeden absolitny vitaz. In§pirovany tymto systémom rozdelil Foto koldce na 16 dvojic
a postupne porovnal hmotnosti v rdmci jednej dvojice. Z kazdej dvojice potom vybral ten tazsi kolac¢, takze dostal
16 kolacov, t.j. 8 dvojic. Analogicky postupoval dalej, aZ kym nedostal jeden najtazsi kola¢ (rozmyslite si, preco je
,vitaz“ najfazsi). Potreboval na to prave 16 + 8 + 4 + 2 + 1 = 31 vaZeni. A samozrejme vSetko si pekne zapisoval,
lebo vedel, Ze to raz bude potrebovat. Este treba urcit kotuhu druhy najtazsi kolac¢. Teraz by sa dal cely postup
znovu zopakovat s 31 kola¢mi (bez toho najfazsieho) a spomedzi nich najst ten najtazsi. To by vSak trvalo pridlho
(konkrétne 30 vazeni) a Foto predsa nechce, aby ho Riza pristihol (uz stihne len 4 véZenia). Tu si treba uvedomit, Ze
druhy najtazsi kola¢ moze byt len ten, ktory bol priamo porovnavany s najtaz$im kolac¢om a samozrejme ,prehral®,
pretoze o takomto jedincovi méme len informdciu, Ze je lah3i ako najtazsi kola¢, teda kludne moze byt druhy
najtazsi. A ku kazdému inému kola¢u vieme najst okrem toho najtazsieho eSte aspon jeden tazsi kolac, to znamena
kazdy iny kola¢ je nanajvys treti najtazsi. NuZ pozrime sa teda na to, kolko je takych koldcov, ¢o priamo ,prehrali“
s tym najtaziim. V kazdom kole bol prave jeden, kol bolo 5 (lebo 2°), teda takych kolacov je tiez 5. A kedze
si poctivy Foto vSetko pekne zapisoval, teraz vie aj to, ktorych 5 koldcov to je. Na to, aby zistil najtazsi kolac
spomedzi tychto piatich, mu 4 vaZenia stacia. A takto to Foto krasne stihne a Riza ho nepristihne :).

Poznamka: Skuste si rozmysliet, ¢ tento postup funguje aj pre iny pocet kolacov. Zaujimavym problémom je
sktimat, ¢i 35 vaZeni je minimélny potrebny pocet. Slo by to aj na menej? Ako stivisi tento minimalny pocet vazeni
s po¢tom kolacov?

Komentér: Skoro v8etci ste prisli na to, aky postup treba zvolit, hor§ie to uz bolo s odévodiiovanim, prec¢o musi Foto
nakoniec vazit este tych 5 kolacov. Preco prave jeden z tych piatich mohol byt druhy najtazsi? A preco to nemohol
byt Ziaden iny kola¢? Nuz pamiitajte dobudiicna — v8etko treba vysvetlit.

Uloha &.5: Afia na narodeniny dostala od Kuba velki bielu kocku n x n x n. (Samozrejme, Ze n je prirodzené
¢islo.) KedZe sa jej zdala prilis jednotvdrna, zafarbila niektoré jej steny na cerveno. Po rozrezani na n® malyjch
jednotkovijch kocociek zistila, Ze 45 kocociek nemd Ziadnu stenu cerveni. Afia potom na oslave zjedla zvysnijch



KMS 2004/05 1. séria letnej casti 3

30 RuzZovych koldcov a zabudla, ako zafarbila svoju novi kocku. Pomozte Ani zistit, kolko stien povodnej kocky
zafarbila na cerveno.

RieSenie: (opravoval Jan¢i a Pista)

Vychadzajme zo situdcie, Ze eSte ziadna stena kocky nie je zafarbend. Utvar, ktory tvoria ¢isté kocky, je kvader
(kocka) n x n X n. Porozmyslajme nad tym, ¢o sa vlastne stane, ked zafarbime jednu stenu kocky. Prideme na to,
ze rozmer kvadra tvoreného ¢istymi kockami sa zmeni, a nie hocijako. Prave jeden rozmer sa zmensi o jedna (odo-
berieme jednu vrstvu malych kociek). Po zafarbeni prvej steny ndm vznikne kvider s rozmermi n X n x (n —1).
Jednotlivé rozmery kvadra mozeme zmenitf maximélne dvakrat. Ked napriklad zafarbime spodok a vrch nasej po-
vodnej kocky, tak uz vysku kvadra z ¢istych kociek nezmenime. To znamena, Ze kvader z ¢istych kociek po zafarbeni
niektorych stien pdvodnej kocky bude mat rozmery k x | x m, kde n — 2 < k,l,m < n. Pocet kociek v tomto kvadri
jek-l-m.

Vieme, ze Aha ma 45 takychto malych ¢istych kociek, teda potrebujeme rozlozit ¢islo 45 na stéin troch prirodzenych
¢isel tak, aby rozdiel medzi najmensim a najviac&im bol najviac 2. Kedze 45 = 32 - 5, do tivahy prichddza jedine
moznost 3 - 3 - 5, lebo ostatné sicéiny musia obsahovat ¢initel 1 a jeden ¢initel bude uréite aspon 5, teda rozdiel
medzi najmensim a najvic¢sim bude aspon 4 a to uz nechceme.

Ana mala kocku 5 x 5 x 5 a zafarbila 4 steny tejto kocky tak, aby jedna dvojica protilahlych stien ostala ¢ista.

Uloha &. 6: Bioldg Miki pozoruje chameledna, ktory chytd muchy. Chameledn md vsak prespekulované pravidld,
ako bude pri chytani mich oddychovat. Pred prvou chytenou muchou oddychuje 1 minitu. Pred kaZdou 2m-tou
muchou oddychuje tolko minit, ako oddychoval pred m-tou muchou. Pred kaZdou 2m + 1-ou muchou oddychuje
o minitu viac, ako oddychoval pred m-tou muchou. Ked skonci niekolko minitovy oddych, chameledn okamZite
chyti muchu a opdt zacne oddychovat. Zistite:

a) Po kolkych minitach snaZenia® chytil chameledn svoju 33-tiu muchu v poradi? (Rdta sa aj prvd minita
oddychu.)

b) Kolki muchu chytil chameledn po tom, ¢o prvy krat oddychoval 9 minit bez chytania?
¢) Po akom dlhom oddychu chytil chameleon svoju 2005-tu muchu?

Nezabudnite svoje tvrdenia riadne zdovodnit.

RieSenie: (opravovali Janka a Miki)

Uplne na zadiatku nazvime chameleéna napriklad Mito. Mitovu prestavku pred chytenim i-tej muchy oznaéme a;.
V prvej podilohe potrebujeme zistit hodnotu stctu a; + as + az + - -+ + azz + azz. A ¢oze je to pre nas 66 Cisel,
vypiSeme ich teda a s¢itame, aspon ziskame predstavu o Mitovych prestavkach.

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17
a; 1 1 2 1 2 2 3 1 2 2 3 2 3 3 4 1 2
¢ 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34
a; 2 3 2 3 3 4 2 3 3 4 3 4 4 5 1 2 2

Vidime, Ze 33. muchu chyti Mifo po 83 minitach snaZzenia.
Druht ¢ast vyriesime pozorovanim tabulky. Vyzera to tak, Ze prva prestavka dlzky k nastane pred muchou s ¢islom
2% — 1. Dok4Zzeme si to matematickou indukciou.

1° Prvy krok méame hotovy v tabulke.

2° Predpokladajme, Ze to plati pre vSetky ¢isla mensie alebo rovné n, teda n-miniitova prestavka nastala prvykrat
pred (2" —1)-ou muchou. Zo zadania plati, Ze prva (n+1)-mintatova prestavka nastane pri muche s poradovym
¢islom 2m+1, kde m je mucha, pred ktorou si prvykrat oddychol n minit. Teda n + 1 mintat si Mito oddychne
po2(2" —1) +1 =27 —2 41 = (27! — 1)-vej muche.

Tymto sme vyriesili v8eobecnejsi problém (ale za to st body navySe len v kategdrii v :)) a vieme, Ze po prvom
9-minttovom oddychu chyti Mito 511-tu muchu.

Oddych pred 2005-tou muchou zistime jednoducho, spdtnym aplikovanim predpisu zo zadania:

2005 = Q1002 + 1= as01 + 1= a950 + 2 = a195 + 2 = aga + 3= as; + 3 =543 = 8. Mohli by sme pokraéovat’
aj dalej, ale hodnotu az; méame uz vypoéitant v tabulke. Pred 2005-tou muchou si teda Mifo oddychne 8 miniit.
Komentér: Na tejto tlohe sa ndm pécilo, Ze sa dala vyrie§it réznymi dal§imi jednoduchymi tvahami. Ale nielen to,
pre fajnsmekrov nikala netrividlne (skoro aZ trikové) rieSenie zaloZené na zépise ¢isel v dvojkovej stistave. Poucenie
z tohto prikladu: oplati sa pozriet na vec aj z iného uhla, moze sa tym problém velmi zjednodusit.

Uloha &.7: Peto md nekonecni $tvorcekovi siet. Pomézte mu zistit, pre ktoré N z mnoZiny {1, 2, ..., 8} je splnend
nasledujica podmienka: Existuje ofarbenie policok tejto siete na cierne a biele také, Ze kaZdé cierne policko susedi
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prdve s N ciernymi polickami a kaZdé biele policko susedi prive s N bielymi polickami (policka spolu susedia,
ak maji spolocni stranu alebo vrchol).

RieSenie: (opravovali Baska a Ruza)

Vzorové rieSenie tohto prikladu sa dozviete spolu s rieSeniami druhej série, dakujeme za trpezlivost. V pripade
extrémnej nedockavosti kontaktujte Razu.

Uloha é&. 8: Ndjdite vsetky nezdporné celé cisla n, pre ktoré existuji celé ¢isla a, b spliajice

n’>=a+b, n® =a® + b

RieSenie: (opravovali Lucy a Mito)
Najprv si pripomefime, Ze nezéporné celé ¢islo je ¢islo z mnozZiny {0, 1, 2, ...}. Podme riesit dant ststavu rovnic
s nezndmymi a, b a celodiselnym parametrom n. Vyjadrime si z prvej rovnice b = n? — a. Dosadenim do druhej
rovnice dostdvame n® = a? + (n? — a)?. Po drobnej tiprave ziskavame
4 3
a’ —n’a+ L 0.
2
To je kvadraticka rovnica s parametrom n a s nezndmou a. A ako vieme ratat kvadratické rovnice? No samozrejme,
7e s pomocou vzorca pre diskriminant. V nagej rovnici mdme D = 2n® — n*. Aby rovnica mala redlne (alebo
dokonca celo¢iselné) rieSenia, musi platif 0 < D = 2n® —n* = n3(2 —n). Tato nerovnost je splnend pre redlne ¢isla
z intervalu (0, 2), ale kedZe n je (nezdporné) celé ¢islo, tak n € {0, 1, 2}. To je vyborné, pretoze ndm ostali iba tri
mozné hodnoty ¢isla n. Pre tieto hodnoty treba eSte overit, ¢i naozaj existuja celé ¢isla a, b vyhovujice zadaniu.
Prezradime, 7e také ¢isla naozaj existuja, ale ich ndjdenie nechdvame na ochotného ¢itatela. Na tomto mieste vSak
treba poznamenat, Ze bez najdenia tychto ¢isel (a overenia, Ze naozaj vyhovuji danym rovniciam), tloha nie je
uplne vyriesena.
Pozndmka: Umocnime obe rovnice na tretiu. Dostaneme ¢&slo n® zapisané dvomi réznymi spésobmi. Porovnanim
dostaneme, Ze ¢isla a, b, ktoré st rieSenim stistavy, musia splhat vztah (a+b)* = (a?+b?)2. Odhliadnuc od nejakych
trividlnych pripadov mozeme prehlasit, ze a,b > 1. A zo spominaného vztahu vidno, ze takychto ¢isel a, b vela nie
do konca.) Tento pristup Casto pomdha pri rieSeni rovnic v obore celych (aj redlnych) ¢isel: upravime rovnicu do
tvaru, v ktorom jasne vidno, Ze jedna zo stran je skoro vzdy vicsia ako druhd a rieSenia potom hladdame len medzi
trividlnymi pripadmi. Skiiste si to na rovnici a® — b> = a* — b* + 48.

Uloha &.9: Je mozné rozdelit mnozinu raciondlnych cisel vicsich ako 1 na dve neprizdne disjunktné mnoziny A
a B tak, aby

a) sucet ubovolnych dvoch ¢isel z mnoZiny A patril do A a sicet lubovolnijch dvoch ¢isel z mnoZiny B patril do B?
b) sticin lubovolnygch dvoch ¢isel z mnoziny A patril do A a siucin lubovolnych dvoch cisel z mnoZiny B patril do B ¥

RieSenie: (opravoval Petfo G.)
Ozna¢me si  mnozinu v8etkych racionédlnych ¢isel vécsich ako 1, teda mnozinu, ktort mame za tGlohu rozdelit.

a) Predpokladajme, Ze pozadované rozdelenie existuje, teda existujti mnoziny A a B spliajice podmienky
zadania. MnoZina A je preto neprazdna a obsahuje nejaké raciondlne ¢islo, ozna¢me si ho a. Podla zadania
A musi obsahovat stcet lubovolnych dvoch ¢isel ktoré do nej patria, teda aj ¢islo a + a = 2a. Z rovnakého
dovodu bude do mnoziny A patrit aj ¢islo 2a + a = 3a a jednoduchou matematickou indukciou sa dé dokézat,
ze do A patria ¢isla tvaru ka pre vSetky k& € N. Rovnako mnozina B musi byt podla zadania neprézdna,
oznac¢me si nejaky jej prvok b. Potom z rovnakych dévodov ako v predoslom pripade musia do mnoziny B
patrit aj v8etky ¢isla tvaru kb pre k € N.

KedZe ¢isla a aj b s racionédlne, mdZeme ich napisat v tvare zlomku. Nech a = p/q a b = r/s, potom
7z predoslych Gvah vyplyva, Ze mnoZina A musi obsahovat aj rg-nésobok ¢isla a, ¢o je ¢islo (rq) p/q = pr.
Podobne mnozina B musi obsahovat aj ps-ndsobok ¢isla b, t.j. ¢islo (ps) r/s = pr. Tu ale dostavame, Ze ¢islo
pr by muselo patrit do oboch mnozin, ¢o je spor s tym, Ze mnoziny mali byt disjunktné. Nage Givahy platia
pre lubovolné rozdelenie, to znamend, ze mnozinu Q' nie je mozné rozdelit pozadovanym spodsobom.

b) Tu je situdcia odliné. Racionélne ¢isla ideme nasobit a vlastnost zachovavajica sa pri ndsobeni, ktord ndm
ako prvd napadne, je parita. Sktisme teda mnozinu Q' rozdelitf nasledovne: do mnoziny A zaradime tie
raciondlne ¢isla, ktorych ¢itatel v zdkladnom tvare je neparne ¢islo a do mnoziny B zaradime tie raciondlne
¢isla, ktorych citatel v zdkladnom tvare je parny. Toto rozdelenie je jednozna¢né, pretoze kazdé raciondlne
¢islo méa jednoznacne dany zdkladny tvar a teda aj paritu ¢itatela v tomto tvare. Tato paritu vieme pre kazdé
¢islo z Q' urcit (upravenim na zdkladny tvar), teda kazdy prvok z  patri do prave jednej z mnozin A, B.
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Zostava ukéazat, Ze je splnend vlastnost poZadovand zadanim. Overme ju najprv pre mnozinu A. Nech
p/q,r/s € A st dva zlomky v zdkladnom tvare patriace do A. Cisla p, r st neparne. Potom stéin danych
zlomkov z A je pr/qs. Cislo pr je si¢inom dvoch neparnych ¢isel a je teda neparne, navyse pri tiprave zlomku
pr/qs na zékladny tvar Citatel uréite neparny zostane. Tato Gprava je totiZz len kratenim rovnakych prvocisel
z Citatela aj z menovatela zlomku. Citatel na zaciatku Ziadne dvojky neobsahoval, nebude ich obsahovat ani
po kréteni. Preto aj pr/gs € A. Preverme eSte mnozinu B. Ak p/q,r/s € B s zlomky v zdkladnom tvare
z mnoziny B, potom p aj r st parne &sla a navy$e ¢ aj s si neparne, inak by neglo o zédkladny tvar. Cislo
pr je zjavne parne a Citatel zlomku pr/gs zostane parnym aj po aprave na zdkladny tvar, pretoZze ¢ aj s sa
neparne. To znamend, Ze stc¢in oboch ¢isel bude patrit do mnoziny B a teda nasa konstrukcia bola spravna.

Komentér: Niektori z vds sa poktsili Glohu a) riesit tak, Ze do mnoZiny A umiestnili len jediné raciondlne ¢islo
a mensie alebo rovné 2 a vietky ostatné prvky @ umiestnili do B s tym, 7e takto definovand mnozina A splha
podmienky zadania. Nie st v nej dve ¢isla a teda nemdme ¢o s¢itovat. Toto je nespravne pochopenie zadania.
Ak totiz mnoZina A obsahuje a, musi obsahovat napriklad aj sticet a + a = 2a, pretoze je to sucet dvoch dcisel,
ktoré obe patria do A (zadanie nevyZaduje, aby boli rozne).

Uloha &.10: Martanskd kocka modrej nezndmej hmoty so stranou 10 sa skladd z 10 x 10 x 10 kocociek. Kazdd
kococka md svoje siradnice (postupne od vrcholovej kococky (1,1,1) po wrcholovi kococéku (10,10,10)) a je na
zaciatku zafarbend striebornou farbou. Maciatka Pa a Pi sa hraji nasledujicu hru. Zacina Pa a potom sa striedaji
v tahoch. Macdiatko, ktoré je na tahu, si vyberie strieborni kococku, ktord md najvicsi sicet siradnic (v pripade,
Ze je takych kocociek viac, moze si vybral lubovolni z nich) a prefarbi ju zo striebornej na zlati. Navyse moze
Tubovolne prefarbit (na zlatd ¢ na strieborni) kaZdi kococku okrem vybranej, ktori pretina alebo ktorej sa dotyka
usecka spdjajica stred vybranej kococky so stredom kococky (1,1,1). Prehrd maciatko, ktoré nebude moct urobit
svoj tah. Pre ktoré z maciatok existuje vitaznd stratégia?

Riesenie: (opravoval Buggo)

Pozrime sa na pravidla hry, ktort hraji nase maciatka a zistime, aké méa tato hra zakonitosti.

Pre vicsiu nazornost predpokladajme, ze macicky nemaja kocku, ale Stvorec. Pokiisime sa najst vifaznia stretégiu
takejto hry. Potom sa posnaZime zistit, ¢i neexistuje podobné rieSenie pre kocku.

Mame teda $tvorcovu siet, ktord ma rozmery 10 x 10. VSetky policka st na zaciatku strieborné. Hrac¢, ktory je
na tahu, si zvoli nejaké policko striebornej farby s najviac¢sim si¢tom saradnic. Prefarbi ho na zlato. Okrem toho
moze prefarbif (na zlato, alebo na strieborno) aj niektoré dalsie policka (okrem vybratého). St to tie, cez ktoré
prechédza alebo sa ich dotyka tsecka spajajica stred vybraného policka a policka so stradnicou (1,1). Prehrdva
hrac¢, ktory nemoze potiahnut.

V&imnime si teraz, ktoré policka maji rovnaky stcet siradnic (nakreslite si obrazok a zistite, ktoré to si). Vidime,
7e tieto policka lezia na tsecke rovnobeznej s jednou uhloprieckou. Nazvyme policka, ktoré maja sacet stradnic
rovny n, ako n-td vrstva. Dolezité je uvedomit si, ze ak si hra¢ vyberie z n-tej vrstvy ktorékolvek polic¢ko, nemoze
zmenit farbu Ziadnemu inému policku v n-tej vrstve (porozmyslajte preco).

Poktsme sa teraz zistit, pri akej situdcii nema hrac, ktory je na tahu, Sancu vyhrat. Ak tahajici hra¢ musi vyberat
policko z tretej vrstvy, kde vSetky policka ((1,2),(2,1)) st strieborné, tak prehrd. Predstavme si, Ze sme hrac,
ktory prehra. Cim to je, Ze prehrdme? Je to tym, Ze ked sme na tahu, tak mozu nastat dve moznosti. Bud existuje
aspon jedno také strieborné policko, ktoré nemozeme prefarbit (preto v tomto fahu nevyhrame), alebo st uz vsetky
Stvoréeky zlaté a teda nemdzeme potiahnut (¢o znamend, Ze sme prehrali). Nezabtdajme, Ze vo vrstve, z ktorej
vyberdme policko, nedokaZeme prefarbit ani viac, ani menej ako jedno poli¢ko. Co to ale znamena? Jednoducho to,
Ze ak mame pred nasim tahom vzdy na vyber z parneho pocétu poli¢ok, tak sme v kybli:).

MoZeme preto hrdinsky vyhlésit nasledujtce tvrdenie. Hrac¢ prehrava, ak pred kazdym jeho tahom je pocet policok,
z ktorych si vybera svoj tah, parny.

Uz nam treba len najst vyherni stratégiu. Prevtelme sa teraz do macicky, ktord vyhra. Jedna moznost, ako sa da
vyhrat tato hra, je takd, Ze ndsho sipera budeme stale udrZiavat v prehravajtcej pozicii. Inak povedané, budeme
hrat tak, aby si pri kazdom tahu vyberal z parneho poctu poli¢ok. Ktoré z maciatok ma vhodné podmienky na tato
hru? Mboze to byt Pa? Vyskagajme, uvidime.

Co mdzeme robit ako Pa? Na zaciatku prefarbime na zlato len jedno poli¢ko (10, 10). Pi bude tam, kde ho chceme
mat. Po tahu Pi budeme mat na vyber neparny pocet policok. My na svojom tahu prefarbime poli¢ka nasledovne.

1. Prefarbime poli¢ko ktoré sme si vybrali (ako ndm kézu pravidld).
2. Zmenime farbu kazdého policka, ktorého vrstva obsahuje neparny pocet striebornych policok.

Vieme, ze v kazdej vrstve mozeme prefarbit aspon jedno policko. To ndm zaroven staci na to, aby sme zarudcili
parny pocet striebornych poli¢ok v kazdej vrstve. Vidime, Ze po nasom tahu bude Pi opét v prehravajicej situdcii.
Tento postup opakujeme, az kym nevyhrame. Hurd!

Rovnakym spdsobom mdZeme postupovat, ak sa maciatka hraju s kockou, ako je uvedené v zadani. Bude stacit,
ak bude Pa udrziavat Pi v prehrdvajicom stave. To tiez dokdZe, pretoze aj v trojrozmernej verzii hry moze z kazdej
vrstvy prefarbit aspon jedno policko.
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Komentdr: Vicsina z vas, co ste poslali riesenia, ste Glohu pochopili spravne a viac-menej aj spravne vyriesili.
Niekedy chybalo poriadne zdovodnenie niektorych tvrdeni. TieZ sa stalo, Ze ste zabudli, Ze macicky mozu prefarbit
aj viac ako dve kocky, presnejsie kazdi, ktora splha dané kritériad. Nabudice si dajte pozor na takéto chyby,
ktoré vas mozu obrat o bodiky, aj ked by ste tilohu dokézali vyriesit pri origindlnom zadani.

Uloha &.11: Zistite, pre ktoré kladné celé ¢isla n sa daji ¢isla 1,2, ..., n napisat v takom poradi, Ze pre kazdé dve
¢isla sa ich aritmeticky priemer nebude rovnat Ziadnemu z cisel napisaniych medzi nimi.

RieSenie: (opravovala Hanka)

Ulohu si pre¢itame, mozno na prvykrat nepochopime, ale nevzdavame sa a prec¢itame znovu. Zistime, ze aj napriek
tomu, Ze to je 11-tka, nevyzerd aZ tak zle. Tak skiisime, ¢i sa s hou nedd predsa len nieco spravit. Najlepsie je zacat
Cosi sktat s malymi n (ved kto by to riesil hned vieobecne, no nie?).

KedZe n =1 a n = 2 st trividlne pripady, za¢nime s n = 3. Uréite nemdzeme zvolit poradie 1,2, 3, ale napr. 1,3, 2
alebo 3,1,2 a este iné vyhovuji. Pre n = 4 to mdze byt napr. poradie 1,3,2,4, pre n = 5 vyhovuje 1,5,3,2,4,
pre n = 6...Takto pokracujeme a s narastajicim n je to ¢im dalej, tym zlozitejsie len tak vypisat postupnost,
ktord by vyhovovala. Teraz je nacase sa trochu zamysliet a sksit prist na to, ako by to celé vlastne mohlo fungovat.
Vsimnime si napriklad, ¢o sa stane, ked rozdelime ¢isla na parne a neparne a preusporiadame ich tak, Ze parne
budd v prvej polovici vytvaranej postupnosti a neparne v druhej. KedZe stcet parneho a neparneho ¢isla je ¢islo
neparne, ich priemer nebude prirodzené ¢islo. Staci sa ndm teda zaoberat len vztahmi medzi ¢islami v rdmci tychto
dvoch skupin. Toto uZ zavana dobrym napadom (a tak trochu aj indukciou), uz to len nejako dotiahnut do konca.
Tak to s tou indukciou teda podme skusit. Budeme ju robit vzhladom na n, pricom chceme dokazat, Ze pre fubovolné
2" vieme ndjst vyhovujlicu postupnost.

1° Pre n = 0,1 plati, Ze vieme ¢isla od 1 po 2™ spravne usporiadat (vid zaciatok riesenia).

2° Predpokladajme platnost tvrdenia pre n = k. Ukdzeme teraz platnost pre n = k + 1. Nech ay,as, ..., as
je dobré usporiadanie ¢fsel 1,2,...,2% a teda pre vietky p < ¢ < r < n  plati (a, + a,)/2 # a,. Zo-
strojme teraz postupnosti 2a1, 2as, . . ., 2asx a (2a; — 1), (2a2 —1), ..., (2a9x — 1) a zaoberajme sa postupnostou
2a1,2as, . .. ,2asx, (2a; — 1), (2a3 — 1), ..., (2asx — 1). Je zrejmé, 7e obsahuje vietky é&isla 1,2, ...,2*+1 Kedze
postupnost a,as, .. .,asx je dobre usporiadand, buda aj postupnosti 2a;, 2as, ..., 2asx a (2a; — 1), (2a2 — 1)
..+, (2a9x — 1) dobre usporiadané (lahko si moZete dokézat sami). NavySe na lavej strane mame samé parne
¢isla a na pravej samé neparne. O nich z predoslej tvahy uz vieme svoje, takZze mozeme povedat, Ze takto

zostrojena postupnost &sel 1,2, ..., 21 je dobre usporiadana.

Y

Podarilo sa ndm ukézat platnost tvrdenia pre Tubovolné n = 2¥. Postupnost dlzky n mensej ako je 2% dostaneme

.....

postupnost uréite spliia podmienky zadania. Z toho vyplyva, Ze zadaniu tlohy vyhovuja vetky prirodzené &isla n.

Uloha &.12: Necha, b, c,a+b—c, b+c—a, a+c—b, a+ b+ c je sedem roznych prvocisel. Siucet nejakiyjch
dvoch z cisel a, b, ¢ je 1000. Oznacme najvicsie, resp. najmensie zo spominanych siedmich cisel ako M, resp. m.
Ndjdite najvicsiu mozni hodnotu ¢isla M — m.

RieSenie: (opravoval Mazo)

Predpokladajme, Ze ¢isla a, b, ¢ spliiajtce vietky podmienky zo zadania existuji; inak vobec nemé zmysel hladat
maximum vyrazu M — m. Stcet nejakych dvoch z &isel a, b, ¢ je 1000. Ktoré dve ¢isla to sa? Zalezi na tom?
Ked si pozrieme ostatné podmienky kladené na ¢isla a, b, ¢, v§imneme si, Ze st symetrické vzhladom na ¢isla a,
b, ¢ — ked vymenime Tubovolné z tychto dvoch ¢isel, nezmeni sa ni¢, inak povedané, je to iba vecou oznacenia.
Preto moZeme bez ujmy na vSeobecnosti (BUNV) predpokladat, Ze a + b = 1000. Medzi tymi siedmimi prvoéislami
je vela roznych linedrnych kombindcii ¢isel a, b, c¢. Ked budeme skiimat zvySky tychto ¢éisel po deleni nejakym
malym prvoéislom, tak v takom velkom mnozstve kombindcii sa lahko stane, Ze zvySok 0 sa vyskytne viackrat
a to uZ je spor s podmienkami zo zadania (v8etkym sedem uvazovanych prvocisel je roznych). Takto vieme vylacit
vyskyt parneho prvoéisla (t.j. ¢isla 2) medzi spominanymi siedmimi prvoéislami. Cahko preskimame zvysky tychto
¢isel po deleni tromi (preskimajte); netreba zabudnut vyuzit, Zze a + b = 1000 = 1 (mod 3). Zistime, Ze (isla a,
b, ¢ davaja po deleni tromi zvysky 2, 2, 1 (v tomto poradi). Preto prvoécislo a + b — ¢ je delitelné tromi, teda je
rovné 3. Preto ¢ = a + b — 3 = 997. KedZe dvojka sa medzi nasimi prvocislami nenachadza, je minimum m = 3.
Zrejme (overte si) najvicsim spomedzi naSich ¢éisel je ¢islo M = a + b+ ¢ = 1000 4+ 997 = 1997. Preto rozdiel
M —m = 1997 — 3 = 1994 pre vetky trojice ¢isel a, b, ¢, ktoré splhaji podmienky zo zadania. TakZe aj maximalna
hodnota tohto rozdielu je 1994.

Este treba dokazaf, Ze existuji ¢isla a, b, ¢, ktoré splhajii vietky podmienky. Vyhovuje napriklad trojica 23, 977,
997 (vysktsajte si; existuja aj iné trojice).

Iné rieSenie:

Mame najst maximum M a minimum m siedmich ¢isel. Mnohé z tychto ¢isel vieme porovnat aj bez toho, aby sme
vedeli konkrétne hodnoty a, b, c. KedZe vSetky podmienky kladené na ¢isla a, b, ¢ st symetrické a tieto ¢isla
st rozne, mdzeme si BUNV povedat, 7ze a > b > ¢. Zrejme
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b+c—a < a+c—b < a+b—c < a+b+c a

b+c—a < c < b < a < a+b+ec,
preto minimum m = b + ¢ — a, maximum M = a+ b+ ¢ a vyraz M — m = 2a. TakZze maximalizujeme najvicsie
prvocislo, ktoré sa nachadza medzi cislami a, b, c¢. VSetky tieto prvocisla si mensie ako 1000: dve z nich preto,
lebo ich stcet je 1000 a tretie preto, lebo ked ho odéitame od sactu zvysnych dvoch (teda od ¢isla 1000), dostaneme
kladné ¢islo. Najviicsie prvoécislo mengie ako 1000 je 997, teda sme ukazali, ze M —m < 2-997 = 1994. Cisla a, b,
¢, ktoré splhaji vietky podmienky a dosahuje sa pre ne rovnost, ndjdeme tak, ako v prvom rieseni (napr. pouzitim
pocitaca).

Uloha &.13: Nech ABC je ostrouhly trojuholnik vpisani do kruznice so stredom O. Nech M, N st body na priamke
AC také, Ze W = ,ﬁ Nech D je pita kolmice z bodu M na priamku BC, E pdta kolmice z bodu N na priamku
AB. Nech O' je stred kruznice opisanej trojuholniku BED. DokdZte, Ze ortocentrum trojuholnika ABC leZi na kruz-
nici opisanej trojuholniku BED. Dokdzte, Ze stred isecky AN a bod B su sumerne zdruZené podla stredu
isecky OO’ .

RieSenie: (opravoval Foto)

(Podla Frantisky Jasnej.) Tak ako pri kazdej geometrickej N
ulohe, najdolezitejsi je pekny velky obrazok. Ozna¢me orto-
centrum trojuholnika ABC ako P, priese¢nik priamok M D
a NE ako @ (treba si uvedomit, & a preco vzdy existuje).
Vidime, ze uhly QDB a QEB su pravé a teda body D
a F lezia na Talesovej kruznici nad priemerom B, CiZe
jej stred O' je v polovici tisecky @B. Mame ukézat, ze P
lezi na kruznici opisanej trojuholniku BED. Inak povedané
ukédzat, Ze uhol QPB je pravy, lebo zrejme P je rozne od
B (ak je P totozné s @, tak niet ¢o dokazovat, tvrdenie
plati trividlne). Vieme, ze AC je kolma na PB, teda stadi
ukazat, ze priamky PQ a AM st rovnobezné. Toto uz po-
nechdvam ako cvi¢enie pre Sikovného Citatela. Na zdver si
treba uvedomit, 7e cely dokaz sa da urobit pre aktkolvek
polohu tsecky M N, okrem pripadu, ked je tato zhodnd s
useckou AC. Vtedy je vSak dokaz tvrdenia trivialny.

Hor’ sa na druht cast. Zo zadania je zrejmé, Ze stred AN je
aj stredom CM. Oznacéme ho S. Bod O’ je stred tsecky QB
a bod O ako stred opisanej kruznice je tiez stredom prie-
meru prechddzajiceho bodom B, nech je to BF. Tvrdenie
v zadani plati prave vtedy, ked S je stred F@Q. Hladajme
teda, kde je stred F'(Q. Z opisanej kruznice je zrejme F A
kolmé na AB a FC kolmé na C'B.

KedZe O je na osi tsecky AB a O' na osi EB, tak stred
OO0’ bude lezat na osi tychto osi. Tiez vidime, 7e stred FQ lezi na osi priamok FA a NE, ¢ize na kolmici na AB
prechddzajicej stredom tsecky AE, ¢o nie je ni¢ iné, nez strednd priecka v trojuholniku AEN. Podobne vdaka
tomu, ze O lezi na osi BC' a O' lezi na osi BD, tak stred F'Q lezi na osi priamok F'C a M D, ¢ize na strednej priecke
trojuholnika CD M. Vidime, Ze stred F'Q) musi byt stredom AN aj stredom C'M, ¢ize je to bod S. Hotovo! Hura!!!

Uloha &.14: Pre lubovolné prirodzené cislo n > 1 oznacme s, pocet permutdcii (ai,as,...,a,) progch n priro-
dzenyjch cisel takych, Ze
1< ay — k| <2 pre vietky k=1,2,....,n.

Dokazte, Ze pre vsetky prirodzené cisla n > 6 plati

TSp_1 <48, < 8S8p_1.

RieSenie: (opravoval Foto)
Manuélne uréme niekolko prvych ¢lenov: s; = 0, so = 1, s3 = 2, 84 = 4, s5 = 6. Teraz skiisme rekurentne vyjadrit
sp, za predpokladu n > 6. Takéto permutéacie sa daju jednoznacne rozdelit na 4 disjunktné typy:

1) ap, =n—1, zéroveh ap—_1 = n
2) anp =n — 1, zdroveh ap,—2 =n

3) a, =n — 2, zdroveir a,_o = n



KMS 2004/05 1. séria letnej casti 8

4) a, =n — 2, zéroveh a,—1 =n

Pocet permutécii prvého typu je zrejme s, o, lebo kazdéa takato permutacia vznikne z permutécie prvych n — 2
¢isel pridanim poslednych dvoch ¢lenov n, n — 1.
Pre permutécie tretieho typu musi okrem uZz uvedeného jednoznacne platit aj

n-1=n—3 ap_3=n-—1

Cize tychto bude s,,_4.

Sikovny ¢itatel isto polahky nahliadne, ze permutacii druhého typu bude rovnako vela ako vietkych vyhovujicich
permutdcii velkosti n — 1, pre ktoré plati ap,_o = n — 1.

Analogicky permutéicii Stvrtého typu bude rovnako vela ako vSetkych vyhovujicich permutécii velkosti n — 1,
pre ktoré plati a,—1 =n — 2.

Porovnajme sticet S takto prepisanych permutacii druhého a tretieho typu s s,_;. Kazda permutécia dlzky n — 1
prvého typu je v S zardtana dvakrat. Podla toho, ¢o sme uz spomenuli vy§sie, je tychto s, 3. Kazd4 permutécia
dlzky n — 1 tretieho typu nie je v S zaratana ani raz. Tychto je s,_5. A nakoniec vietky permutécie dizky n — 1
druhého a stvrtého typu st v S zardtané prave raz. Preto

S = Sn—1 1 8n—3 — Sn—5
Pre s,, potom dostaneme tplny rekurentny vztah

Sp = Sp—2+ Sp—a+ S

Sp—1+t 8Sp—2 +Sp—3+ Sn—4 — Sn—5

Sn

Zruény citatel isto polahky dokaZze, Ze postupnost {s,},=1 je rastica. Vdaka tejto vlastnosti pre lubovolné n > 6
plati

25n75 > Sp—6
Sp—1+ Sp—2 + Sp—3+ Spn—4+ Sn—5 — Sn—6 > Sp—1+ Sp—2 + Sp—3 + Sp—4 — Sp—5
Spn—1+ 8Sp—1 >

8,1 > 4s,

Sn

Teraz nam uz treba dokazat iba 4s,_1 > 7s,_1 pre n > 6. Vyriatame s; a sg pomocou rekurentného vztahu
a overime platnost tohto tvrdenia pre n = 7,8. Pre n > 9 postupujeme nasledovne. Z rastiicosti mame

Sp—4 — Sp—s > 0

Sp—1+ Sp—2 +Sp-3 + Sp—4 — Sp—5 > Sn—1 + Sp—2 + Sp—3
1 7
Spn > Sp—1t+ Sp—2+ Spn-3 > Sn—1 + 5 *Sp-1*+ Z *Sp—1 = Z *Sp—1

4sp, > TSp_1,

pri¢om sme vyuzili platnost uz dokézaného s,,_3 > 1/2 - s,,_5. Dokdzali sme teda obe nerovnosti v zadani.



