
Kore¹pondenèný Matematiký SeminárVzorové rie¹enia 1. série letného semestraÚloha è. 1: Majme dané kladné elé èísla p a q. Zistite, èi je èíslo p + q nepárne, ak viete, ¾e èíslo p3 � q3 jenepárne. Platí opaèné tvrdenie? Nezabudnite svoje zistenie zd�vodni».Rie¹enie: (opravoval Vojto)Vzorové rie¹enie tohto príkladu sa dozviete spolu s rie¹eniami druhej série, ïakujeme za trpezlivos». V prípadeextrémnej nedoèkavosti kontaktujte Rú¾u.Úloha è. 2: Po vydarenej kolonizáii sú u¾ osídlené oba mesiae Marsu. Na Deimose platia iba bankovky s hod-notami 4, 8 a 12 Mk (Mar»anskýh korún) a na Phobose sa pou¾ívajú len bankovky s hodnotami 12, 16 a 20 Mk.V elej Slneènej sústave platí Logiké pravidlo trhu: Na ka¾dú planétu/mesia sa m�¾u dová¾a» len tie výrobky,ktoré si m�¾u obyvatelia platnými domáimi platidlami zakúpi» (prièom pri kúpe sa m�¾u bankovky aj vydáva»).Zistite, èi mo¾no na Deimos a Phobos dová¾a» tie isté výrobky. Ak áno, doká¾te, ak nie, zistite, pre ktoré výrobkyto neplatí.Rie¹enie: (opravoval Mi¹o)Najprv je dobré uvedomi» si, èo sa od nás v úlohe ¾iada. To, ¾e mo¾no na Phobos a Deimos dová¾a» tie isté výrobky,znamená, ¾e platidlá na oboh mesiaoh sú ekvivalentné. Inak povedané, ak vieme zaplati» enu nejakého výrobkuna Phobose, tak ju vieme zaplati» aj na Deimose. A musí to plati» aj naopak, teda ak vieme zaplati» nejaký výrobokna Deimose, tak ho vieme zaplati» aj na Phobose. Aby sme dokázali toto tvrdenie, staèí nám ukáza», ¾e hodnotuka¾dej bankovky na Phobose vieme zaplati» na Deimose a naopak (rozmyslite si, preèo). Pozrime sa teraz najednotlivé bankovky. Na Deimose pou¾ívajú bankovky s hodnotami 4, 8 a 12 Mk. Na Phobose zase pou¾ívajú 12,16 a 20 Mk bankovky. Hodnotu 4 Mk vieme na Phobose zaplati» tak, ¾e dáme 16 Mk bankovku a vrátia nám12 Mk bankovku. Podobne vieme zaplati» aj 8 Mk. Dáme 20 Mk a vrátia nám 12 Mk. Pre hodnotu 12 Mk majúaj na Phobose aj na Deimose samostatnú bankovku. Tým sme ukázali, ¾e ka¾dú hodnotu bankoviek z Deimosuvieme zaplati» bankovkami z Phobosu. E¹te musíme ukáza» opak. Èi¾e sna¾íme sa zaplati» hodnoty bankoviekz Phobosu bankovkami z Deimosu. Hodnotu 12 Mk zaplatíme samostatnou bankovkou. Hodnotu 16 Mk zaplatímedvoma 8 Mk bankovkami. Hodnotu 20 Mk m�¾eme zaplati» napríklad piatimi 4 Mk bankovkami. Tým sme ukázali,¾e platidlá na Phobose a Deimose sú ekvivalentné a teda na obidva mesiae sa m�¾u dová¾a» tie isté výrobky.Iné rie¹enie:Veµa z vás rie¹ilo úlohu iným sp�sobom, mo¾no trohu zlo¾itej¹ím. Sna¾ili ste sa zisti», aké hodnoty sa dajú zaplati»na Phobose a aké na Deimose. Väè¹ina z vás do¹la k tomu, ¾e tieto hodnoty sa rovnajú, z èoho vyplýva, ¾e na obidvamesiae mo¾no dová¾a» tie isté výrobky. Pozrime sa teda, aké sumy vieme zaplati» na Deimose. Vidíme, ¾e v¹etkyhodnoty bankoviek na Deimose sú deliteµné ¹tyrmi. Teda Deimosania urèite nevedia zaplati» sumu, ktorá nie jedeliteµná ¹tyrmi (preto¾e súèet aj rozdiel dvoh èísel deliteµnýh 4 je v¾dy èíslo deliteµné 4, rozmyslite si, preèo). Nokeï¾e majú bankovku s hodnotou 4 Mk, vedia zaplati» v¹etky hodnoty deliteµné 4. Teda sme zistili, ¾e na Deimosevedia zaplati» v¹etky hodnoty deliteµné 4 a nevedia zaplati» ¾iadne iné. Pozrime sa teraz na Phobos. Na Phobose sútie¾ v¹etky bankovky deliteµné 4, teda tie¾ nevedia zaplati» hodnotu, ktorá nie je deliteµná 4. Pomoou 16 a 12 Mkbankoviek vieme zaplati» µubovoµnú hodnotu deliteµnú 4 (ak tá hodnota je 4n, tak dáme n bankoviek s hodnotou20 Mk a vydajú nám n bankoviek s hodnotou 12 Mk). Preto hodnoty, ktoré vedia zaplati» na Phobose a Deimose,sú rovnaké a teda tam m�¾u dová¾a» tie isté výrobky.Komentár: Najvia hýb, ktoré ste robili a ktoré nám opravovateµom veµmi s»a¾ovali opravovanie, bolo sp�sobenýhtým, ¾e ste si po sebe napísané rie¹enie nepreèítali. Potom sa vám do rie¹enia dostali vety, ktoré nemali zmysela opravovatelia museli strávi» veµa èasu rozmý¹µaním nad tým, èo ste vlastne heli poveda».Ïal¹ím èastým javom bolo, ¾e ste síe ukázali, ¾e na Phobose aj Deimose vedia zaplati» hodnoty deliteµné 4,ale neukázali ste, ¾e nevedia zaplati» ¾iadne iné. Alebo naopak, ukázali ste, ¾e vedia zaplati» len hodnoty deliteµné4, no neukázali ste, ¾e naozaj vedia zaplati» v¹etky hodnoty deliteµné 4.Úloha è. 3: Na ostrove S súostrovia KMS ¾ijú iba potivi, ktorí v¾dy hovoria pravdu a klamári, ktorí v¾dy klamú.Niektorí potivi sa vypraovali medzi takzvanýh elitnýh potivov, podobne existujú aj elitní klamári. Ostrovaniasa zdru¾ujú do r�znyh klubov, prièom ostrovan m�¾e by» èlenom aj viaerýh klubov. Klubový ¾ivot na ostrove Sspåòa nasledujúe 4 podmienky:1. Elitní potivi tvoria klub.2. Elitní klamári tvoria klub.



KMS 2004/05 1. séria letnej èasti 23. Pre ka¾dý klub K platí, ¾e tí ostrovania, ktorí nie sú v klube K, tvoria klub.4. Ku ka¾dému klubu K existuje aspoò jeden èlovek, ktorý o sebe prehlasuje, ¾e je èlenom klubu K. (Jeho tvrdenienemusí by» pravdivé, m�¾e to by» klamár.)Doká¾te, ¾e na ostrove S ¾ije aspoò jeden neelitný potive a aspoò jeden neelitný klamár.Zistite, èi v¹eti potivi tvoria jeden klub.Rie¹enie: (opravoval Èermo)Ako sme sa doèítali, klubový ¾ivot na ostrove S je na prvý pohµad pomerne komplikovaná zákle¾itos». Skúsmesi preto tro¹ku posvieti» na jeho ¹truktúru a mo¾no prídeme na nieèo, èo nám pom�¾e zodpoveda» na¹e otázky.Konkrétne sa budeme zaujíma» o to, aké kluby na ostrove m�¾u alebo nem�¾u existova».Vyhádzajme z na¹ih pravidiel. Podµa bodu è. 4 musí pre ka¾dý klub existova» niekto, kto sa k nemu prizná.Predstavme si klub zlo¾ený zo samýh klamárov (èi u¾ elitnýh alebo neelitnýh), nikto z èlenov nem�¾e prehlási»,¾e je jeho èlenom. Preto musí existova» osoba mimo klubu, ktorá to tvrdí. Je nám jasné, ¾e potive by to by»nemohol, lebo by klamal. Ak má existova» klub þlen klamáriÿ, musí osta» e¹te nejaký klamár mimo. Inak povedané,na ostrove neexistuje klub, ktorého èlenmi sú v¹eti klamári z ostrova a nikto iný.To je velku u¾itoèná informáia, dokona nám postaèí na d�kaz v¹etkýh troh tvrdení.(a) Predstavme si ostrov bez neelitnýh potivov. Potom by v klube, ktorý je doplnkom ku klubu elitnýh po-tivov (podµa bodu è. 3) boli v¹eti klamári z ostrova (a nikto iný). To je spor s na¹ou u¾itoènou informáiou.Preto na ostrove ¾ije aspoò jeden neelitný potive.(b) Predstavme si ostrov bez neelitnýh klamárov, potom by v klube elitnýh klamárov boli v¹eti klamáriz ostrova, èo nem�¾e nasta», ako sme sa u¾ presvedèili. Preto na ostrove ¾ije aspoò jeden neelitný klamár.() Ak by existoval klub v¹etkýh potivov, jeho doplnkom by bol klub v¹etkýh klamárov, do tretie spor.Na ostrove teda neexistuje klub, v ktorom sú v¹eti potivi a nikto iný.Úloha è. 4: Pekár Rú¾a napiekol 32 koláèov r�znej hmotnosti. Keï Rú¾a odi¹iel telefonova» Ani, pribehol Fotos rovnoramennými váhami a s úmyslom zjes» dva koláèe. Chel zjes» dva naj»a¾¹ie, no mal èas iba na 35 vá¾enína váhah, ktoré si priniesol. Pom�¾te Fotovi nájs» sp�sob, ako odhali» dva naj»a¾¹ie koláèe.Rie¹enie: (opravovala Dada)U¾ samotný fakt, ¾e Rú¾a napiekol práve 32 koláèov, nám m�¾e by» podozrivý. Nie preto, ¾e by Rú¾a nevedel pie»,bo¾ehráò. Ale preèo ih upiekol práve toµko? Mo¾no majú plný dom hladnýh krkov. . . Av¹ak nás asi sk�r budezaujíma», ¾e 32 = 25. Na prvý pohµad velku nevyu¾iteµný fakt. Ale. . . Keï Foto zistil, ¾e koláèov je práve 32,pote¹il sa, ¾e to bude veµmi pekný pavúk. Pavúk sa v ¹porte nazýva systém, pri ktorom sa v¹eti hráèi na zaèiatkurozdelia do dvojí, ví»azi z týhto dvojí sa opä» popárujú a sú»a¾ia spolu a ví»azi z týhto dvojí sa opä» popárujúatï., a¾ kým z toho nevzíde jeden absolútny ví»az. In¹pirovaný týmto systémom rozdelil Foto koláèe na 16 dvojía postupne porovnal hmotnosti v rámi jednej dvojie. Z ka¾dej dvojie potom vybral ten »a¾¹í koláè, tak¾e dostal16 koláèov, t. j. 8 dvojí. Analogiky postupoval ïalej, a¾ kým nedostal jeden naj»a¾¹í koláè (rozmyslite si, preèo jeþví»azÿ naj»a¾¹í). Potreboval na to práve 16 + 8 + 4 + 2 + 1 = 31 vá¾ení. A samozrejme v¹etko si pekne zapisoval,lebo vedel, ¾e to raz bude potrebova». E¹te treba urèi» ko»uhu druhý naj»a¾¹í koláè. Teraz by sa dal elý postupznovu zopakova» s 31 koláèmi (bez toho naj»a¾¹ieho) a spomedzi nih nájs» ten naj»a¾¹í. To by v¹ak trvalo pridlho(konkrétne 30 vá¾ení) a Foto predsa nehe, aby ho Rú¾a pristihol (u¾ stihne len 4 vá¾enia). Tu si treba uvedomi», ¾edruhý naj»a¾¹í koláè m�¾e by» len ten, ktorý bol priamo porovnávaný s naj»a¾¹ím koláèom a samozrejme þprehralÿ,preto¾e o takomto jedinovi máme len informáiu, ¾e je µah¹í ako naj»a¾¹í koláè, teda kµudne m�¾e by» druhýnaj»a¾¹í. A ku ka¾dému inému koláèu vieme nájs» okrem toho naj»a¾¹ieho e¹te aspoò jeden »a¾¹í koláè, to znamenáka¾dý iný koláè je nanajvý¹ tretí naj»a¾¹í. Nu¾ pozrime sa teda na to, koµko je takýh koláèov, èo priamo þprehraliÿs tým naj»a¾¹ím. V ka¾dom kole bol práve jeden, k�l bolo 5 (lebo 25), teda takýh koláèov je tie¾ 5. A keï¾esi potivý Foto v¹etko pekne zapisoval, teraz vie aj to, ktorýh 5 koláèov to je. Na to, aby zistil naj»a¾¹í koláèspomedzi týhto piatih, mu 4 vá¾enia staèia. A takto to Foto krásne stihne a Rú¾a ho nepristihne :).Poznámka: Skúste si rozmyslie», èi tento postup funguje aj pre iný poèet koláèov. Zaujímavým problémom jeskúma», èi 35 vá¾ení je minimálny potrebný poèet. ©lo by to aj na menej? Ako súvisí tento minimálny poèet vá¾enís poètom koláèov?Komentár: Skoro v¹eti ste pri¹li na to, aký postup treba zvoli», hor¹ie to u¾ bolo s od�vodòovaním, preèo musí Fotonakonie vá¾i» e¹te týh 5 koláèov. Preèo práve jeden z týh piatih mohol by» druhý naj»a¾¹í? A preèo to nemoholby» ¾iaden iný koláè? Nu¾ pamätajte dobudúna { v¹etko treba vysvetli».Úloha è. 5: Aòa na narodeniny dostala od Kuba veµkú bielu koku n � n � n. (Samozrejme, ¾e n je prirodzenéèíslo.) Keï¾e sa jej zdala príli¹ jednotvárna, zafarbila niektoré jej steny na èerveno. Po rozrezaní na n3 malýhjednotkovýh kooèiek zistila, ¾e 45 kooèiek nemá ¾iadnu stenu èervenú. Aòa potom na oslave zjedla zvy¹nýh



KMS 2004/05 1. séria letnej èasti 330 Rú¾ovýh koláèov a zabudla, ako zafarbila svoju novú koku. Pom�¾te Ani zisti», koµko stien p�vodnej kokyzafarbila na èerveno.Rie¹enie: (opravoval Janèi a Pi¹ta)Vyhádzajme zo situáie, ¾e e¹te ¾iadna stena koky nie je zafarbená. Útvar, ktorý tvoria èisté koky, je kváder(koka) n� n� n. Porozmý¹µajme nad tým, èo sa vlastne stane, keï zafarbíme jednu stenu koky. Prídeme na to,¾e rozmer kvádra tvoreného èistými kokami sa zmení, a nie hoijako. Práve jeden rozmer sa zmen¹í o jedna (odo-berieme jednu vrstvu malýh koiek). Po zafarbení prvej steny nám vznikne kváder s rozmermi n� n� (n� 1).Jednotlivé rozmery kvádra m�¾eme zmeni» maximálne dvakrát. Keï napríklad zafarbíme spodok a vrh na¹ej p�-vodnej koky, tak u¾ vý¹ku kvádra z èistýh koiek nezmeníme. To znamená, ¾e kváder z èistýh koiek po zafarbeníniektorýh stien p�vodnej koky bude ma» rozmery k� l�m, kde n� 2 � k; l;m � n. Poèet koiek v tomto kvádrije k � l �m.Vieme, ¾e Aòa má 45 takýhto malýh èistýh koiek, teda potrebujeme rozlo¾i» èíslo 45 na súèin troh prirodzenýhèísel tak, aby rozdiel medzi najmen¹ím a najväè¹ím bol najvia 2. Keï¾e 45 = 32 � 5, do úvahy prihádza jedinemo¾nos» 3 � 3 � 5, lebo ostatné súèiny musia obsahova» èiniteµ 1 a jeden èiniteµ bude urèite aspoò 5, teda rozdielmedzi najmen¹ím a najväè¹ím bude aspoò 4 a to u¾ neheme.Aòa mala koku 5� 5� 5 a zafarbila 4 steny tejto koky tak, aby jedna dvojia protiµahlýh stien ostala èistá.Úloha è. 6: Biológ Miki pozoruje hameleóna, ktorý hytá muhy. Chameleón má v¹ak pre¹pekulované pravidlá,ako bude pri hytaní múh oddyhova». Pred prvou hytenou muhou oddyhuje 1 minútu. Pred ka¾dou 2m-toumuhou oddyhuje toµko minút, ako oddyhoval pred m-tou muhou. Pred ka¾dou 2m + 1-ou muhou oddyhujeo minútu via, ako oddyhoval pred m-tou muhou. Keï skonèí niekoµko minútový oddyh, hameleón okam¾itehytí muhu a opä» zaène oddyhova». Zistite:a) Po koµkýh minútah "sna¾enia\ hytil hameleón svoju 33-tiu muhu v poradí? (Ráta sa aj prvá minútaoddyhu.)b) Koµkú muhu hytil hameleón po tom, èo prvý krát oddyhoval 9 minút bez hytania?) Po akom dlhom oddyhu hytil hameleón svoju 2005-tu muhu?Nezabudnite svoje tvrdenia riadne zd�vodni».Rie¹enie: (opravovali Janka a Miki)Úplne na zaèiatku nazvime hameleóna napríklad Mi»o. Mi»ovu prestávku pred hytením i-tej muhy oznaème ai.V prvej podúlohe potrebujeme zisti» hodnotu súètu a1 + a2 + a3 + � � � + a32 + a33. A èo¾e je to pre nás 66 èísel,vypí¹eme ih teda a sèítame, aspoò získame predstavu o Mi»ovýh prestávkah.i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17ai 1 1 2 1 2 2 3 1 2 2 3 2 3 3 4 1 2i 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34ai 2 3 2 3 3 4 2 3 3 4 3 4 4 5 1 2 2Vidíme, ¾e 33. muhu hytí Mi»o po 83 minútah sna¾enia.Druhú èas» vyrie¹ime pozorovaním tabuµky. Vyzerá to tak, ¾e prvá prestávka då¾ky k nastane pred muhou s èíslom2k � 1. Doká¾eme si to matematikou indukiou.1Æ Prvý krok máme hotový v tabuµke.2Æ Predpokladajme, ¾e to platí pre v¹etky èísla men¹ie alebo rovné n, teda n-minútová prestávka nastala prvýkrátpred (2n�1)-ou muhou. Zo zadania platí, ¾e prvá (n+1)-minútová prestávka nastane pri muhe s poradovýmèíslom 2m+1, kde m je muha, pred ktorou si prvýkrát oddýhol n minút. Teda n+1 minút si Mi»o oddýhnepo 2(2n � 1) + 1 = 2n+1 � 2 + 1 = (2n+1 � 1)-vej muhe.Týmto sme vyrie¹ili v¹eobenej¹í problém (ale za to sú body navy¹e len v kategórii  :)) a vieme, ¾e po prvom9-minútovom oddyhu hytí Mi»o 511-tu muhu.Oddyh pred 2005-tou muhou zistíme jednoduho, spätným aplikovaním predpisu zo zadania:a2005 = a1002 + 1 = a501 + 1 = a250 + 2 = a125 + 2 = a62 + 3 = a31 + 3 = 5 + 3 = 8. Mohli by sme pokraèova»aj ïalej, ale hodnotu a31 máme u¾ vypoèítanú v tabuµke. Pred 2005-tou muhou si teda Mi»o oddýhne 8 minút.Komentár: Na tejto úlohe sa nám páèilo, ¾e sa dala vyrie¹i» r�znymi ïal¹ími jednoduhými úvahami. Ale nielen to,pre fajn¹mekrov núkala netriviálne (skoro a¾ trikové) rie¹enie zalo¾ené na zápise èísel v dvojkovej sústave. Pouèeniez tohto príkladu: oplatí sa pozrie» na ve aj z iného uhla, m�¾e sa tým problém veµmi zjednodu¹i».Úloha è. 7: Pe»o má nekoneènú ¹tvorèekovú sie». Pom�¾te mu zisti», pre ktoré N z mno¾iny f1, 2, : : :, 8g je splnenánasledujúa podmienka: Existuje ofarbenie políèok tejto siete na èierne a biele také, ¾e ka¾dé èierne políèko susedí



KMS 2004/05 1. séria letnej èasti 4práve s N èiernymi políèkami a ka¾dé biele políèko susedí práve s N bielymi políèkami (políèka spolu susedia,ak majú spoloènú stranu alebo vrhol).Rie¹enie: (opravovali Ba¹ka a Rú¾a)Vzorové rie¹enie tohto príkladu sa dozviete spolu s rie¹eniami druhej série, ïakujeme za trpezlivos». V prípadeextrémnej nedoèkavosti kontaktujte Rú¾u.Úloha è. 8: Nájdite v¹etky nezáporné elé èísla n, pre ktoré existujú elé èísla a, b spåòajúen2 = a+ b; n3 = a2 + b2:Rie¹enie: (opravovali Luy a Mi»o)Najprv si pripomeòme, ¾e nezáporné elé èíslo je èíslo z mno¾iny f0, 1, 2, : : :g. Poïme rie¹i» danú sústavu rovnís neznámymi a, b a eloèíselným parametrom n. Vyjadrime si z prvej rovnie b = n2 � a. Dosadením do druhejrovnie dostávame n3 = a2 + (n2 � a)2. Po drobnej úprave získavamea2 � n2a+ n4 � n32 = 0:To je kvadratiká rovnia s parametrom n a s neznámou a. A ako vieme ráta» kvadratiké rovnie? No samozrejme,¾e s pomoou vzora pre diskriminant. V na¹ej rovnii máme D = 2n3 � n4. Aby rovnia mala reálne (alebodokona eloèíselné) rie¹enia, musí plati» 0 � D = 2n3�n4 = n3(2�n). Táto nerovnos» je splnená pre reálne èíslaz intervalu h0; 2i, ale keï¾e n je (nezáporné) elé èíslo, tak n 2 f0, 1, 2g. To je výborné, preto¾e nám ostali iba trimo¾né hodnoty èísla n. Pre tieto hodnoty treba e¹te overi», èi naozaj existujú elé èísla a, b vyhovujúe zadaniu.Prezradíme, ¾e také èísla naozaj existujú, ale ih nájdenie nehávame na ohotného èitateµa. Na tomto mieste v¹aktreba poznamena», ¾e bez nájdenia týhto èísel (a overenia, ¾e naozaj vyhovujú daným rovniiam), úloha nie jeúplne vyrie¹ená.Poznámka: Umonime obe rovnie na tretiu. Dostaneme èíslo n6 zapísané dvomi r�znymi sp�sobmi. Porovnanímdostaneme, ¾e èísla a, b, ktoré sú rie¹ením sústavy, musia spåòa» vz»ah (a+b)3 = (a2+b2)2. Odhliadnu od nejakýhtriviálnyh prípadov m�¾eme prehlási», ¾e a; b � 1. A zo spomínaného vz»ahu vidno, ¾e takýhto èísel a, b veµa nieje, preto¾e pravá strana rovnosti je skoro v¾dy väè¹ia ne¾ µavá. (Skúste si to rozmyslie» a tento sp�sob dotiahnu»do kona.) Tento prístup èasto pomáha pri rie¹ení rovní v obore elýh (aj reálnyh) èísel: upravíme rovniu dotvaru, v ktorom jasne vidno, ¾e jedna zo strán je skoro v¾dy väè¹ia ako druhá a rie¹enia potom hµadáme len medzitriviálnymi prípadmi. Skúste si to na rovnii a6 � b2 = a4 � b4 + 48.Úloha è. 9: Je mo¾né rozdeli» mno¾inu raionálnyh èísel väè¹íh ako 1 na dve neprázdne disjunktné mno¾iny Aa B tak, abya) súèet µubovoµnýh dvoh èísel z mno¾iny A patril do A a súèet µubovoµnýh dvoh èísel z mno¾iny B patril do B?b) súèin µubovoµnýh dvoh èísel z mno¾iny A patril do A a súèin µubovoµnýh dvoh èísel z mno¾iny B patril do B?Rie¹enie: (opravoval Pe»o G.)Oznaème si Q0 mno¾inu v¹etkýh raionálnyh èísel väè¹íh ako 1, teda mno¾inu, ktorú máme za úlohu rozdeli».a) Predpokladajme, ¾e po¾adované rozdelenie existuje, teda existujú mno¾iny A a B spåòajúe podmienkyzadania. Mno¾ina A je preto neprázdna a obsahuje nejaké raionálne èíslo, oznaème si ho a. Podµa zadaniaA musí obsahova» súèet µubovoµnýh dvoh èísel ktoré do nej patria, teda aj èíslo a + a = 2a. Z rovnakéhod�vodu bude do mno¾iny A patri» aj èíslo 2a+a = 3a a jednoduhou matematikou indukiou sa dá dokáza»,¾e do A patria èísla tvaru ka pre v¹etky k 2 N. Rovnako mno¾ina B musí by» podµa zadania neprázdna,oznaème si nejaký jej prvok b. Potom z rovnakýh d�vodov ako v predo¹lom prípade musia do mno¾iny Bpatri» aj v¹etky èísla tvaru kb pre k 2 N.Keï¾e èísla a aj b sú raionálne, m�¾eme ih napísa» v tvare zlomku. Neh a = p=q a b = r=s, potomz predo¹lýh úvah vyplýva, ¾e mno¾ina A musí obsahova» aj rq-násobok èísla a, èo je èíslo (rq) p=q = pr.Podobne mno¾ina B musí obsahova» aj ps-násobok èísla b, t. j. èíslo (ps) r=s = pr. Tu ale dostávame, ¾e èíslopr by muselo patri» do oboh mno¾ín, èo je spor s tým, ¾e mno¾iny mali by» disjunktné. Na¹e úvahy platiapre µubovoµné rozdelenie, to znamená, ¾e mno¾inu Q0 nie je mo¾né rozdeli» po¾adovaným sp�sobom.b) Tu je situáia odli¹ná. Raionálne èísla ideme násobi» a vlastnos» zahovávajúa sa pri násobení, ktorá námako prvá napadne, je parita. Skúsme teda mno¾inu Q 0 rozdeli» nasledovne: do mno¾iny A zaradíme tieraionálne èísla, ktorýh èitateµ v základnom tvare je nepárne èíslo a do mno¾iny B zaradíme tie raionálneèísla, ktorýh èitateµ v základnom tvare je párny. Toto rozdelenie je jednoznaèné, preto¾e ka¾dé raionálneèíslo má jednoznaène daný základný tvar a teda aj paritu èitateµa v tomto tvare. Túto paritu vieme pre ka¾déèíslo z Q 0 urèi» (upravením na základný tvar), teda ka¾dý prvok z Q 0 patrí do práve jednej z mno¾ín A, B.



KMS 2004/05 1. séria letnej èasti 5Zostáva ukáza», ¾e je splnená vlastnos» po¾adovaná zadaním. Overme ju najprv pre mno¾inu A. Nehp=q; r=s 2 A sú dva zlomky v základnom tvare patriae do A. Èísla p, r sú nepárne. Potom súèin danýhzlomkov z A je pr=qs. Èíslo pr je súèinom dvoh nepárnyh èísel a je teda nepárne, navy¹e pri úprave zlomkupr=qs na základný tvar èitateµ urèite nepárny zostane. Táto úprava je toti¾ len krátením rovnakýh prvoèíselz èitateµa aj z menovateµa zlomku. Èitateµ na zaèiatku ¾iadne dvojky neobsahoval, nebude ih obsahova» anipo krátení. Preto aj pr=qs 2 A. Preverme e¹te mno¾inu B. Ak p=q; r=s 2 B sú zlomky v základnom tvarez mno¾iny B, potom p aj r sú párne èísla a navy¹e q aj s sú nepárne, inak by ne¹lo o základný tvar. Èíslopr je zjavne párne a èitateµ zlomku pr=qs zostane párnym aj po úprave na základný tvar, preto¾e q aj s súnepárne. To znamená, ¾e súèin oboh èísel bude patri» do mno¾iny B a teda na¹a kon¹trukia bola správna.Komentár: Niektorí z vás sa pokúsili úlohu a) rie¹i» tak, ¾e do mno¾iny A umiestnili len jediné raionálne èísloa men¹ie alebo rovné 2 a v¹etky ostatné prvky Q0 umiestnili do B s tým, ¾e takto de�novaná mno¾ina A spåòapodmienky zadania. Nie sú v nej dve èísla a teda nemáme èo sèitova». Toto je nesprávne pohopenie zadania.Ak toti¾ mno¾ina A obsahuje a, musí obsahova» napríklad aj súèet a + a = 2a, preto¾e je to súèet dvoh èísel,ktoré obe patria do A (zadanie nevy¾aduje, aby boli r�zne).Úloha è. 10: Mar»anská koka modrej neznámej hmoty so stranou 10 sa skladá z 10 � 10 � 10 kooèiek. Ka¾dákooèka má svoje súradnie (postupne od vrholovej kooèky (1; 1; 1) po vrholovú kooèku (10; 10; 10)) a je nazaèiatku zafarbená striebornou farbou. Maèiatka Pa a Pi sa hrajú nasledujúu hru. Zaèína Pa a potom sa striedajúv »ahoh. Maèiatko, ktoré je na »ahu, si vyberie striebornú kooèku, ktorá má najväè¹í súèet súradní (v prípade,¾e je takýh kooèiek via, m�¾e si vybra» µubovoµnú z nih) a prefarbí ju zo striebornej na zlatú. Navy¹e m�¾eµubovoµne prefarbi» (na zlatú èi na striebornú) ka¾dú kooèku okrem vybranej, ktorú pretína alebo ktorej sa dotýkaúseèka spájajúa stred vybranej kooèky so stredom kooèky (1; 1; 1). Prehrá maèiatko, ktoré nebude m�» urobi»svoj »ah. Pre ktoré z maèiatok existuje ví»azná stratégia?Rie¹enie: (opravoval Buggo)Pozrime sa na pravidlá hry, ktorú hrajú na¹e maèiatka a zistime, aké má táto hra zákonitosti.Pre väè¹iu názornos» predpokladajme, ¾e maèièky nemajú koku, ale ¹tvore. Pokúsime sa nájs» ví»aznú stretégiutakejto hry. Potom sa posna¾íme zisti», èi neexistuje podobné rie¹enie pre koku.Máme teda ¹tvorovú sie», ktorá má rozmery 10 � 10. V¹etky políèka sú na zaèiatku strieborné. Hráè, ktorý jena »ahu, si zvolí nejaké políèko striebornej farby s najväè¹ím súètom súradní. Prefarbí ho na zlato. Okrem tohom�¾e prefarbi» (na zlato, alebo na strieborno) aj niektoré ïaµ¹ie políèka (okrem vybratého). Sú to tie, ez ktoréprehádza alebo sa ih dotýka úseèka spájajúa stred vybraného políèka a políèka so súradniou (1; 1). Prehrávahráè, ktorý nem�¾e potiahnu».V¹imnime si teraz, ktoré políèka majú rovnaký súèet súradní (nakreslite si obrázok a zistite, ktoré to sú). Vidíme,¾e tieto políèka le¾ia na úseèke rovnobe¾nej s jednou uhloprieèkou. Nazvyme políèka, ktoré majú súèet súradnírovný n, ako n-tá vrstva. D�le¾ité je uvedomi» si, ¾e ak si hráè vyberie z n-tej vrstvy ktorékoµvek políèko, nem�¾ezmeni» farbu ¾iadnemu inému políèku v n-tej vrstve (porozmý¹lajte preèo).Pokúsme sa teraz zisti», pri akej situáii nemá hráè, ktorý je na »ahu, ¹anu vyhra». Ak »ahajúi hráè musí vybera»políèko z tretej vrstvy, kde v¹etky políèka ((1; 2); (2; 1)) sú strieborné, tak prehrá. Predstavme si, ¾e sme hráè,ktorý prehrá. Èím to je, ¾e prehráme? Je to tým, ¾e keï sme na »ahu, tak m�¾u nasta» dve mo¾nosti. Buï existujeaspoò jedno také strieborné políèko, ktoré nem�¾eme prefarbi» (preto v tomto »ahu nevyhráme), alebo sú u¾ v¹etky¹tvorèeky zlaté a teda nem�¾eme potiahnu» (èo znamená, ¾e sme prehrali). Nezabúdajme, ¾e vo vrstve, z ktorejvyberáme políèko, nedoká¾eme prefarbi» ani via, ani menej ako jedno políèko. Èo to ale znamená? Jednoduho to,¾e ak máme pred na¹ím »ahom v¾dy na výber z párneho poètu políèok, tak sme v kýbli:).M�¾eme preto hrdinsky vyhlási» nasledujúe tvrdenie. Hráè prehráva, ak pred ka¾dým jeho »ahom je poèet políèok,z ktorýh si vyberá svoj »ah, párny.U¾ nám treba len nájs» výhernú stratégiu. Prevteµme sa teraz do maèièky, ktorá vyhrá. Jedna mo¾nos», ako sa dávyhra» táto hra, je taká, ¾e ná¹ho súpera budeme stále udr¾iava» v prehrávajúej pozíii. Inak povedané, budemehra» tak, aby si pri ka¾dom »ahu vyberal z párneho poètu políèok. Ktoré z maèiatok má vhodné podmienky na tútohru? M�¾e to by» Pa? Vyskú¹ajme, uvidíme.Èo m�¾eme robi» ako Pa? Na zaèiatku prefarbíme na zlato len jedno políèko (10; 10). Pi bude tam, kde ho hemema». Po »ahu Pi budeme ma» na výber nepárny poèet políèok. My na svojom »ahu prefarbíme políèka nasledovne.1: Prefarbíme políèko ktoré sme si vybrali (ako nám ká¾u pravidlá).2: Zmeníme farbu ka¾dého políèka, ktorého vrstva obsahuje nepárny poèet striebornýh políèok.Vieme, ¾e v ka¾dej vrstve m�¾eme prefarbi» aspoò jedno políèko. To nám zároveò staèí na to, aby sme zaruèilipárny poèet striebornýh políèok v ka¾dej vrstve. Vidíme, ¾e po na¹om »ahu bude Pi opä» v prehrávajúej situáii.Tento postup opakujeme, a¾ kým nevyhráme. Hurá!Rovnakým sp�sobom m�¾eme postupova», ak sa maèiatka hrajú s kokou, ako je uvedené v zadaní. Bude staèi»,ak bude Pa udr¾iava» Pi v prehrávajúom stave. To tie¾ doká¾e, preto¾e aj v trojrozmernej verzii hry m�¾e z ka¾dejvrstvy prefarbi» aspoò jedno políèko.



KMS 2004/05 1. séria letnej èasti 6Komentár: Väè¹ina z vás, èo ste poslali rie¹enia, ste úlohu pohopili správne a via-menej aj správne vyrie¹ili.Niekedy hýbalo poriadne zd�vodnenie niektorýh tvrdení. Tie¾ sa stalo, ¾e ste zabudli, ¾e maèièky m�¾u prefarbi»aj via ako dve koky, presnej¹ie ka¾dú, ktorá spåòa dané kritériá. Nabudúe si dajte pozor na takéto hyby,ktoré vás m�¾u obra» o bodíky, aj keï by ste úlohu dokázali vyrie¹i» pri originálnom zadaní.Úloha è. 11: Zistite, pre ktoré kladné elé èísla n sa dajú èísla 1; 2; : : : ; n napísa» v takom poradí, ¾e pre ka¾dé dveèísla sa ih aritmetiký priemer nebude rovna» ¾iadnemu z èísel napísanýh medzi nimi.Rie¹enie: (opravovala Hanka)Úlohu si preèítame, mo¾no na prvýkrát nepohopíme, ale nevzdávame sa a preèítame znovu. Zistíme, ¾e aj napriektomu, ¾e to je 11-tka, nevyzerá a¾ tak zle. Tak skúsime, èi sa s òou nedá predsa len nieèo spravi». Najlep¹ie je zaèa»èosi skú¹a» s malými n (veï kto by to rie¹il hneï v¹eobene, no nie?).Keï¾e n = 1 a n = 2 sú triviálne prípady, zaènime s n = 3. Urèite nem�¾eme zvoli» poradie 1; 2; 3; ale napr. 1; 3; 2alebo 3; 1; 2 a e¹te iné vyhovujú. Pre n = 4 to m�¾e by» napr. poradie 1; 3; 2; 4; pre n = 5 vyhovuje 1; 5; 3; 2; 4;pre n = 6. . . Takto pokraèujeme a s narastajúim n je to èím ïalej, tým zlo¾itej¹ie len tak vypísa» postupnos»,ktorá by vyhovovala. Teraz je naèase sa trohu zamyslie» a skúsi» prís» na to, ako by to elé vlastne mohlo fungova».V¹imnime si napríklad, èo sa stane, keï rozdelíme èísla na párne a nepárne a preusporiadame ih tak, ¾e párnebudú v prvej polovii vytváranej postupnosti a nepárne v druhej. Keï¾e súèet párneho a nepárneho èísla je èíslonepárne, ih priemer nebude prirodzené èíslo. Staèí sa nám teda zaobera» len vz»ahmi medzi èíslami v rámi týhtodvoh skupín. Toto u¾ zaváòa dobrým nápadom (a tak trohu aj indukiou), u¾ to len nejako dotiahnu» do kona.Tak to s tou indukiou teda poïme skúsi». Budeme ju robi» vzhµadom na n, prièom heme dokáza», ¾e pre µubovoµné2n vieme nájs» vyhovujúu postupnos».1Æ Pre n = 0; 1 platí, ¾e vieme èísla od 1 po 2n správne usporiada» (viï zaèiatok rie¹enia).2Æ Predpokladajme platnos» tvrdenia pre n = k. Uká¾eme teraz platnos» pre n = k + 1. Neh a1; a2; : : : ; a2kje dobré usporiadanie èísel 1; 2; : : : ; 2k a teda pre v¹etky p < q < r � n platí (ap + ar)=2 6= aq . Zo-strojme teraz postupnosti 2a1; 2a2; : : : ; 2a2k a (2a1�1); (2a2�1); : : : ; (2a2k�1) a zaoberajme sa postupnos»ou2a1; 2a2; : : : ; 2a2k ; (2a1�1); (2a2�1); : : : ; (2a2k �1). Je zrejmé, ¾e obsahuje v¹etky èísla 1; 2; : : : ; 2k+1: Keï¾epostupnos» a1; a2; : : : ; a2k je dobre usporiadaná, budú aj postupnosti 2a1; 2a2; : : : ; 2a2k a (2a1 � 1); (2a2 � 1);: : : ; (2a2k � 1) dobre usporiadané (µahko si m�¾ete dokáza» sami). Navy¹e na µavej strane máme samé párneèísla a na pravej samé nepárne. O nih z predo¹lej úvahy u¾ vieme svoje, tak¾e m�¾eme poveda», ¾e taktozostrojená postupnos» èísel 1; 2; : : : ; 2(k+1) je dobre usporiadaná.Podarilo sa nám ukáza» platnos» tvrdenia pre µubovoµné n = 2k. Postupnos» då¾ky n men¹ej ako je 2k dostanemetak, ¾e vezmeme usporiadanú postupnos» då¾ky 2k a odstránime z nej prvky, ktoré sú väè¹ie ako n. Takto vzniknutápostupnos» urèite spåòa podmienky zadania. Z toho vyplýva, ¾e zadaniu úlohy vyhovujú v¹etky prirodzené èísla n.Úloha è. 12: Neh a, b, , a + b � , b +  � a, a +  � b, a + b +  je sedem r�znyh prvoèísel. Súèet nejakýhdvoh z èísel a, b,  je 1000. Oznaème najväè¹ie, resp. najmen¹ie zo spomínanýh siedmih èísel ako M , resp. m.Nájdite najväè¹iu mo¾nú hodnotu èísla M �m.Rie¹enie: (opravoval Mazo)Predpokladajme, ¾e èísla a, b,  spåòajúe v¹etky podmienky zo zadania existujú; inak v�be nemá zmysel hµada»maximum výrazu M � m. Súèet nejakýh dvoh z èísel a, b,  je 1000. Ktoré dve èísla to sú? Zále¾í na tom?Keï si pozrieme ostatné podmienky kladené na èísla a, b, , v¹imneme si, ¾e sú symetriké vzhµadom na èísla a,b,  { keï vymeníme µubovoµné z týhto dvoh èísel, nezmení sa niè, inak povedané, je to iba veou oznaèenia.Preto m�¾eme bez ujmy na v¹eobenosti (BUNV) predpoklada», ¾e a+ b = 1000. Medzi tými siedmimi prvoèíslamije veµa r�znyh lineárnyh kombináií èísel a, b, . Keï budeme skúma» zvy¹ky týhto èísel po delení nejakýmmalým prvoèíslom, tak v takom veµkom mno¾stve kombináií sa µahko stane, ¾e zvy¹ok 0 sa vyskytne viakráta to u¾ je spor s podmienkami zo zadania (v¹etkým sedem uva¾ovanýh prvoèísel je r�znyh). Takto vieme vylúèi»výskyt párneho prvoèísla (t.j. èísla 2) medzi spomínanými siedmimi prvoèíslami. ¥ahko preskúmame zvy¹ky týhtoèísel po delení tromi (preskúmajte); netreba zabudnú» vyu¾i», ¾e a + b = 1000 � 1 (mod 3). Zistíme, ¾e èísla a,b,  dávajú po delení tromi zvy¹ky 2, 2, 1 (v tomto poradí). Preto prvoèíslo a + b �  je deliteµné tromi, teda jerovné 3. Preto  = a + b � 3 = 997. Keï¾e dvojka sa medzi na¹imi prvoèíslami nenahádza, je minimum m = 3.Zrejme (overte si) najväè¹ím spomedzi na¹ih èísel je èíslo M = a + b +  = 1000 + 997 = 1997. Preto rozdielM �m = 1997�3 = 1994 pre v¹etky trojie èísel a, b, , ktoré spåòajú podmienky zo zadania. Tak¾e aj maximálnahodnota tohto rozdielu je 1994.E¹te treba dokáza», ¾e existujú èísla a, b, , ktoré spåòajú v¹etky podmienky. Vyhovuje napríklad trojia 23, 977,997 (vyskú¹ajte si; existujú aj iné trojie).Iné rie¹enie:Máme nájs» maximum M a minimum m siedmih èísel. Mnohé z týhto èísel vieme porovna» aj bez toho, aby smevedeli konkrétne hodnoty a, b, . Keï¾e v¹etky podmienky kladené na èísla a, b,  sú symetriké a tieto èíslasú r�zne, m�¾eme si BUNV poveda», ¾e a > b > . Zrejme



KMS 2004/05 1. séria letnej èasti 7b+ � a < a+ � b < a+ b�  < a+ b+  ab+ � a <  < b < a < a+ b+  ;preto minimum m = b +  � a, maximum M = a + b+  a výraz M �m = 2a. Tak¾e maximalizujeme najväè¹ieprvoèíslo, ktoré sa nahádza medzi èíslami a, b, . V¹etky tieto prvoèísla sú men¹ie ako 1000: dve z nih preto,lebo ih súèet je 1000 a tretie preto, lebo keï ho odèítame od súètu zvy¹nýh dvoh (teda od èísla 1000), dostanemekladné èíslo. Najväè¹ie prvoèíslo men¹ie ako 1000 je 997, teda sme ukázali, ¾e M �m � 2 � 997 = 1994. Èísla a, b,, ktoré spåòajú v¹etky podmienky a dosahuje sa pre ne rovnos», nájdeme tak, ako v prvom rie¹ení (napr. pou¾itímpoèítaèa).Úloha è. 13: Neh ABC je ostrouhlý trojuholník vpísaný do kru¾nie so stredom O. NehM , N sú body na priamkeAC také, ¾e ��!MN = �!AC. Neh D je päta kolmie z bodu M na priamku BC, E päta kolmie z bodu N na priamkuAB. Neh O0 je stred kru¾nie opísanej trojuholníku BED. Doká¾te, ¾e ortoentrum trojuholníka ABC le¾í na kru¾-nii opísanej trojuholníku BED. Doká¾te, ¾e stred úseèky AN a bod B sú súmerne zdru¾ené podµa streduúseèky OO0.Rie¹enie: (opravoval Foto)

A B

C D
E

M

N

OO0P Q
(Podµa Franti¹ky Jasnej.) Tak ako pri ka¾dej geometrikejúlohe, najd�le¾itej¹í je pekný veµký obrázok. Oznaème orto-entrum trojuholníka ABC ako P , prieseèník priamokMDa NE ako Q (treba si uvedomi», èi a preèo v¾dy existuje).Vidíme, ¾e uhly QDB a QEB sú pravé a teda body Da E le¾ia na Tálesovej kru¾nii nad priemerom QB, èi¾ejej stred O0 je v polovii úseèky QB. Máme ukáza», ¾e Ple¾í na kru¾nii opísanej trojuholníku BED. Inak povedanéukáza», ¾e uhol QPB je pravý, lebo zrejme P je r�zne odB (ak je P toto¾né s Q, tak niet èo dokazova», tvrdenieplatí triviálne). Vieme, ¾e AC je kolmá na PB, teda staèíukáza», ¾e priamky PQ a AM sú rovnobe¾né. Toto u¾ po-nehávam ako vièenie pre ¹ikovného èitateµa. Na záver sitreba uvedomi», ¾e elý d�kaz sa dá urobi» pre akúkoµvekpolohu úseèky MN , okrem prípadu, keï je táto zhodná súseèkou AC. Vtedy je v¹ak d�kaz tvrdenia triviálny.Hor' sa na druhú èas». Zo zadania je zrejmé, ¾e stred AN jeaj stredom CM . Oznaème ho S. Bod O0 je stred úseèky QBa bod O ako stred opísanej kru¾nie je tie¾ stredom prie-meru prehádzajúeho bodom B, neh je to BF . Tvrdeniev zadaní platí práve vtedy, keï S je stred FQ. Hµadajmeteda, kde je stred FQ. Z opísanej kru¾nie je zrejme FAkolmé na AB a FC kolmé na CB.Keï¾e O je na osi úseèky AB a O0 na osi EB, tak stredOO0 bude le¾a» na osi týhto osí. Tie¾ vidíme, ¾e stred FQ le¾í na osi priamok FA a NE, èi¾e na kolmii na ABprehádzajúej stredom úseèky AE, èo nie je niè iné, ne¾ stredná prieèka v trojuholníku AEN . Podobne vïakatomu, ¾e O le¾í na osi BC a O0 le¾í na osi BD, tak stred FQ le¾í na osi priamok FC aMD, èi¾e na strednej prieèketrojuholníka CDM . Vidíme, ¾e stred FQ musí by» stredom AN aj stredom CM , èi¾e je to bod S. Hotovo! Hurá!!!Úloha è. 14: Pre µubovoµné prirodzené èíslo n > 1 oznaème sn poèet permutáií (a1; a2; : : : ; an) prvýh n priro-dzenýh èísel takýh, ¾e 1 � jak � kj � 2 pre v¹etky k = 1; 2; : : : ; n :Doká¾te, ¾e pre v¹etky prirodzené èísla n > 6 platí7sn�1 < 4sn < 8sn�1 :Rie¹enie: (opravoval Foto)Manuálne urème niekoµko prvýh èlenov: s1 = 0, s2 = 1, s3 = 2, s4 = 4, s5 = 6. Teraz skúsme rekurentne vyjadri»sn za predpokladu n � 6. Takéto permutáie sa dajú jednoznaène rozdeli» na 4 disjunktné typy:1) an = n� 1, zároveò an�1 = n2) an = n� 1, zároveò an�2 = n3) an = n� 2, zároveò an�2 = n



KMS 2004/05 1. séria letnej èasti 84) an = n� 2, zároveò an�1 = nPoèet permutáii prvého typu je zrejme sn�2, lebo ka¾dá takáto permutáia vznikne z permutáie prvýh n � 2èísel pridaním poslednýh dvoh èlenov n, n� 1.Pre permutáie tretieho typu musí okrem u¾ uvedeného jednoznaène plati» ajan�1 = n� 3 an�3 = n� 1Èi¾e týhto bude sn�4.©ikovný èitateµ isto poµahky nahliadne, ¾e permutáií druhého typu bude rovnako veµa ako v¹etkýh vyhovujúihpermutáií veµkosti n� 1, pre ktoré platí an�2 = n� 1.Analogiky permutáií ¹tvrtého typu bude rovnako veµa ako v¹etkýh vyhovujúih permutáií veµkosti n � 1,pre ktoré platí an�1 = n� 2.Porovnajme súèet S takto prepísanýh permutáií druhého a tretieho typu s sn�1. Ka¾dá permutáia då¾ky n� 1prvého typu je v S zarátaná dvakrát. Podµa toho, èo sme u¾ spomenuli vy¹¹ie, je týhto sn�3. Ka¾dá permutáiadå¾ky n� 1 tretieho typu nie je v S zarátaná ani raz. Týhto je sn�5. A nakonie v¹etky permutáie då¾ky n� 1druhého a ¹tvrtého typu sú v S zarátané práve raz. PretoS = sn�1 + sn�3 � sn�5Pre sn potom dostaneme úplný rekurentný vz»ahsn = sn�2 + sn�4 + Ssn = sn�1 + sn�2 + sn�3 + sn�4 � sn�5Zruèný èitateµ isto poµahky doká¾e, ¾e postupnos» fsngn=1 je rastúa. Vïaka tejto vlastnosti pre µubovoµné n > 6platí 2sn�5 > sn�6sn�1 + sn�2 + sn�3 + sn�4 + sn�5 � sn�6 > sn�1 + sn�2 + sn�3 + sn�4 � sn�5sn�1 + sn�1 > sn8sn�1 > 4snTeraz nám u¾ treba dokáza» iba 4sn�1 > 7sn�1 pre n > 6. Vyrátame s7 a s8 pomoou rekurentného vz»ahua overíme platnos» tohto tvrdenia pre n = 7; 8. Pre n � 9 postupujeme nasledovne. Z rastúosti mámesn�4 � sn�5 > 0sn�1 + sn�2 + sn�3 + sn�4 � sn�5 > sn�1 + sn�2 + sn�3sn > sn�1 + sn�2 + sn�3 > sn�1 + 12 � sn�1 + 14 � sn�1 = 74 � sn�14sn > 7sn�1 ;prièom sme vyu¾ili platnos» u¾ dokázaného sn�3 > 1=2 � sn�2. Dokázali sme teda obe nerovnosti v zadaní.


