Koreépondenén)'f Matematick)'f Seminér

Vzorové rieSenia 3.série zimného semestra

Uloha é&. 1: Skupina mysiek byjvajica na F-324 sa rozhodla usporiadat $portové zdpolenie. Najskor sa samozrejme
musia rozdelit do druZin. Mysky sa o to uZ hodni chvilu snaZia a stdle nié. Zistili iba, Ze keby ich bolo o tri viac,
mohli by sa rozdelit do Styroch druzin, keby ich bolo o $tyri viac, mohlo by byt druZin pdit a nakoniec, keby ich bolo
o pdt viac, mohli by sa rozdelit do Siestich druZin. Zistite vietky mozné pocty mysiek.

RieSenie: (opravoval Peto G.)

Zavedme si vhodné oznacenie. Cely ¢as budeme rozpravat o poc¢te mysiek, tak si ho ozna¢me m. Vieme, Ze keby
bolo mysiek o 3 viac, mohli by sa rozdelit do 4 rovnakjch skupin. To znamend, Ze ¢islo m + 3 je delitelné Styrmi.
Ak od ¢isla delitelného Styrmi odpocitame Stvorku, uréite tieZ dostaneme ¢islo delitelné Styrmi. Teda aj ¢islo
(m +3) —4 = m — 1 musi byt delitelné $tyrmi. Dalej vieme, Ze keby bolo mysiek o 4 viac, mohli by sa rozdelit
do 5 rovnakych skupin. Takze m + 4 je delitelné piatimi, preto pit deli aj (m +4) —5 = m — 1. Do tretice, vieme,
Ze keby bolo mysiek o 5 viac, mohli by sa rozdelit do 6 rovnakjch skupin, teda m+5 aj (m+5) —6 =m — 1 st
isla delitelné Siestimi.

Zistili sme, Ze ¢islo m — 1 je delitelné ¢islami 4, 5 aj 6, takze to bude urcite nejaky nasobok nsn(4,5,6), ¢o je 60.
Preto m — 1 = 60n, teda m musi byt tvaru 60n + 1, kde n je nejaké prirodzené &islo. To, Ze kazdé ¢islo tohto tvaru
splita podmienky zadania, mozno overit jednoduchym dosadenim. Mysiek na F-324 moze byt 1 (aspon teoreticky),
61,121,181,..., ¢o mozno skratene zapisat ako m € {1+ 60n| n € Ny}.

Komentar: Mnohi z vas objavili spravne rieSenie skSanim. Zistili si niekolko prvych éisel, ktoré vyhovovali pod-
mienkam zadania a domysleli si, ako bude postupnost pokracovat. To ale bez dokazu nemoze stacit. Fakt, ze sa
tato postupnost nejako sprava na zaciatku, nam nehovori ni¢ o tom, ¢i to tak ostane navzdy.

Uloha é&.2: V krajine tvaru $tvorcovej siete 3 x 3 Ziji ovecky a vlci. Kazdy rok si kaZdy z tvorov vyberie jedno
lubovolné policko, kde bude cely nasledujuci rok, pricom 2 zvieratkd rovnakého druhu memozu byt na tom istom
policku. Ak sa na policku nachddza iba jedna ovecka, po roku umrie, ale porodi dalsie dve ovecky (tie v nasledujicom
roku moZu st na hociktoré policka). Ak je na policku iba vlk, tak umrie, lebo sa nenapapd. Ak je na policku vik
a ovecka, tak vlk zoZerie ovecku, po roku zomrie, ale porodi dalsich dvoch vlkov. Zistite, aké pocty vikov a oveciek
v krajine spésobia, Ze po niekolkijch rokoch URCITE niektory z druhov vymrie.

Poznamka: Ak sa stane, Ze sa md v krajinke rozmiestnit 10 alebo viac oveciek (vikov), tak sa rozmiestni iba 9
a ostatné odidu studovat do USA, pricom sa uZ nevrdtia.

Riesenie: (opravoval Kubo)

Poziciou (0,v) budem oznacovat, ze v krajinke je o oveciek a v vlkov. Uloha sa vlastne sklada z dvoch &asti. Prvé
je najst prezivajice pozicie, vtedy staci dokdzat, Ze existuje aspoii jedna moznost ako mozu zvieratkd navzdy zit.
Druhé je ndjst vSetky vymierajtce pozicie, vtedy treba dokézaft, Ze nech sa zvieratkd rozmiestiiuju akokolvek, tak
URCITE jeden z druhov vymrie, t.j. treba rozobraf vSetky moZnosti ich rozmiestnenia. Na konci vzoraku je aj
obrazok, kde st znézornené vymierajuce pozicie. VSetkych pozicii je zrejme 9 - 9 = 81, lebo vlkov aj oveciek moze
byt 1 az 9. Najskor ndjdeme nejaké vymierajice pozicie, a potom o ostatnych dokaZzeme, ze si prezivajtce.
Podme hladaf vymierajice pozicie.

Budeme tu pouzivat pravidlo (ktoré je zrejme spravne), Ze ak sa z nejakej pozicie mozem dostat (pri fubovolnom
rozmiestneni zvieratiek) iba do umierajucich, tak aj tato pozicia je umierajuca. Toto pravidlo budem oznacovat
Y

1) Pozicie (1,v), kde 1 < v <9, st vymierajice, lebo bud tito ovecku zozerie nejaky vlk (vymra ovecky a v dalsom
roku aj vlci), alebo ju nezozerie ziadny vlk, teda sa ziadny vlk nenapapd a vymru vlci.

2) Pozicie (0,9), kde 1 < 0 <9, st vymierajtce, lebo vlci zozera vSetky ovecky.

3) Porzicie (0,v), kde 0 + v > 14. Aspoii 5 vlkov sa napapd, teda dalsi rok bude vlkov 9 L4 vymra.

4) Pozicie (9,v), kde 1 < v < 4. V kaZdom z dalsich rokov bud neklesne pocet oveciek (ostane 9, ak sa napapa
menej ako 5 vlkov) a stipne podet vlkov (na dvojnésobok, lebo sa vSetci napapaji), alebo klesne podet ovediek

(papalo aspori 5 vlkov) a pocet vlkov stipne na 9. Z toho je zrejmé, Ze ¢asom bude pocet vlkov rovny 9 LY vymri.
5) Porzicie (8,v), kde 1 < v < 5. Jediné moznosti, ktoré mozu nastat, si nasledujice tri. Papaji 0 az 3 vlei —

vznikne (9, v) Eid § vymra. Papaja 4 vlci — (8, 8) Eid § vymra. Papaja 5 vlci — (6,9) Eid § vymru.
6) Pozicie (7,v), kde 1 < v < 6. Zase mame iba tri nasledujice moznosti. Papaji 0 az 3 vlci — (8,v) L vymra.

Papaja 4 vlci — (6, 8) Eid | vymra. Papaja 5 az 6 vlei — (0,9) Eid § vymru.



7) Pozicie (6,v), kde 1 < v < 2. Papajt 0 az 2 vlei — (0,v), kde 0 > 8 =% vymri.

8) Pozicia (5,1). Aspoii jeden vlk musi papat (inak vlci vymra), takze z (5,1), 1 vlk papé, dostaneme (8, 2) i€
L. vymru.

9) Pozicia (4,1). Podobnou tivahou ako predtym dostaneme (6, 2) L1 vymra.

Tak, to by sme mali vSetky vymierajuce pozicie. A teraz podme na prezivajice.

Tu budeme pouzivat pravidlo, Ze ak sa viem z nejakej pozicie dostat do inej prezivajicej (¢o i len jednou moznos-
tou), tak aj tato pozicia je prezivajtca. Toto pravidlo budem oznacovat gy Opit v niekolkych krokoch néjdem
prezivajlce pozicie.

1) Pozicie (2,v), kde 1 < v < 8. Papa jeden vlk — (2,2), a tu moze pocet ovci

donekonecna papat prave jeden vlk. 4
2) Pozicie (4,v), kde 2 < v < 7. Papaji dvaja vlci — (4,4), a tu vymierajiice pozicie
mozu donekonecna papat prave dvaja vlci.

3) Pozicie (6,v), kde 3 < v < 6. Papaju traja vlci — (6, 6), a tu mozu 9
donekonecéna papat prave traja vlei. 8
4) Pozicie (3,v), kde 1 < v < 8. Bud papéa jeden vlk — (4,2) Lt 7
L2 3ija, alebo papajt dvaja viei — (2,4) == ziji. §
5) Pozicie (5,v), kde 3 < v < 7. Papaja traja vlci — (4,6) L2 4
L2 i 3
6) Pozicia (5,2). Papaja dvaja vlci — (6,4) L2 Zijua. f
8) Pozicia (5,8). Papajt Styria vici — (2,8) == zijt. 1234567809 pocet vikov
7) Pozicia (4, 8). Papaju traja vlci — (2, 6) 22 Zijua.
9) Pozicia (6,7). Papaju Styria vlci — (4, 8) L2 zija.

Pozndmka: Malo z vas naoza]j dotiahlo riesenie dokonca, a pritom to vobec nebolo také tazké. Vyskytlo sa aj zopar
rieSitelov s tplne inym pristupom (vygenerujeme vSetky preZivajice, resp. vymierajice, pozicie a o ostatnych je
potom zrejmé, Ze st tie druhé), ale velmi si tym nezlahéili ilohu (nie je lahké dokazat, Ze st naozaj vsetky).

Uloha ¢&. 3: Nepdrne prirodzené ¢isla si rozdelené do skupin nasledovne: V prvej skupine je ¢islo jedna. Pre n > 2,
po zostaveni n — 1 skupin zostavime n-tu tak, Ze do nej dame 2n — 1 najmensich nepdrnych prirodzengch cisel,
ktoré este nie su v Ziadnej skupine. Zistite, v ktorej skupine je c¢islo

a) 17 b) 2004 c) 20042004 — 1,
RieSenie: (opravoval Palo)
Aby sme si lepsie uvedomili, o ¢om sa hovori v zadani, vypiSme si prvé Styri skupiny:

1. 1

2. 3,57,
3. 9,11, 13, 15, 17,
4. 19, 21, 23, 25, 27, 29, 31.

Tymto sme hned ziskali odpoved na prva otézku (¢islo 17 je v tretej skupine). Druhé otézka sa len snazila preverit
vasu pozornost. Prirodzene, kedZe do skupin ddvame len nepérne éisla, éislo 2004 nepatri do Ziadnej skupiny.

Teraz uZ sa podme venovat tomu zaujimavejsiemu. Cislo 20042994 — 1 je také obrovské, Ze zrejme nems zmysel
vypisovat ¢isla, az dokym naf nenarazime. Skiisme si preto lepSie pozriet tie naSe skupiny a najst v nich nejaki
pravidelnost. Po pozornom skimani si vS§imneme, Ze ¢islo 1 je prvé neparne &islo, 7 je Stvrté, 17 je deviate, 31
je Sestnaste, ... Zacina ndm svitat, asi v tom budii zamontované druhé mocniny. Presnejsie sformulované, n—té
skupina koné n2-tym neparnym éislom, teda &islom 2n2 — 1. Hned si to dokdZeme matematickou indukciou.

1° Pre n =1 to zrejme plati (prva skupina koné¢i prvym neparnym ¢islom).

2° Predpokladajme, 7e n—t4 skupina konéi n?~tym neparnym é&islom. V (n + 1)-vej skupine je podla zadania
2(n +1) — 1 =2n+ 1 &isel, teda v prvych n + 1 skupinach bude spolu n? + (2n + 1) = (n + 1)? &isel. Tym
sme ukézali, ze (n + 1)-va skupina konéi (n + 1)?>~tym neparnym é&islom, ¢o bolo nasim cielom.

7 uvedeného vyplyva, ze n—ta skupina obsahuje cisla
2n—1)%+1, 2(n—1)*+3, ..., 2n* -1,
teda pre kazdé ¢islo x z n-tej skupiny plati

2n— 1> —1<z<2n®—1.



Po pric¢itani 1, predeleni dvoma a odmocneni dostavame

x+1<n'

—-1<
n 5 <

Pre IubovoIné nepérne ¢islo x ziskame ¢islo prislusnej skupiny n ako horna celt ¢ast z ¢isla /(x + 1) /2. Konkrétne

pre 20042994 — 1 ziskame poradové ¢islo skupiny ako horni celt ¢ast z &isla 1/20042004/2. A to uz je vysledok,
ktory sa nijako rozumnejsie zapisat neda, hoci sa o to niektori z vas (netspesne) pokusali.

Uloha &.4: Nech a, b, ¢ st redlne ¢isla také, Ze a® + ¢? < 4b. Dokdszte, Ze pre vsetky redlne ¢isla x plati

2t ard + bt +cex+1>0.
RieSenie: (opravovala Janka)
Mnohi ste si v8imli, Ze druhd mocnina realneho ¢isla je vidy nezdporna, ¢i uz je ¢islo kladné alebo nie. Ak by sme
viraz v zadani (pomocou danej podmienky a? + ¢? < 4b) vedeli upravif na druhtt mocninu alebo stéet druhych
mocnin, vedeli by sme, Ze je vzdy nezaporny. To sa da takto:
a® + c? a? c?

)x2+cx+1:xQ(x2+ax+—)+(Zx2+cx+l):

at +axd +bx? +cx 4+ 1> 2t 4 aa® + ( 1

a ¢ a c

=2z + )+ (e + 12 =(2*+ Z2)* + (2 +1)%
2 2 2 2

7 tejto upravy vieme, Ze vyraz v zadani urcite nie je mensi ako sucet dvoch druhych mocnin. Zaroven je stucet

druhych mocnin nezédporny. Preto je vyraz v zadani vzdy nezéporny.

Uloha &. 5: 20 ¢lenov tenisového klubu sa rozhodlo usporiadat medzi sebou 14 sibojov dvojhry tak, aby kaZdy clen
hral aspon jeden zdpas. DokdZte, Ze spomedzi tyjchto 14 sibojov vieme vybrat 6 tak, Ze vietkgch 12 hrdcéov v tychto
subojoch je roznych.

RieSenie: (opravoval Mito)

Velmi netradi¢ne si na tivod dokdzeme vSeobecnejsie tvrdenie, a to z dvoch dovodov. Prvym dévodom je, Ze toto
tvrdenie nezvadza k skiimaniu vselijakych velmi konkrétnych pripadov, ¢o ste mnohi v rieseni vo velkej miere robili
a vicSinou to nedopadlo préve najstastnejsie. Druhy dévod je, Ze preco nie, ked je postup (takmer) rovnaky :).
Tvrdenie: Ak n hrdcov spolu odohralo k sibojov tak, Ze kaZdy hrdc¢ hral aspori raz, tak vieme vybrat n — k subojov
takych, Ze vsetci hrdci v tychto subojoch su navzdjom rozni.

Dokaz: Kedze k zépasov sa moze zucastnit najviac 2k hrécov, tak zo zadania vyplyva, ze n < 2k. Ak n = 2k, tak je
tvrdenie triviadlne, preto moZeme predpokladat, Ze n < 2k. To ale znamen4, Ze aspoii jeden hra¢ sa zucastnil asporni
dvoch zépasov. Aby sme v tom mali poriadok, nejako si oznadime tieto dalSie zapasy, povedzme tak, Ze hracovi
za C¢islo ddme ¢iarku (napr. 4'). VSimnime si, Ze v zozname zipasov je prave 2k — n ¢isel s ¢iarkou. (Rozmyslite si
preco.)

Teraz uz podme vyberat zapasy tak, aby sa ndm Ziadny hrac¢ neopakoval. To sa nam zjavne podari, ak vyberieme
iba zdsapy, v ktorych Ziadny z hrdc¢ov nemé déiarku. Kolko je tychto zapasov? Oznacme z pocet zljjch zépasov,
to budu tie, v ktorych ma jeden z hracov, alebo obaja, ¢iarku. Pre pocet dobrych zapasov d zrejme plati d = k — z.
Avsak ¢isel s ¢iarkou je 2k — n, teda z < 2k — n. (Rozmyslite si, preco to plati a ¢o to vlastne znamené — toto je
totiz pointa celého dokazu.) To ndm ale stadi, pretoze d = k — z > k — (2k — n) = n — k, ¢o sme mali dokézat.
Poznémka: Mozete sktsif porozmyslat, kolko zdpasov vieme vybrat, ak n < k.

Iné rieSenie:

(Podla Tomdsa Bzduseka.) Toto rieSenie bude zaloZené na vyuziti Dirichletovho principu. Budeme postupovat tak,
Ze kazdého hrac¢a nechame iba v jednom jeho zapase (hociktorom). V jeho ostatnych zdpasoch nechdme volné
miesto. Takto ndm ostalo 20 hracov rozdelenych do 14 skupin (zdpasov). Sformulujme teraz vyhovujacu verziu
Dirichletovho principu.

Veta (Dirichletov princip, jedna z mozngch formuldcit): Ak je kn+a hrdcov rozdelengch do k skupin, pricom kaZdd
skupina moze obsahovat najviac n+1 hrdéov, potom asporn a skupin obsahuje prdve n + 1 hrdcov.

V nasom pripade a = 6, n = 1 a k = 14, teda podla predchédzajtcej vety aspoti Sest skupin obsahuje dvoch hracov.
Kedze vsetkych 20 hracov, ktorych sme rozdelovali, bolo roznych, bude aj tychto 12 réznych. A to je ono.

Iné rieSenie:

Toto riesenie bude zaloZené na vyuziti tedrie grafov. Vrcholmi budeme reprezentovat hracov a hranami zapasy
medzi nimi; teda hrana bude medzi dvomi vrcholmi prave vtedy, ak hraci zodpovedajuci tymto vrcholom spolu
hrali zapas.

Vdaka podmienke zo zadania (viete ktorej?) bude z kazdého vrcholu vychadzaf asponi jedna hrana. Nas graf
zjavne nebude stvisly (porozmyslajte preco) a teda bude pozostévat z niekolkych komponentov (stvislych éasti).
Ak dokéZeme, %e komponentov je aspoii Sest, tak sme vyhrali, pretoZe potom staéi z kazdého komponentu vybrat



Tubovolnt hranu. Toto dokdZeme sporom, teda budeme predpokladat, Ze ich je najviac pét. Teraz dokonca budeme
predpokladat, Ze komponentov je prdve pit, neskor sa zamyslime nad tym, ¢ naozaj nemusime rozoberat aj ostatné
pripady.

Oznac¢me pocet vrcholov v jednotlivych komponentoch ako v; + 1, kde 1 < i < 5. (Toto oznacenie si naozaj riadne
premyslite.) Kedze hracov je 20 a kazdy musel hrat, tak v; +vo+v3+v4+v5 = 15. Ale kedze ku kazdému z vrcholov
vo v; musi prinélezat aspori jedna hrana, tak hran je aspon 15, ¢o je hladany spor.

Teraz je ten spravny cas zaoberatf sa korektnostou predpokladu, ze komponentov je prave pif. Tento predpoklad
naozaj mozno pouzit — vyplava to z predchddzajiceho odstavca. Premysliet to do podrobna ldskavému citatelovi
uréite nebude robit problém. Tym bude zaroven dokaz skonceny.

Uloha é&. 6: Prirodzené ¢isla p, q st nesudelitelné prave vtedy, ked si nesidelitelné ¢isla 2P — 1, 29 — 1. Je toto
turdenie pravdivé?

Pozndmka: Dve ¢isla si nestudelitelné prave vtedy, ked ich najvicsi spolocény delitel je jedna.

Riesenie: (opravovali Lucy a Miki)

Nech D(a,b) je najvacsi spolo¢ny delitel ¢isel a a b.

Chceme zistit, ¢i je pravda, ze D(p,q) = 1 prave vtedy, ked D(2P — 1,29 — 1) = 1. Na hladanie oboch najviicésich
spoloénych delitelov vyuzijeme Fuklidov algoritmus. Spravime rozdiel &isel p, ¢ (bez ujmy na vSeobecnosti nech
p > q). Vieme, ze D(p,q) = D(q,p — q), pretoze ak nejaké ¢islo deli p aj ¢, tak deli aj ich rozdiel. Takto mézeme
pokracovat dalej, az kym jedno z éisel nebude 0 a to druhé z ¢isel bude hladany najvicési spoloény delitel ¢isel p,
q. Teraz D(p,q) = D(p — ¢,q) a

D(2P — 1,29 — 1) = D(2P — 1 — (29— 1),27 — 1) = D(29(2P~9 — 1),29 — 1) = D(2P=9 — 1,29 — 1).
Mbzeme pokracovat aj dalej. Za predpokladu, ze p — ¢ > ¢, plati D(p — q,q) = D(p — 2¢,q) a

D(2P77 - 1,29 — 1) = D(2P79 —1— (29— 1),27 — 1) = D(2%(2P727 - 1),27 — 1) = D(2P727 — 1,27 — 1).

Vidime, Ze pri hladani najviicésieho spolo¢ného delitela ¢isel 2P — 1,29 — 1 budt v exponentoch presne také isté ¢éisla
ako pri hladani najviicésieho spolo¢ného delitela éisel p, q. DokéZeme to matematickou indukciou.

1° V prvom kroku st exponenty rovnaké ako ¢isla v prvej dvojici (D(2P — 1,27 — 1), D(p, q)).

2° Nech v nejakom kroku D(p,q) = D(a,b) a D(2P — 1,29 — 1) = D(2% — 1,2 — 1). Ak a > b, tak potom
D(a,b) = D(a—b,b) a D(2* — 1,2 —1) = D(2¢ — 1 — (2 — 1),2* — 1) = D(2¢7% — 1,2" — 1). Teda dokaz je
hotovy.

Teraz je uz rieSenie tlohy Tahké. Vieme totiz, Ze Euklidov algoritmus skon¢i vtedy, ked je jedno z &isel rovné nule
a najvicsi spoloény delitel je to druhé ¢islo. Potom ale D(p,q) = 1 znamend, Ze v poslednom kroku sme mali
D(p,q) = D(1,0) = 1. Lenze tym sme zaroven dokazali, ze D(2P — 1,29 — 1) = D(2! — 1,29 — 1) = D(1,0) = 1.
Opaént implikiciu dokdzeme podobne. Ak D(2F — 1,27 — 1) =1, ¢ize D(2P — 1,27 — 1) = D(1,0) = 1, tak vieme,
ze D(p,q) = D(1,0) = 1. To je vSetko.

Uloha é&.7: Tomds dostal na narodeniny velki bonboniéru. Mala §tvorcovsj tvar rozmerov 2n x 2n (bolo v nej teda
4n? cukrikov rozmiestnengch v 2n riadkoch a 2n stlpcoch). Este na oslave ju otvoril a spolu s kamardtmi vela
cukrikov zjedli. Ked sa druhy deri Tomds zobudil, nasiel v bonboniére, chida, uZ iba 3n cukrikov. Dokdzte, Ze bez
ohladu na to, ktoré cukriky zostali, moze Tomds zvolit takych n riadkov a n stlpcov bonboniéry, Ze na nich budi
vsetky zvysné cukriky.

Riesenie: (opravovali Misko a Peto N.)

Najprv sa budeme snazit vybrat n riadkov tak, aby v nich bolo ¢o najviac cukrikov. Usporiadajme si riadky bonbo-
niéry podla poctu cukrikov. Ukdzeme, ze ak vyberieme n riadkov s najviac¢sim pocétom cukrikov, vzidy v nich bude
asponi 2n cukrikov. Oznac¢me si poCty cukrikov v riadkoch bonboniéry ai,as, ..., as,, priCom a; > as > -+ > agy.
Chceme ukézat, ze a; + as + -+ - + a, > 2n.

Ukazeme to sporom. Nech to neplati. Teda plati, Ze a1 + as + - -+ 4+ a, < 2n — 1. To ale znamena, Ze aspon jedno
z ¢isel a1, as,...,a, je mensie ako 2. Nech je to ¢islo ax. A kedZe v bonboniére je dokopy 3n cukrikov, musi tiez
platit, Ze an 41+ anyo+- - +ag, > n+ 1. No to znamend, Ze aspoii jedno z ¢isel an 11, Gpy2, ..., ag, je vidsie ako 1,
teda aspon 2. Nech je to ¢islo ay. Spolu mame 2 < ay < a, < 2, ¢o je zjavne spor.

Teda vieme vybrat n riadkov tak, aby v nich bolo aspon 2n cukrikov. Ostédva ndm najviac n cukrikov, ktoré mame
pokryt n stlpcami, ¢o zrejme nie je problém (vyberieme tie stipce, v ktorych je aspon jeden cukrik nepokryty
a doplnime ich do poétu n Tubovolnymi dalsimi). CiZe naozaj vieme vybrat n riadkov a n stipcov tak, aby sme
nimi pokryli vSekych 3n cukrikov.

Komentar: Uvedené rieSenie je pomerne prirodzené — ked chceme pokryt ¢o najviac cukrikov, skisime najprv vybrat

n ,najcukrikovejsich“ riadkov a dopodéitame, ¢ to bude stadit. V tomto pripade to stacilo (kludne sa mohlo stat,
7e by to nevyslo a museli by sme riadky a stipce vyberat sofistikovanejsie).



Napriek tomu, Ze iloha nebola velmi naro¢na, mnohym vam robila problémy. Viésinou ste sa zaplietli Givahami
typu ,,zoberme najhorsie mozné rozmiestnenie cukrikov®. Pritom takyto pristup pri podobnych tlohach malokedy
funguje. Je totiz zlozité (zvidsa takmer nemozné) zdovodnit, preco je nejaké rozmiestnenie ,najhorsie®.

Uloha &.8: Nech © ay st redlne ¢isla také, e x> + 9%, 2% + 4% aj 2* + y* si raciondlne ¢isla. Dokdzte, Ze potom
aj x +y a xy su raciondlne cisla.

RieSenie: (opravovali Dada a Raza)

Na vyrieSenie tejto tlohy si bolo treba uvedomit, Ze ked séitame, od¢itame, vyndsobime, alebo vydelime dve
racionélne ¢isla (pri¢om éislo, ktorym delime, musi byt rozne od nuly), dostaneme opét ¢islo racionlne. Potom
sa stacilo chvilku pohrat s vyrazmi v zadani. Tak sa podme hrat :). Vieme, ze 2% + 9%, teda aj (2% + 3?)? je
racionélne ¢islo. Kedze plati

2
(2% +9%)° = 2t 42227+t
2
(z*+¢?)" — (@ +y") = 22%°

a x*4y* je tiez racionalne &islo, tak aj 22y? je racionalne. Podobou tivahou, no vyuzijic novy poznatok, ze z2y% € Q,
z rovnosti

3
@412 = 8430y 4 302yt 4y
(22 +12)° — 3222 (@2 + %) = ab+y°
dostavame, ze aj 25 4+ y® € Q. Obdobne z
@@ +1%)° = 2% 422595 + 45
2
(@®+y°)" = (@®+y°) = 22°°

vyplyva, ze aj 3y € Q. Podiel racionalnych ¢isel 23y3 /2292 je tiez racionalny, teda xy € Q, samozrejme za pred-
pokladu z2y? # 0. Rovnost x2y? = 0 nastéva prave vtedy, ked zy = 0, takZe aj v tomto pripade je 2y racionalne
(lebo 0 € Q). Zo vztahov

2 _ $2+y2+2$y

23+ 322y + 329 + 2 = 2% + 92 + 3ay(2? + P

(z+y)
(z+y)°

vyplyva, ze (z + y)? a (z + y)3 s racionalne ¢&isla. Teda ich podiel z + y je tiez raciondlne &islo, samozrejme
za predpokladu (x + y)? # 0. Rovnost (z + y)? = 0 nastava prave vtedy, ked z +y = 0, takZe aj v tomto pripade
je x + y racionédlne. A naSa hra konci, lebo chtiac-nechtiac sme dokézali, ¢o bolo treba.

Komentar: Sposobov, ako sa zahraf, bolo naozaj habadej. VicSina z vds mala velmi pekné a originélne rieSenia,
ktoré by tu mohli byt namiesto nédSho. No tradiénou chybou bolo, Zze ste zabudali overif, ¢ nedelite nulovym
vyrazom. Ale inak to bolo velmi pekné ¢itanie :).

Uloha é&.9: Ndjdite vsetky dvojice celijch ¢isel x a y, pre ktoré plati

+D)E+2)(x+3)+r@+2)(@+3) @+ D)(z+3) +a@@+1)(z+2) =y>.

Riesenie: (opravovali Rasto a Tomas)

. . v v 7 ’ . x . z 7 w7 v ’ w7 ’
Najprv si viimneme, ze pravéa strana v zadani (t.j. % ) je nezéaporné é&islo pre vsetky celé ¢isla x a y, okrem pripadu
x = 0 (ten rozoberieme samostatne, sta¢i ho dosadif a mame jedno z rieseni).

N2
Pre z > 1 je mozné napisat vjraz na pravej strane ako druht mocninu y? = <y2 1) > 0. Preco je to tak aj pre

& < —1? Zdovodnenie, 7e to je exponencidlna funkcia, je nespravne, pretoze napr. y3  je zaporné aj pre y = —1,
z=1.
Pre z < —1 si vieme pravu stranu (s vyuZitim absolatnej hodnoty || > 1 a Gprav s exponentami) Sikovne prepisat

do tvaru
yQI — y27‘w‘ = y2\1’1r\ — 2'%: \/ 2”‘7\1/@ 2 0,

pretoze druhé odmocnina je definovana iba pre 2*'7}/y > 0 a celd je nezaporna.




Dal$im spravnym krokom pri rieseni tejto ulohy bolo rozobrat z < —4, x > 0 a ostatné moznosti pre = rozobrat
dosadenim.

Pre x < —4 su vSetky zatvorky na lavej strane zaporné ¢isla, stiéin troch zapornych ¢isel je zaporné ¢islo. Nakoniec,
ak s¢itame Styri zdporné ¢isla, dostaneme zéporné ¢islo. Inak povedané, pre x < —4 je lava strana zapornd, ale prava
je vzdy nezaporna. RieSenie tu nenajdeme.

Pre x = —3 dostaneme (tri s¢itance st nulové), Ze mé platit

neexistuje riesenie y.
Pre x = —2 dostaneme (tri s¢itance st nulové), ze ma platit

NS

—2
2=(-2)(-1)(+1) =y* =yT =¥y,

umocnenim méme y = 2* = 16. Sktgkou (pretoze umoctiovanie nie je exvivalentnd tiprava) overime, ze r = —2,

y = 16 je skuto¢ne prvym rieSenim.

Pre © = —1 dostaneme (tri séitance st nulové), ze mé platit

2= (=1)(+1)(+2) =9 >0,

opit neexistuje rieSenie y.
Nakoniec pre = 0 dostaneme (tri s¢itance st nulové), Ze m4 platit

6= (+1)(+2)(+3) =y =",

takze x = 0, y = 6 je druhym riesenim.
Ostal ndm pripad x > 0. Tu ndm pomdZe zvySok po deleni ¢islom 4 (tzv. modulo). Ak si rozndsobime lavi stranu,
dostaneme

473 + 1827 + 220 + 4 =222+ 3)(2? + 3z + 1) = 2(2z + 3)(z(z + 1) + 22 + 1).

Vsimnime si, Ze je to ¢islo delitelné dvoma, ale nie $tyrmi, pretoZe v zatvorkach st neparne ¢isla (z(z 4+ 1) je vzdy
parne, 2z + 1 je neparne). To ale znamend, 7e ak by existovalo rieSenie pre z > 0, musela by byt aj pravd strana
parna, preto aj y musi byt parne. Ak si preditate druhti vetu v tomto rieSeni, zistite, Ze potom je prava strana
delielnd (pre parne y) Styroma. Tato vlastnost nemd lava strana a tak tu nendjdeme ziadne iné riesenie.

Uloha mé dve rieSenia z = —2, y = 16 a z = 0, y = 6.

Komentar: Mylili ste sa najmi v argumentécii, preco plati y2° > 0. Pozor, toto nie je ,klasickd“ exponencislna
funkcia! Podobne, ak ste sa rozhodli stavat svoje rieSenie pre x > 0 na tom, Ze ,exponencidlna funkcia rastie radovo
rychlejsie ako polynomicka“, patrilo by sa to korektne ukazat.

Uloha &.10: Stvorec s rozmermi 99 x 99 je cely pokryty dlazdickami tvarov B, . o HH. Ziadne dve dlazdicky sa
neprekrjvaji a Ziadna nevycénieva von. Dlazdicky mézu byt aj pootdcané. Dokdzte, Ze dlaidiciek tvaru Hh je aspor
199.

RieSenie: (opravoval Buggo)

Tato tlohu sa mézeme pokusit riesit viacerymi sposobmi. Moézeme napriklad najst vSetky sposoby, ako sa dé
vydlazdit nas stvorec a pre kazdé takéto vydlazdenie ukazat, ze sme pouzili asponi 199 dlaziciek tvaru Hi. Tento
pristup ale nie je najStastnejsi, pretoze by nam trval priliz dlho a asi by sa nam tazko dokazovalo, Ze sme naozaj
nagli vSetky vydldZdenia. In4d moZnost je najst nejaka vlastnost alebo vlastnosti, ktoré budi mat vSetky dobré
vydlazdenia a pomocou tychto vlastnosti dokéazat, ¢o treba.

Ako vSak najst taka vlastnost? V tlohe ndm vystupuju iba dlazdicky, stvorce a pokrytie dlazdickami. Ni¢ iné.
Hladan4 vlastnost by teda mohla byt nejakym vztahom medzi Stvorcom, dlazdickami a pokrytim. Ked sa pozrieme
na dlazdicky, hned si uvedomime, Ze dve z nich pokryju vzdy Styri policka Stvorca (polic¢ko Stvorca je maly Stvorcek
1 x 1) a jedna tri policka. Snazme sa nejako vyuzit tato vlastnost. Predstavme si, Ze poli¢ka Stvorca ofarbime
niekolkymi farbami (kazdé poli¢ko prave jednou) a podme skumaf, na poli¢kach akej farby budd nase dlazdicky.
Snazime sa najst také ofarbenie, ktoré nam dobre vyjadri (alebo odhali) nas hladany vztah.

Poktsme sa §tvorec ofarbit tak, aby dlazdicky BH, £ pokryli pri lubovolnom rozmiestneni poli¢ka Styroch roznych
farieb a dlazdicka By troch roznych farieb. Takéto ofarbenie naozaj existuje (tabulka 1 — &isla znamenaju farby).



112|112 1 1
4 13| 4
112|112 1 1
tabulka 1 tabulka 2

Vyskisajte teraz s vyuzitim tychto skuto¢nosti dokazat nase tvrdenie. My ideme postupovat trogku inak. Urobime
totiz trochu iné ofarbenie. Ofarbime Stvorec, ako je to v tabulke 2.
Farbou 1 ofarbime kazdé policko, ktoré je v neparnom riadku a zaroveti aj v neparnom stipci. Ostatné policka buda
biele. VSimnime si teraz, Ze jedna dlazdicka zakryje najviac jedno policko farby 1. Lahko nahliadneme, Ze farbou 1
je ofarbengch prave 50 x 50 = 502 poli¢ok. Oznaéme si = pocet dlazdiciek tvaru Ho a y pocet zvysnych dlazdiciek.
Potom

x+y > 502

Zaroven vieme, Ze
3z + 4y = 992

To kvoli tomu, Ze policok je spolu 992 a Hy zaberie tri policka a 7 a HH zabert po $tyri. Dajme teraz nase dva
vztahy dokopy a dostaneme

T =4z + 4y — 3z — 4y > 4 - 50% — 99% = 100% — 997 = (100 — 99) - (100 + 99) = 199,
do sme chceeli dokazat.

Poznédmka: Bolo by vhodné poznamenat, Ze nemé zmysel ukladat dlazdicky inak ako priamo tak, ako st nakreslené
v zadani, alebo otoéené o nejaky celo¢iselny ndsobok devitdesiatich stupiiov. Skiste sa zamysliet, preco.

Uloha &.11: Rasto md na papieri napisangch 26 réznych cisel z mnoZiny {1,2,...,100}. Ukdzte, Ze sa z nich dd
vybrat niekolko (aspori jedno) tak, Ze ich sicin bude §tvorec (t.j. druhd mocnina celého cisla).

RieSenie: (opravoval Pista)

Pocet prvocisel v mnozine M = {1,2,---,100} je 25. Kazdé prirodzené ¢&islo m € M sa da jednoznacne prepisat
do kanonického rozkladu v tvare m = p{* - pg? - - - pg2®, kde p; je i-té prvocislo a o; € {0,1,--- ,6}. Teraz priradime
kazdému m € M bindrny 25-ciferny kéd ¢(m) = mims - --maos podla nasledujiceho pravidla: Ak «; je pérne,
tak m; = 0, inak m; = 1. Je zrejmé, Ze ked je nejaké éislo Stvorcom prirodzeného ¢&isla, kazdé prvocislo sa v iom
nachadza parny pocet krat, a tak jemu priradeny kdd pozostava zo samych niil. Pocet réznych bindrnych kédov
dlzky 25 je 225.

Oznacéme si Rastovu mnozinu 26 &isel ako R. Taky isty kéd mozeme priradit kazdej podmnoZzine G mnoziny R.
Ozna¢me si S(G) dislo, ktoré dostaneme ako sucin vetkych prvkov tejto podmnoziny. Kéd priradeny podmnozine
G bude kéd, ktory priradime ¢islu S(G). Mozeme to urobif z toho dévodu, Ze v kanonickom rozklade S(G) sa

.....

226 _ 1 réznych neprazdnych podmnozin.

potom na zaklade Dirichletovho principu existuju dve rézne podmnoziny G1, G2 mnoziny R, ku ktorym je priradeny

taky isty kod, tj. ¢(S(G1)) = ¢(S(G2)). Potom zrejme S(G1) - S(G2) je Stvorec prirodzeného disla.

Ak st podmnoziny G; a Go disjunktné, tak mnozina G; U G2 C R a S(G1 U G2) = S(G1) - S(G3), ¢o je Stvorec

prirodzeného ¢isla. Takze G; U G4 je podmnozina mnoziny R, ktora obsahuje ¢isla, ktorych sucin dava stvorec.

Ak G, G4 nie st disjunktné, tak G; NGy = {x1,- - ,x} pre nejaké k > 1. Nech G = (G1 UG2)\ (G1 NG3), potom
x2 - a?

kedze sme spolo¢né prvky skrtli aj zo suc¢inu S(G1) aj z S(Gz). Zrejme S(G1) - S(G2) je §tvorec prirodzeného ¢isla,

a kedze z% - -+ 2% | S(G1) - S(G2), tak aj S(G) je Stvorec prirodzeného ¢isla. V tomto pripade je G t4 hladand

podmnozina, ktorej sucin prvkov dava stvorec.

Tym je tloha vyriesena.

Uloha &.12: V ostrouhlom trojuholniku ABC plati |AC| < |AB|. Body O, H, P st postupne stred kruznice opisanej
trojuholniku ABC, ortocentrum trojuholnika ABC' a pdta vysky z vrcholu C na stranu AB. Nech kolmica cez bod
P na priamku OP pretina priamku AC v bode Q. Dokdzte, ze uhly PHQ a BAC maji rovnaki velkost.

Riesenie: (opravovala Hanka)



C (Podla Fera Simancika.) Ozna¢me k kruznicu opisani trojuholniku ABC),
D druhy prieseénik vysky C'P s kruznicou k a X pétu vysky z bodu B
X na stranu AC. Dalej nech R je priese¢nik priamky QP s tiseckou DB.

> Uhol BAC ozna¢me «. V trojuholniku X BA je uhol AX B pravy (BX je
Hia vitka na AC), preto | XBA| = |JHBA| = 90° — |[SXAB| = 90° — o
Q V trojuholniku PHB je podobne |[<HPB| = 90°, preto |[SPHB| =
= 90° — | PBH| = 90° — (90° — @) = «. Uhly CAB a CDB su ob-

A 90° — o vodové uhly kruznice k¥ nad tym istym oblikom CB, teda |[<CDB| =
A P B = [4CAB| = . Teraz si vS§imnime trojuholnik H D B. Uhly HDBaDHB
maju velkost «, preto je tento trojuholnik rovnoramenny. Usecka BP je
kolméa na tsecku HD (lebo C'P je vyska na AB), ¢ize to bude vyska

R na zakladiiu v rovnoramennom trojuholniku H DB, teda zdroven aj faz-
¢ nica a bude platit |HP| = |DP)|. Este si vSimnime, ze uhly DPR a QPH
D st vrcholové, €ize plati [<DPR| = |[JQPH]|.

Ked sa teraz blizsie pozrieme na to, ¢o sme zatial zistili, vidime, Ze by bolo pekné, keby sa ndm este podarilo
dokéazat rovnost |PQ| = |PR|. Tym by sme vlastne dokazali, ze trojuholniky QPH a RPD st zhodné (podla vety
sus), a teda aj rovnost uhlov [SCAB| = |[<PDR| = |4 PHQ)|, ¢o je ciefom ulohy.

Sktisme si tato rovnost dokazat. V nasom pripade naozaj plati, ¢o sa dalo ukdzat napriklad analyticky (mozte si
skusit), alebo elegantnejsie vyuzitim vety, ktort v anglickej literattre nazvali The Butterfly theorem.

Z toho asi o vela mudrejsi nie ste, tak sa na 1iu teraz pozrime zbliz- A
Sia. Vezmime si kruznicu ¢ a nejaku jej tetivu, ktorej prieseéniky
s danou kruZnicou oznac¢ime K, L. Teraz zostrojme dve fubovolné
tetivy AB a C'D prechadzajuce stredom M tetivy KL, pricom A,
C lezia v tej istej polrovine uréenej priamkou KL (uvedomte si,
Ze presne tento pripad nastédva aj v nasom priklade). Potom AD
pretina K'L v bode X, BC pretina KL v bode Y a bod M je stre-
dom useCky XY. A dokaz? Najprv zostrojme cez body X a Y rov-
nobezky s AB a CD. Priesecniky s AB ozna¢me X, Y1 as CD
X, Yy (pozri obréazok). Dalej nech |[KM| = |[ML| = a, | XM| = x
a |YM| = y. Teraz si v8imnime, Ze v obrazku méame kopu podob-
nych trojuholnikov, tak to treba nejak vyuzit. Vidime, Ze trojuhol-
niky XMX; a YMY; st podobné, teda z/y = | XX1|/|YY1|. Po-
dobne dostaneme z/y = | X X»|/|YY3| (z podobnosti trojuholnikov
XMXy aY MY,). TaktieZ plati, Ze trojuholniky AX X; a CY'Y; st
podobné, teda |XX;|/|YY2| = = |AX]|/|CY|. Podobne dostaneme
| X Xo|/|YY1] = |DX]|/|BY| (z podobnosti trojuholnikov DX X5 a BY'Y}).
Teraz si pomocou toho, ¢o sme dostali, vyjadrime podiel

y2  |YYi|-|YYs|  |CY]|-|BY]

v? XX [XXo|  |AX] DX

Z mocnosti bodov X a Y ku kruznici £ vyplyva |[AX|-|DX| =|KX|-|XL|a|BY -|CY|=|KY|-|LY|. Preto

|AX|-|DX| (a—2) (a+x) a*>—2a?

CY[-[BY| ~ (a—y)-(a+y) a®—y*

Z toho vidime, Ze x = y, ¢o sme chceli dokazat.

Uloha é&.13: Nech p je prvocislo tvaru 4k + 1. Dokdzte, Ze rovnica x*> — py? = —1 md aspori jedno riesenie (x,y)
v celgch cislach.

RieSenie: (opravoval Foto)

(Podla Ondra Budaca.) V rieSeni vyuZijeme nasledovnt lemu: Pre kaZdé prirodzené cislo n, ktoré nie je Stvorec,
md Pellova rovnica 2% — ny? = 1 nekonecne vela rieseni v celych cislach.

Dékaz sa da pozriet v SMM 49 - Retézové zlomky.

Tu je na mieste upozornit vzacnych ¢itatelov, Ze po absorbovani tohto poznatku je uz dokaz len relativne jedno-
duchym cvicenim z tedrie ¢isel, preto by som ich chcel poprosit, aby tento text odlozili na spodok Suflika a skisili
si tllohu doriesit sami.

Nech (a,b) je najmensie netrivialne riesenie rovnice 22 — py? = 1 (rozne od (1,0)). Sktste si sami dokazaf, 7ze a
nemoze byt parne. Potom uz Tahko nahliadneme, Ze a musi byf neparne a b parne. Oznacme teda a = 2k + 1



a b= 2m, kde k a m st priodzené ¢isla. Plati:

a?—1 = pb?

(a=1(a+1) = pb?
2k(2k +2) = p(2m)?

k(k+1) = pm?

Cisla k a k + 1 st nestdelitelné, preto prave jedno z nich je delitelné p. V prvoéiselnom rozklade ¢isla m? ma kazdé
prvodislo parny exponent a pre kazdé z tychto prvodisel s pArnym exponentom plati, Ze je nim delitelné prave jedno
z Cisel k, k 4+ 1. Teraz uz vieme, Ze jedno z tychto ¢isel je Stvorcom a druhé je p-nasobkom Stvorca. Existuja teda
dve také prirodzené &isla c a d, ze bud k = c? a k+ 1 = pd?, alebo k = pc? a k+ 1 = d?. V prvom pripade plati
c? — pd? = —1. ¢&ize sme dokézali, Ze existuji prirodzené &isla, ktoré st riesenim rovnice zo zadania. Druhy pripad
Sikovnejsi citatel polahky dovedie k sporu s predpokladom, Ze riesenie (a,b) rovnice 22 — py? = 1 bolo najmensie.

Uloha é&.14: Lubovolny n-uholnik P leZ v rovine. Jeho strany si oznacené 1,2,...,n. Nech S = s1, 52, 53,... je
konecénd alebo nekonecnd postupnost, pricom s; € {1,2,...,n}. Budeme prekldpat mnohouholnik P takto: najprv
ho preklopime okolo hrany s ¢islom sy (takZe P v novej polohe je osovo simernyg s P v povodnej polohe podla strany
s1), potom okolo hrany s cislom sy a tak dalej.

a) Dokdzte, Ze existuje nekoneénd postupnost S takd, Ze ked podla nej budeme prekldpat P, tak kaZdyg bod v rovine
bude asponi raz zakryty mnohouholnikom P.

b) Dokdzte, Ze postupnost S poZadovand v casti a) nemoéze byt periodickd.

¢) Nech P je pravidelny pituholnik s polomerom opisanej kruznice rovnym 1. Nech D je lubovolny kruh s polo-
merom 1,00001 v rovine pdtuholnika. Existuje konecnd postupnost S takd, Ze ked poprekldpame P podla S,
bude pdituholnik P cely lezat vnitri kruhu D ?

RieSenie: (opravoval Mazo)

Najprv sa zamyslime nad par drobnostami, ktoré sa mozu hodit pri rieSeni tejto ¢i inej tlohy.

e Kazd4 koneénd mnozina redlnych ¢isel ma minimum. Nekoneénd mnozina minimum mat nemusi, dokonca ani
vtedy, ked je ohranicend zdola. Podobne to funguje pre maximum.

e Ku kazdej kone¢nej postupnosti S, podla ktorej prekldpame mnohouholnik, existuje inverznd (ozna¢me ju
S~1); je iou postupnost S napisana odzadu. Pri nekone¢nej postupnosti S neméa zmysel hovorit o inverznej
postupnosti.

e Do postupnosti nemézeme napchat prilis vela ¢lenov. Predstavme si takyto postup: Vezmime si lubovolnu
nekoneéni postupnost S. Ak pokryva vsetky body, tak sme hotovi. Ak nie, tak ju skiisme opravit. Pre kazdy
nepokryty bod najdeme koneéna postupnost S;, ktora ho pokryje. A staéi zobrat postupnost S;, S, LS: tato
postupnost uz pokryva aj ten péovodne nepokryty bod. Problém tohto postupu je v tom, Ze funguje len vtedy,
ked je nepokrytych bodov kone¢ne vela. Co sa stane, ak ich je nekonecne vela? Sktiste sa zamysliet aj nad
tym, ¢ sa daji usporiadat do postupnosti vietky realne ¢isla.

Podme sa pozrief na samotné rieSenie tlohy; vyuzijeme niekolko peknych napadov Ondra Buddca.

Lema: Pre kaZdy mmnohouholnik P existuje kladné éislo € a koneénd postupnost S. takd, Ze ked poprekldpame
mnohouholnik P podla postupnosti S., tak budu pokryté vsetky body, ktoré si vzdialené nanajvys € od obvodu
mnohouholnika P.

Dokaz: Ozna¢me hrany mnohouholnika P = Aj A, ... A, zaradom ¢islami 1,2,...,n. Nech A; je lubovolny vrchol
mnohouholnika P = A; A, ... A,. Nech ¢; je kladné ¢islo mensie nez vzdialenost najblizsieho vrchola mnohouholnika,
P od vrchola A;. Potom kruh so stredom A; a polomerom &; vieme pokryt nejakou kone¢nou postupnostou .S;, staci
[27 /@] preklopeni, kde ¢ je vnitorny uhol mnohouholnika P pri vrchole A;. Vezmime si Tubovolnt hranu A; 4,14
munohouholnika P (4,41 = A;). Zrejme ked mnohouholnik preklopime podla tejto hrany, bude pokryty pés so sirkou
€441 > 0, priom tato Sirka je rovna vzdialenosti najblizsieho vrchola od hrany A;A;.1. Tento pas sa faha pozdlz
celej hrany, jediny problém modze byt v okoli vrcholov A;, A;y1, ale to nés netrapi, pretoze tieto body pokryjeme
spominanymi kruhmi. Vezmime si teraz najmensie z ¢isel €1,...,€pn,€1,2,--.,En,n+1 @ 0zna¢me ho €. Z volby disel
g vyplyva, Ze teraz existuje postupnost Se, ktord pokryje vSetky body vzdialené od mnohouholnika P nanajvys e.
Dostaneme ju tak, Ze napiSeme zaradom postupnosti pre jednotlivé epsilony a za kazdou z nich aj zodpovedajicu
inverzna postupnost, aby sme dostali P do pdvodnej polohy; S = 5151_15252_1 ... 112200 onn.

a) Vezmime si mnoZinu M bodov takych, ze kazdy z nich sa d& pokryt kone¢nou postupnostou. Tato mnozZina je
zjednotenim mnozin pokrytych jednotlivymi koneénymi postupnostami. Ak existuje v rovine bod, ktory nepatri
do M, tak existuje aj bod, ktory tiez nepatri do M a pritom je vzdialeny nanajvys ¢ od nejakého vnuatorného



bodu mnoziny M. To je vSak spor s lemou (rozmyslite si), preto mnozina M musi obsahovat vSetky body roviny.
Nech {57, 53, ...} je mnozina kone¢nych postupnosti. Potom postupnost S = 5151_15252_1 ... existuje a pokryva
celt rovinu, pretoze pokryva vSetky body mnoziny M. Postupnost S uréite vieme zostrojif, sta¢i do nej pridavat
postupne vietky koneéné postupnosti dizky 1, potom postupnosti dizky 2,... (zamyslite sa).

MozZno sa vam nepadil predosly dokaz casti a). Sktisime si preto skonstruovat hladant postupnost S inym spdsobom.
Vezmime si ¢islo € z lemy a pravouhli siet mrezovych bodov (k,1), kde k, I st celé ¢isla, pricom jednotkova tsecka
(uréena bodmi (0, 0) a (0, 1)) mé velkost e. Tuto siet mozeme zvolit tak, aby bod (0, 0) lezal vnutri mnohouholnika P.
Z lemy vyplyva existencia postupnosti S, takej, Ze po vykonani tejto postupnosti buda pokryté body (1,0), (0,1),
(0,-1), (—1,0). Po pokryti tychto bodov sa presunieme pomocou ¢asti postupnosti S. do bodu (1,0) a celé to
zopakujeme. Potom sa posunieme do dalsieho bodu. .. a takto pokracujeme dalej, pricom sa pohybujeme po $piréle,
aby sme pokryli vSetky mrezové body. Z lemy vyplyva, ze ak mrezovy bod je vnatornym bodom P, tak aj cely
kruh s polomerom ¢ a stredom v tomto mrezovom bode vieme pokryt konecnou postupnostou, preto sme pokryli
celd rovinu, nakolko je zjednotenim tychto kruhov.

b) Nech takato postupnost je periodickd s periddou p. Potom aj 2p je jej peridda, navySe parna, takze existuje
také kone¢na postupnost T parnej dizky, Ze po aplikovani 7' na mnohouholnik P dostaneme s nim zhodn§ mnoho-
uholnik P’. Dvojica mnohouholnikov P, P’ uréuje zhodné zobrazenie, moze to byt bud otodenie, alebo posunutie
(vyuzivame, Ze postupnost T mé parnu dizku, &m vylaéime zlozenie osovej siimernosti a otocenia alebo posunutia).
V oboch tychto pripadoch je intuitivne jasné, preco celd rovinu nepokryjeme, korektny dékaz si skiiste spravit sami.
Pomoze vam uvedomit si, Ze pre kazdd koneént postupnost existuje kruh, mimo ktorého s vSetky body nepokryté.
c¢) Preformulujme si tlohu, mozno to pomoze. Na dokaz toho, ze pravidelny péfuholnik P s polomerom opisanej
kruznice dlzky 1 vieme popreklapat do kruhu & s polomerom 1+ ¢ (e > 0), sta¢i dokazat, Ze jeho stred je od stredu
K kruhu k vzdialeny menej ako . Sktimajme teda stred (fazisko) R p#tuholnika P a skdsme zistit, kam ho vieme
prekldpanim presunat. Oznac¢me si strany Aj As, AsAs, A3Ay, AyAs, AsA; nasho piafuholnika P éislami 1,2,3,4,5.
Postupnost 2,5 nam posunie bod R v smere strany 1 o a(3 + v/5)/2 (nakreslite si to a zratajte; a je dlzka strany
mnohouholnika). Postupnost 2, 1, 5, 2, 1, 5 posunie bod R v smere strany 1 o a(5 4 /5)/2. Ukazeme, 7e z tjchto
dvoch posunuti (ozna¢me si ich v; a vg) vieme zlozit lubovolne malé posunutie. Nech n je Tubovolné prirodzené
¢islo. Pre i = 1,2,...,n polozme m; = ivy — c;v1, pricom ¢islo ¢; € N volime tak, aby platili nerovnosti 0 < m; < vy
(existencia €isla ¢; vyplyva z toho, Ze vi < wvo a z iracionality ve/vi). Ak pre nejaké i # j plati m; = m;,
tak z definicie m;, m; mame

g — U1 = JjU2 — C;jU1
(i—Jjva = (ci—cj)u
1}72 - Ci — Cj
v i—j ]

to v8ak hovori, Ze v /v je raciondlne éislo, ¢o je spor. Preto vSetky m; s navzajom rozne. Rozdelme interval (0;vy)
na n — 1 rovnakych intervalov

0 1 12 n-2
,nflvl’ nflvl’nf]_vl ’ RN} TL*lvl,vl .

7 Dirichletovho principu vyplyva, Ze v aspon jednom z tychto intervalov lezia aspon dve z ¢isel m;; nech st to BUNV
m; am;. Potom vieme nejakou kone¢nou postupnostou posuntt bod R v smere strany 1 o d = |m;—m;| < v1/(n—1).
Zrejme pre vSetky ¢isla ¢ > 0 vieme zvolit n tak, aby bolo d < n.

Analogicka tvaha sa da spravit aj pre posunutia v smere strany 2 a s tymto uz vieme dokonéit dokaz tvrdenia c),
staci si uvedomit, Ze pre ¢, ktoré je urcené polomerom kruhu k, moézeme spravit siet bodov (re, se), kde r a s st
celé ¢isla, (0,0) = R, priamka uréend bodmi (0,0) a (¢,0) je rovnobezné so stranou 1 a priamka uréend bodmi
(0,0) a (0,¢) je rovnobeznd so stranou 2. Zrejme pre fubovolnt polohu bodu K je tento bod vzdialeny nanajvys e
od nejakého bodu nasej siete.
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