Koreépondenény |\(Iatematicky Seminér

Vzorové rieenia 1.série zimného semestra 2005/2006

Uloha &.1: Vieme, Ze sicet trindstich roznych prirodzenyjch cisel je 92. Zistite sicet dvoch najvicsich z tyjchto
cisel.

RieSenie: (opravoval Misko)

Samé zadanie tlohy ndm napoveda, ze zrejme bude existovat len jeden mozny sicet dvoch najviésich ¢isel. Podme
teda néjst jeden taky sticet; potom dokdZeme, Ze je jediny mozny.

Vezmime si 11 najmensich prirodzenych ¢isel. Ich sicet je 1 +2 4+ 3 4+ --- 4+ 11 = 66. Aky by bol stéet najvicsich
jedno z nich rovnalo niektorému z jedenastich predchddzajicich (¢o zadanie vylu¢uje). No a 92 —66 = 26, teda stcet
dvoch najviicsich ¢isel musi byt 26. Ale 26 = 12+ 14. Mame 13 ¢isel 1,2, 3,4,5,6,7,8,9,10,11, 12, 14, ktorych sicet
je 92 a vietky st rozne. Cize vyhovujii podmienkam zadania a sti¢et najvicgich dvoch z nich je 26.

Prva cast rieSenia mame Gspesne za sebou, ostdva nam dokazat, Ze 26 je jediny moZny stcet dvoch najvicgich ¢isel.
MoZe byt tento stucet vacsi ako 267 Ak by bol vicési, potom by stcet zvysnych 11 ¢isel musel byt mensi ako 66.
Ale my sme vybrali 11 najmensich moZnych prirodzenych ¢isel a ich stcet bol 66, teda mensi stcet dosiahnut
nemozeme, ¢oho ddsledkom je, Ze sticet najvicsich dvoch ¢isel nemdze byt vicsi ako 26.

Moze byt ten stcet mensi ako 267 Zjavne druhé najvicsie ¢islo nemdZe byt mensie ako 12 (keby bolo mensie,
neexistovalo by od neho 11 mengich). Z toho vyplyva, ze najvicsie ¢islo musi byt aspon 13. No a 12 + 13 = 25.
Ukézali sme, Ze stcet najvicsich dvoch musi byt aspon 25. Ale ak by bol rovny 25, potom by ostatnych 11 ¢isel
muselo byt mengich ako 12, a teda by to museli byt ¢isla 1,2,...,11, ktorych sacet je 66. Ale 66 + 25 = 91 a to je
menej ako 92. Teda sticet 25 nevyhovuje, z ¢oho vyplyva, Ze stcet najviiésich dvoch ¢isel musi byt aspon 26.
Ukézali sme, Ze sti¢et najvicsich dvoch ¢isel nemoze byt vicsi ako 26 a zaroven, ze nemoze byt mensi ako 26. Tym
sme vlastne ukazali, ze bud bude 26, alebo nebude Ziadny. KedZe sme nagli jednu 13-icu, vyhovujicu zadaniu,
v ktorej bol stcet najvicsich dvoch &isel 26, mdzeme spokojne napisat odpoved: siicet najvicsich dvoch cisel je 26.
Komentér: N4jst rieSenie tejto tlohy nebolo tazké. VSetci ste prisli na to, Ze sicet najviicsich dvoch je 26. Problém
nastal pri dokazovani, Ze je to jediny mozny sucet. Vicsina z vas to nedokazala. Vsetci ste nasli vyhovujicu 13-icu
a samozrejme, kazdému z vas sa zdalo zrejmé, ze to je jedina vyhovujica 13-ica. Pretoze stucet 1+2+3+---+13 = 91
a potrebujeme eSte niekam pridat jednotku, no nemozeme ju pridat k ¢islam 1,2,...,12, lebo by sme dostali dve
rovnaké. Tak ju pridame k ¢islu 13 a dostaneme vyhovujtacu 13-icu. No a keby sme zase zobrali jedno z ¢isel vicsie
ako 14, tak potom by sme v koneénom ddsledku dostali stcet viacsi ako 92. Takto nejako by sa dalo pokracovat
v dokaze a vic8ina z rieSeni bola tohto typu. Tu je trochu zloZitej$ie na ni¢ nezabudntt a vyjadrit sa dostatocne
jednoznacne. (VSimnite si, Ze v naSom rieSeni nedokazujeme o 13-ici 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 14, Ze je
jedind vyhovujica.)

Uloha &. 2: Dve dobré kamardtky Janka a Hanka si prvého septembra presne napoludnie nastavili rucickové hodinky
na rovnaky (spravny) c¢as. O niekolko dni sa znovu stretli a zistili, Ze Jankine hodinky sa kazdi hodinu pondhlaji
o jednu sekundu a Hankine sa kaZdi hodinu omeskaji o jeden a pol sekundy. Zistite, o kolko hodin najbliZsie
od poludnia prvého septembra budi hodinky oboch dievéat ukazovat rovnaky céas. Zistite tieZ, o kolko hodin budu
najblizsie ukazovat naraz spravny cas.

Riesenie: (opravovali Zuzka C. a Buggo)

Pozrime si poriadne zadanie nasho prikladu. Vieme, ze Jankine hodinky sa za kazda hodinu posunt oproti readlnemu
¢asu o jednu sekundu dopredu. Hankine sa za ten isty ¢as posunt o 1,5 sekundy dozadu. Aky teda bude rozdiel
medzi ¢asmi na hodinkach dievéat po uplynuti jednej hodiny? 2,5 sekundy. Po uplynuti druhej hodiny uz bude
tento rozdiel pét sekind a s kazdou dalsou hodinou bude narastat vzdy o 2,5 sekundy. Ako velmi musi tento rozdiel
narast, aby ¢asy na oboch hodinkéch boli rovnaké? A da sa to vobec? Skiisme sa na to pozriet.

Po jednom dni bude rozdiel na hodinkach jedna mintata (24 - 2,5 = 60). Vtedy hodinky nebuda ukazovat ten isty
¢as. Ak budt jedny hodinky meskat za druhymi o hodinu, tieZ nebuda ukazovat rovnaky ¢as. Aky je teda naj-
mensi moZny rozdiel medzi ¢asmi na hodinkdch na8ich dievéat, pri ktorom budi@i opit ukazovat rovnaky cas?
Ano, je to dvanast hodin! (Kto neveri, nech si nakresli obrdzok a premysli si to. Uveri!) Teraz je uz tloha
potrebujeme, aby tento rozdiel bol az dvandst hodin, ¢o predstavuje 12 - 3600 sekind. To znamend, 7e dievéata
budd mat na hodinkéch rovnaky ¢as presne o 12 -3600/2,5 = 17 280 hodin.

Druht ¢ast dlohy teraz zvladneme v pohode. V okamihu, ked hodinky oboch dievéat budt ukazovat ¢as presne,
musi zaroven platit, ze ukazuji rovnaky ¢as. To ale znamen4, ze n&$ hladany ¢as je ndsobkom ¢isla 17 280. Zaroven
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musi platit, ze Jankine (alebo Hankine) hodinky ukazuji presny ¢as. Odpovedzme si na otdzku, kedy buda Jankine
hodinky ukazovat presny c¢as. Za jednu hodinu sa posuni o jednu sekundu dopredu oproti redlnemu casu, teda
ak chceme, aby znova vyrovnali ten rozdiel, ktory takto vznikne, musia si ,nadbehnat“ celych dvandst hodin.
(Preco? Na tato otdzku sme si odpovedali v prvej ¢asti prikladu.) To znamend 12-3 600 = 43 200 hodin. No a kedze
potrebujeme, aby tieto podmienky boli splnené obe, hladdme najmensi spoloény nasobok ¢isel 17280 a 43 200.
Lahko zistime, Ze je to ¢islo 86 400. Teda presny ¢as budia ukazovat hodinky oboch dievéat o 86400 hodin.

Prec¢o nam stacilo skiimat len Jankine hodinky a neuvazovat o Hankinych? Ak budi ukazovat spravny ¢as hodinky
jednej dievky a zaroven bude na oboch ¢asomeroch rovnaky ¢as, buda spravny ¢as ukazovat i hodinky druhej
dievky. Je teda jedno, ktort si vyberieme. Preto ked budeme sktisenejsi, povieme jednoducho ,Hodinky oboch
dievéat musia ukazovat rovnaky cas a bez uymy na vseobecnosti musia Jankine hodinky ukazovat presny cas”.

Uloha &. 3: Zistite, kolko réznych Stvorcifernych cisel mozno napisat pomocou cifier 1,2, ..., 8, ak maji byt vietky
cifry v ¢isle navzdjom rozne a vietky zostavené cisla maju byt delitelné deviatimi.

RieSenie: (opravovali Erika a Lucy)

Nagou ulohou je zistit, kolko je §tvorcifernych ¢isel zloZenych z cifier 1,2, ..., 8, ktoré maji vSetky cifry rozne a st
delitelné deviatimi. Jednou z moZnosti by bolo vypisat ich vietky, a potom zratat ich pocet. Ale to je pomerne
zdlhavé a mohli by sme sa pri tom lahko pomylit. Preto tlohu budeme riesif inak. Ako prvé si uvedomime,
aky spoloény znak maju vSetky ¢isla delitelné deviatimi. Vieme, Ze éislo je delitelné deviatimi prave vtedy, ked je
jeho ciferny stcet delitelny deviatimi (sktste dokdzat). To znamend, Ze z cifier 1,2,...,8 sa snaZime vyrobit
Stvorciferné ¢isla, ktorych ciferny sacet je 9,18,27,... Uvedomme si, Ze dalej m& zmysel uvaZovat len ciferny
stucet 18, kedZe minimdlny ciferny sacet takychto Stvorcifernych cisel je 1 + 2 + 3 + 4 = 10 a maximélny je
546+ 7+ 8 = 26. Predstavme si, Ze sme nasli nejaké Stvorciferné ¢islo delitelné deviatimi, ktoré méa vsetky cifry
nenulové a rozne. Napriklad ¢islo 1278 je takéto. Skiisme teraz vyriesit otdzku, kolko dalsich Stvorcifernych ¢isel
s rovnakymi ciframi (1, 2, 7, 8) vieme z neho vyrobit. Odpoved je 23, lebo dokopy z ¢isel 1, 2, 7, 8 vieme vyrobit 24
roznych §tvorcifernych ¢isel (premyslite si to). Preto sa naga tloha zredukovala na ndjdenie vetkych takych Stvoric
Cisel, ktoré st navzdjom rozne a ich sucet je 18. Ked budeme vediet, kolko takychto Stvoric je (oznacme tento
pocet n), tak pocet ¢isel, ktory sa snazime zistit, je 24 n. TakZe teraz systematicky vypiSeme vSetky takéto $tvorice
Cisel. Je ich osem: 1278, 1368, 1467, 1458, 2367, 2358, 2457, 3456. Je dobré najst si nejaky zmysluplny postup,
ktorym vypiSeme v8etky moznosti. Keby sme ich vypisovali ndhodne, Tahko ndm nejaka unikne alebo niektort
napiSeme viackrat (sktste odhalif systém v naSom vypisani moZnosti a skiste vypisat moZnosti od najvicsieho
Cisla 8721). Teraz, ked vieme, Ze pocet roznych §tvoric je 8, tak celkovy pocet €isel je, ako sme uz vyssie odovodnili,
24 - 8. Teda pocet ¢isel, ktoré s zlozené z cifier 1,2, ..., 8, maja vSetky cifry rozne a st delitelné deviatimi, je 192.

Uloha &.4: O jednej skiske vieme, Ze priemerng pocet bodov studentov, ktori tito skisku spravili, je 65. Priemerns
pocet bodov tych, ktori ju nespravili, je 35. Zistite, kolko percent Studentov skisku spravilo, ak je celkovy priemerniy
pocet bodov 53.

RieSenie: (opravovali Dada a Tina)

Nagou tlohou je zistit, kolko percent Studentov sktagku spravilo. Preto, ked budeme vediet pomer tspe$nych Stu-
dentov ku vSetkym, vyhrali sme. Oznac¢me si teda pocet Gspesnych Studentov w, pocet vSetkych v. Pozrime sa,
¢o vSetko nam zadanie hovori. Ak vydelime stcet bodov tspe$nych Studentov poctom uspe$nych Studentov wu,
dostaneme 65 bodov. Cize sicet bodov tispesnych studentov je rovny 65u. Kedze v — u je pocet netispeinych Stu-
dentov, potom 35(v — u) vyjadruje stfet bodov neaspesnych Studentov. Aky je stcfet bodov vSetkych studentov,
ktori sa na skuske zGcastnili? Dostaneme ho dvoma spdsobmi: s¢itanim bodov tspeSnych a netispesnych §tudentov
(65u + 35(v — u)) a taktiez ako priemerny pocet bodov vietkych §tudentov vyndsobeny poctom vSetkych studentov
(53v). Dostali sme rovnicu:

65u +35(v—u) = 53w
30u = 18v
ou = Jv
3 3:-20 60
v 5 5-20 100

Z toho uz vidime, Ze u tvori 60% z v.

Komentar: Mnohi ste poriadne nevysvetlili, ako ste pri§li na rovnice, ktoré ste pocitali. To bola hlavna pricina,
preCo ste stracali body. Inak ste boli super! A eSte dobra rada do Zivota: zapamétajte si, Ze v slove ktori sa
v nominative mnozného cisla pise mikké i. :)

Napadlo vam zamysliet sa nad tym, kolko [udi sa minimélne muselo skasky zacastnit? Kolko ich bolo najmenej,
ak vieme, Ze je medzi nimi Student, ktory mal 91 bodov? A ¢o v pripade, ked najhorsi Student, ktory sktgku spravil,
mal 18 bodov? Skiiste to, neolutujete!
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Uloha &.5: V triede je 29 studentov. Kazdy $tudent bud stdle klame, alebo stile hovori pravdu. Jedného dria si
studenti posadali okolo okruhleho stola a kaZdy z nich povedal, Ze obaja jeho susedia su klamdri. Dokazte, Ze v triede
je aspon 10 Studentov, ktori stdle hovoria pravdu. Je mozné, aby v triede bolo presne 10 takychto Studentov?
RieSenie: (opravovali Ada a Mito)

Najprv si uvedomme, Ze medzi na$imi §tudentmi bude aspon jeden pravdovravny. Oznacme si tohto studenta ¢islom
1 a napravo od neho postupne ¢islujme zvy$nych Studentov, zatial v rade. Kedze vedla seba nemozu byt viac ako
dvaja klamari, tak najblizsi pravdovravny bude mat ¢islo 4, alebo niZsie. Podobne, treti pravdovravny v poradi bude
mat ¢islo mengie alebo rovné ako 7. Ked tito tivahu niekolko krat zopakujeme, zistime, Ze deviaty pravdovravny
Student v poradi bude mat ¢islo mensie alebo rovné ako 25. Ostali ndm teda asporn $tyri volné miesta, pricom
Student s ¢islom 29 musi susedit so $tudentom s ¢islom 1, aby sa kruh uzavrel. Tieto aspon $tyri volné miesta vSak
nemozu byt obsadené iba klamarmi, pretoze uZ traja klaméri nemozu sediet vedla seba, nieto eSte Styria alebo
viaceri. Preto medzi nimi musi byt eSte aspon jeden pravdovravny, ¢im sme dokézali, Ze pravdovravnych musi byt
aspon 10.

Najst také rozsadenie, v ktorom je prave 10 pravdovravnych Studentov je pomerne lahké, staéi na to iba papier,
ceruzka a par minut skGsSania.

Iné riesenie:

Tvrdenie dokdzeme sporom. Predpokladajme, Zze okolo stola sedi najviac 9 pravdovravnych Studentov. Potom je
medzi nimi najviac 9 medzier, do ktorych mdzeme usddzat klamarov. Avsak vedla seba nemdzu sediet viac ako
dvaja klamari, takze v kazdej medzere budd najviac dvaja. Spolu mame teda najviac 18 klamarov, ¢o dava s najviac
9 pravdovravnymi najviac 27 studentov; to je spor.

Iné rieSenie:

Vieme, Ze za sebou nemozu sediet traja klamari, teda v kazdej trojici $tudentov, ktori sedia za sebou, musi byt
aspon jeden pravdovravny. Takychto trojic je pri stole 29 a teda mame aspon 29 pravdovravnych studentov. Lenze
kazdy Student sa nachddza v préave troch trojiciach, teda pravdovravnych je aspoi 29/3. KedZe vSak pocet Studentov
musi byt celé ¢islo, tak ich musi byt aspon 10.

Komentar: Tato tloha bola pomerne naroc¢nd, pretoZze bolo tazké vyhnit sa odvoldvaniu na nejaké konkrétne
rozsadenie. Vela z vas sa snaZilo rozmiestnit §tudentov ,,¢o najlepsie“, ale takéto tvrdenie treba aj dokazat, ¢o bolo
v tejto tlohe skoro nemozné. Dokazy treba pisat tak, aby platili pre akékolvek rozsadenie Studentov, nie len pre to,
o ktorom si myslime, 7e je viac fajn, ako nejaké iné. Dévod je ten, 7ze ak poskladame rozsadenie z trojic, ktoré st samé
o sebe najlepsie, nikto ndm nezarudi, ze aj to rozsadenie bude najlepsie. Takéto nieco sa stava vtedy, ked malé casti
nie st izolované, ale siivisia spolu a mozu sa ovplyviiovat aj navzajom.

Uloha &.6: Nevedko vie, Ze Hlavné ndmestie v Uhorkovom meste md tvar obdlZnika a je celé pokryté Stvorco-
vymi dlaZdickami velkosti 10 em x 10 ¢cm, ktoré sa neprekrijvaji. Jeho kamardt Vievedko vie, Ze polovica vsetkijch
dlazZdiciek leZi na okraji ndmestia. A ¢o vy, viete povedat, aké md toto ndmestie rozmery?

RieSenie: (opravovali Martin a Peto G.)
Podla zadania mame obdlznik zlozeny zo $tvorcov 10 cmx 10 cm. Oznaéme si pocty stvorcov na strandch obdlZnika
z a y. Podla tvrdenia v zadani potom plati rovnost

zy =22z + 2y — 4) (1)

Ak sa s touto rovnostou trochu pohrame, vimneme si, Ze sa d4 vyhodnym spdsobom upravit nasledovne (skiste
porozmyslat nad geometrickou interpretaciou stéinu (z — 4)(y — 4), t4 vdm nasepkd, prefo by sme sa tto rovnost
mali snazit upravovat prave tymto sposobom):

= ay—4z—4y+16
= (-4 -4

Kedze pocet dlazdi¢iek na namesti je prirodzené ¢islo, st oba vyrazy o — 4 a y — 4 celo¢iselné. Cislo 8 sa d4 napisat
ako sti¢in dvoch celych ¢isel Styrmi spdsobmi:

e 1-8 potom x =5,y =12,
e 2-4 potomz =6,y =38,
e (—1)-(—8), potom z = 3,y = —4,

d (_2) : (_4)7 potom z = 27 y= 07

respektive v opa¢nom poradi. Posledné dve moznosti zjavne nevyhovuji zadaniu a tak hladané rozmery namestia
st 50cmx 120 cm alebo 60 cmx80 cm, ¢im je tiloha vyriesend.
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Ak sa ndm tento ,trikovy“ postup odhalit nepodari, stile sa mozeme pokusit vyjadrit si z rovnice (1) jeden
z rozmerov pomocou toho druhého. Dostdvame z(y — 4) = 4y — 8, odkial za predpokladu y # 4 (pre y = 4 mé
rovnica podobu 0 = 8 a teda nem4 rieSenie) vyplynie

4y -8 4(y—4)+8 8

= = 44— .
! y—4 y—4 +y—4

Ked7e & mé byt prirodzené, musi platit, Ze ¢islo 8 je delitelné vyrazom y—4, ateday—4 € {1,2,4,8, -1, -2, —4, —8}.
Preto do tvahy pripadéd len y € {5,6,8,12,3} a ak sa tieto moZnosti pokisime dosadit do pdvodnej rovnice,
dostaneme rovnaké riesenia ako pri predoslom postupe.

Komentar: Mnohi z vés upravili po¢iato¢nia rovnost do niektorého z podielovych tvarov = (4y — 8)/(y —4) alebo
ziadne rieSenie, je to chyba, obycajne je to totiz naopak. Pri rozkladani ¢isla 8 na delitelov ste zase zabudali
na rozklady so zadpornymi ¢initelmi, ¢im ste opét mohli stratit nejaké korene. RieSeniam, ktoré postupne overovali
hodnoty = v zavislosti na meniacom sa y casto chybal dokaz, Ze najdené rozmery si naozaj vSetky.

Uloha &.7: Nekonecne vela mravcov ide za sebou popri stene domu. Prvy ide Ferdo. Druhy si udrZiava od Ferda
konstantny odstup pol metra. Treti mravec ide 3/4 metra za Ferdom, Sturty 4/5 metra a pre n > 5 ide n-ty mravec
v poradi n/(n + 1) metra za Ferdom. Vracaji sa domov s ilovkom pozostavajicim z piatich stebiel trdvy rovnakej
dlZky 1. Ndjdite najmensie mozné 1, ak viete, Ze kaZdy mravec nesie aspoti jedno steblo.

RieSenie: (opravovali Lenka a Jakub)

Prvy fakt, ktory si vic8ina z vas v8imla, je, Ze, jedno z tych stebielok musi lezat aZ cely jeden meter za Ferdom. Ak by
to tak totiZ nebolo, posledné stebielko by leZalo za Ferdom iba vo vzdialenosti z < 1. A to je problém, lebo potom
by sa nasiel taky k-ty mravéek, ze ¢ < k/k+ 1, ktory by evidentne neniesol Ziadne stebielko. TakZe mdzeme vlastne
predpokladat, 7e aj jeden meter za Ferdom ide jeden mravcek. Teraz nds Tahko napadne jednoduché, ale bohuzial
nespravne rieSenie, kde I = 1/5m. Jednoduché je preto, 7e takto lahko pokryjeme vietkych mravéekov, ktori st
do jedného metra za Ferdom. Nespravne preto, Ze stacia aj kratsie stebielka. Ako je to mozné? Pozrieme sa na takéto
1/5-metrové stebielka. Zistime, Zze Ferdo nesie stebielko, ktoré nenesie nikto iny. To je zbyto¢né plytvanie stebielkom,
lebo samotného Ferda by pokrylo aj ovela kratsie stebielko. To isté plati aj o mravéekovi 1/2m za Ferdom.

Ked to zvazime, tak vymyslime nové, lepSie (moZno najlepsie) rieSenie: Ferda pokryjeme jednym stebielkom (Tubo-
volne dlhym), 1/2-metrového mravéeka tiez jednym stebielkom a zvysnych mravcekov, ktori zaberaji 1—3/4 = 1/4
metra pokryjeme tromi stebielkami. Takto dostaneme rieSenie | = (1/3)/4m= 1/12m. Po chvilke mérneho sna-
Zenia sa o lepSie rieSenie usudime, Ze lepSie rieSenie asi neexistuje a sktsime to aj dokdzat. To sa nam podari,
napriklad takto:

Ferdo a 1/2-metrovy mravéek naozaj musia niest kazdy sdm svoje stebielko, lebo ak by to tak nebolo, potom
by di7ka stebielka musela byt bud aspoti 1/2m (Ferdo a 1/2-metrovy mravéek nest spolu stebielko) alebo aspoi
3/4—1/2 =1/4 metra (1/2-metrovy a 3/4-metrovy mravcekovia nest spolu stebielko), ¢o je privela. Otdzne je uz
len to, ¢i sa mravéekovia 3/4, 4/6, ..., n/(n + 1), 1 nedaji pokryt tromi stebielkami krat$imi ako 1/12m. A to
nejde preto, ze 3/4-ovy, 3/4+1/12 = 5/6-ovy, 3/4+1/12+ 1/12 = 11/12-0ovy, 3/4 + 1/12+1/12 4+ 1/12 = 1-ovy
mravéekovia st spolu aZ $tyri mravéeky, ktoré st od seba vzdialené aspont 1/12m, a teda tromi stebielkami kratsimi
ako 1/12m nemdzeme pokryt vsetkych tychto Styroch mravéekov. To je vSetko. Spravny vysledok je | = 1/12m.
Spravny postup by mal byt jasny z tohto vzoraku. :)

Bonusova tloha: Ako by sa zmenil vysledok, keby pribudol za Ferdom aj 2/3-ovy mravéek? RieSenie je trochu
zlozitejsie a spravny vysledok je ... (nepoviem!). Pripadne mozete skisit riesit priklad aj pre Gplne iné vzdialenosti
mravéekov (napr.: 1/2, 3/4, 7/8, 15/16, ...) a iny pocet stebielok.

Komentar:

Najcastejsie ste robili chybu, ked ste dali niektorym mravéekom niest steblo samostatne a ostatni dizku vydelili
poétom ostavajicich stebielok. Takto ste potom uré¢ili dizku stebielka. Toto vak nie je spravne, lebo mozno vieme
nast kratsiu dlzku. Ako? Ak niektoré medzery medzi mravéekmi nebudeme pokryvat stebielkami, tak by sme mozno
takto potom mohli skratit stebielka a stdle by to bolo dobre. To, Z%e sa to nedd, je ukdzané v rieSeni. AvSak pre
uplné, spravne rieSenie toto bolo treba rozobrat.

Uloha &. 8: Mdme 45 klebetnic, pricom kaZdd sa za poslednyj tijZdesi dozvedela novi klebetu a chce sa o tiu podelit
s ostatngmi. Vie to urobit tak, Ze niektorej inej zavold a pritom si navzdjom povedia vsetky klebety, ktoré vedia.
Chceme, aby kaZdd z nich vedela vsetky klebety. Na kolko najmenej zavolani to ide?

RieSenie: (opravovali Bus a Miki)

Aby sme vés dlho nenapinali, spravna odpoved je 86. Toto ¢islo viak treba aj nejako oddvodnit.

1. Treba dokézat, ze 86 telefondtov skuto¢ne postacuje. Toto je pravda, da sa to uskutoc¢nit napriklad takto:
prva klebetnica zavola druhej, potom druhd tretej, a tak dalej, az Styridsiata druhd zavold Styridsiatej tretej.
Potom si zavolaju $tyridsiata §tvrtd so Styridsiatou piatou, Styridsiata Stvrtd so Styridsiatou trefou a Styridsiata
piata so Styridsiatou druhou. Nakoniec znova Styridsiata druhd zavold vSetkym zvy$nym. Mozete si Tahko overit,
7e po tychto 86 telefondtoch bude naozaj kazda klebetnica vedietf vSetky klebety.
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2. Dalej treba ukazaf, 7e na menej ako 86 telefon4tov sa to ned4. Dokézeme dokonca trochu vieobecnejsie tvrdenie:
pre n klebetnic je vzdy potrebnych aspon 2n — 4 hovorov. Toto dokdzeme indukciou.

1° Pre n < 4 si moze tvrdenie dokdzat sam Citatel.

2° Predpokladajme, Ze medzi n — 1 klebetnicami sa moZzu v8etky informécie rozsirit aZ na najmenej 2(n — 1) — 4
telefondtov. My chceme dokazat, Ze pre n klebetnic je minimum telefonatov aspon 2n — 4. Skiisme na to ist sporom
a predpokladat, ze si klebetnice dokazu vymenit vSetky klebety na najviac 2n — 5 volani.

Uvedomme si najskor niekolko zaujimavych veci. Vezmime si dve lubovolné klebetnice a na zaciatku ich posadme
do jednej miestnosti, v ktorej uz potom cely ¢as ostant. Ak niekto vola jednej z nich, dozvie sa aj klebety tej druhej
a tiez obe sa dozvedia klebety tej klebetnice, ktord im volala. Tieto dve klebetnice zatvorené v jednej miestnosti
si mozeme predstavit ako jednu superklebetnicu a dostaneme tym vlastne situdciu pre n — 1 klebetnic. Zrejme
po rovnakej postupnosti telefondtov ako predtym, buda nakoniec tiez vSetky klebetnice plne informované a eSte sa
nam aj podari usSetrit vietky telefondty medzi tymito dvoma klebetnicami.

Dalej si viimnime, Ze ziadne dve klebetnice si nemdzu volat viac ako raz. Keby si nejaké dve klebetné klebetnice
A, B telefonovali aspon dvakrét, mozeme si ich predstavit od zacdiatku zavreté v jednej miestnosti. USetrime tym
aspon dva telefondty a podari sa ndm rozsirit vietky klebety n — 1 klebetnic (jedna z nich je superklebetnica AB)
na prinajhorSom 2n — 5 — 2 = 2(n — 1) — 5 telefonatov, ¢o je v8ak v spore s indukénym predpokladom.

Dvom klebetniciam A, B modZeme vymenit ich telefény v momente, ked vedia presne tie isté informéacie (¢ize
napriklad tesne po tom, ako spolu telefonovali) a ni¢ sa tym nezmeni na vysledku telefonétov klebetnic. Vymenenie
telefénov znamend, 7e od danej chvile sa kazdy, kto bude volat klebetnici A, dovola klebetnici B a naopak. NavySe
klebetnica A bude odteraz volat tym Iudom, ktorym chcela volat B a naopak. To, Ze sa touto vymenou nijako
neovplyvni pocéet potrebnych telefonatov, je zrejmé, pretoze klebetnice A, B st pre nas vo chvili, ked vedia presne
tie isté informaécie, tplne identické a teda by sme ich aj tak nevedeli nijako inak rozlisit.

Pomocou tychto tvrdeni uz vieme dokazat, Ze Ziadne dve klebetnice, ktoré spolu telefonovali, nemohli pred tymto
ich telefonatom vediet obe tu ist klebetu. Dokaz je najjednoduchsi sporom. Predpokladajme, Ze dve klebetnice A,
B vedia tu ista klebetu ¢ a nasledne si zatelefonuja. KedZe obe vedeli klebetu ¢, museli sa ju obe nejako dozvediet od
klebetnice C, ktord tto klebetu na zaciatku vedela ako jediné. (A a C, B a C nemusia byt nutne rozne.) Nech sa teda
A dozvedela ¢ od C tak, ze C zavolala X1, té zas zavolala X, a tak dalej az X,, zavolala A. Podla predchadzajiceho
tvrdenia sa v8ak kludne mohlo stat, ze C' zavolala X; a potom si vymenili telefény — tym dostaneme mozno trochu
odligni postupnost telefondtov, ale znova sa vSetky klebety rozsiria ku vSetkym klebetniciam na rovnaky pocet
telefonédtov, takZe ndm to nevadi. Potom by uz v8ak X, nevolala s Xy, ale s C a tie dve by si znova mohli ihned
potom vymenit telefény. Takto by si C' mohla aj dalej vymienat telefény s klebetnicami X;, az by si nakoniec
vymenila telefén s klebetnicou A. Sme teda v situacii, ked chce klebetnica B telefonovaft klebetnici C, pricom vie
jej klebetu c. (Tu by sme boli, aj keby A a C boli od zaiatku jedna a ta ista klebetnica.) Znova si vSak moZeme zistit
zoznam klebetnic Y;, cez ktoré sa B dozvedela ¢ a podobnym spdsobom ich povymienat, az kym sa nedostaneme
do situacie, ze B sa vlastne dozvedela klebetu ¢ priamo telefonatom s C'. My v8ak uz vieme, ze B nemdze s C
telefonovat dvakrat a tym dostavame spor.

Dalej vieme, ze ak A uskuto¢nila svoj posledny hovor s B, bol toto zarovenn aj posledny hovor B. To je vcelku
trividlne, pretoze A po svojom poslednom hovore uz bude vediet vSetky klebety a teda ich bude vSetky vediet aj
B. Keby si potom este B chcela s niekym poklebetit, uréite by uz tie dve poznali aspon jednu spolo¢nt klebetu (B
ich totiz vie v8etky). To v8ak nemoze nastat, ako sme pred chvilou ukazali.

O kazdom hovore teda mdzeme povedat, Ze je bud findlny (ak je to posledny hovor oboch klebetnic) alebo nefindlny
(ak nie je poslednym hovorom ani jednej z klebetnic). Vezmime si teraz najneskor uskuto¢neny nefindlny hovor;
nech je medzi klebetnicami Ay, As. Obe tieto klebetnice budi telefonovaft eSte prave raz a urcite nie znova medzi
sebou. Nech teda A; uskutoc¢ni svoj findlny hovor s A3. Kedze tento hovor bol findlny aj pre As, musi A uskuto¢nit
svoj findlny hovor este s nejakou inou klebetnicou, povedzme A,. VSimnime si, 7e A; a Az uz buda po svojom
vzajomnom hovore plne informované a stcasne pred nim nesmeli mat Ziadnu spolo¢nt klebetu, informécie klebetnic
A a Az st preto tesne pred ich hovorom doplnkové. To isté plati aj pre As a As. Kedze A; a As v tom case vedia
presne tie isté klebety, musi vediet aj A3 také isté klebety ako A4.

Bez ujmy na vSeobecnosti mdzeme predpokladat, ze predposledny hovor A3 a A4 bol medzi sebou navzajom. Ak by
to tak nebolo, nech je predposledny hovor A3 s nejakou inou klebetnicou As. T4 v8ak po ich hovore bude vediet
to isté ako A3 a teda aj to isté ako Ay. Preto A4 a A5 modzeme s kludnym svedomim vymenit a dostaneme to,
¢o sme chceli.

Dalej vieme povedat aj to, Ze ziadna z tychto styroch klebetnic nevolala iba dvakrét, pretoze jej klebetu by sa uz
mohli dozvediet len tie zvy$né tri a podla predpokladu je klebetnic viac ako Styri. Preto A;, A, ani A3, A4 nie
st prvym hovorom Ziadnej z nich — nech teda prvy hovor klebetnice A; je s klebetnicou B;. A; a B; musia byt
tiez vSetky navzajom rozne, lebo inak by znova neskoér telefonovali spolu klebetnice, ktoré maja spolo¢né klebety,
¢o nie je mozné. KedZe spominané $tyri hovory klebetnic A; uZ prebiehaji len ¢isto medzi nimi, mézeme bez ujmy
na vSeobecnosti predpokladat, Ze tieto Styri hovory boli az Gplne posledné hovory medzi vSetkymi n klebetnicami
a teda v Gase, ked prebiehali, uz B; vedeli vetky klebety. Spojme teraz dvojice klebetnic A;, B; do superklebetnic
(AB); a pozrime sa, ¢o sa stane. Odpadnt nam Styri hovory A;, B; a taktiez ndm odpadnd $tyri hovory medzi
A; navzdjom. Preco? KedZe klebetnice By az By vedeli v ¢ase tychto $tyroch hovorov vsetky klebety, budua ich
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vediet aj superklebetnice (AB); a teda hovory medzi A; uz budt dalej zbyto¢né. Tym sme v8ak dostali postupnost
telefondtov pre n — 4 klebetnic na 2n — 5 — 8 = 2(n — 4) — 5 hovorov, ¢o je spor.

Komentar: Na zaver by sme vam este chceli povedat, Ze rieSenie tohto prikladu bolo predmetom mnohych matema-
tickych ¢lankov v sedemdesiatych a osemdesiatych rokoch. Objavili sa mnohé verzie tohto problému a skiimaja sa
dodnes, preto je tento priklad pre nas stretnutim so stc¢asnou matematikou a s realnymi problémami, ktoré sa rie-
Sia. Viac mozete najst na internetovych strankach ako st napriklad http://mathworld.wolfram.com/Gossiping.html
a http://www.cs.cornell.edu/vogels/Epidemics/gossips-telephones.pdf. DalSie zdroje najdete na internete, ak date
vyhladavat ,,gossip problem*.

Toto vzorové rieSenie je zaloZené na uvedenych publikicidch, len sme sa ho snazili prepisat do pochopitelnejsej
podoby, ked7e viaceré z nich vyuzivaju vysokoskolskti matematiku a navyse st v anglickom jazyku. Uloha bola
skutocne tazka. Ako vidite, samotné kroky nie st nad sily stredogkoldkov, ale bolo ich prili§ vela. Pri rieseni
¢asto nestaci mat poznatky potrebné na vyrieSenie, ale treba vytrvalost, trpezlivost a ochotu skii$at nové pristupy
k problému.

rieSenie je najlep$ie mozné a kompletny dokaz sa bohuzial nepodarilo néjst vébec nikomu. Body sme dévali za aky-
kolvek krok, ktory mohol viest ku korektnému dokazu.

Uloha é&.9: Ndjdite vsetky redlne riesenia stustavy rovnic

-y = Pou
3 2 _ 2

y —z = T -y
P = 2

Pozndmka: Dand sustava naozaj nie je symetrickd a tak to aj md byt. :)

Riegenie: (opravovali Hanka a Durigko)

Prvé, ¢o by sme pri rieSeni zloZitejSej stistavy rovnic mali skusit, je jednotlivé rovnice nejako Sikovne scitat alebo
od seba od¢itat. Mame totiz do ¢inenia so ststavou, v ktorej na prvy pohlad nepdjde priamociaro vyjadrit jednu
premennu ako funkciu inej. TakZe sa najprv podme pozriet, ¢o dostaneme od¢itanim druhej rovnice od prvej.

2

22—y —(2°

(@ —y*) = (v = 2°)

PPy -y
(z—y@+ay+y’)+@—y)(z+y +(@@—y) =
(m—y)(12+wy+y2+w+y+1) =

—~

—y)

o O O

Z poslednej rovnice bud plati z = y, alebo 22 + 2y + y> + z + y + 1 = 0. Podme najprv na prvy pohlad tazsou
cestou a skisme zistit, kedy bude platit

P +ay+yi+r+y+1=0.
Po prenasobeni dvomi dostaneme
227 + 22y + 2y + 22+ 2y + 2 = (@ + 2xy +yH) + (22 + 22+ 1)+ (2 +2y+ 1) = (z+y)?  + (z+ 1)’ + (y + )2 > 0
Tento vyraz je rovny nule iba ak z +y =y + 1 = z + 1 = 0, ¢o naraz nie je mozné (ak neverite, pozrite sa lepsie).
Musi teda platit z = y. Po dosadeni y = 2 do prvej rovnice mame

-2z —22=0. (2)

Skiisme teraz vyuZit uz aj tretiu rovnicu a od¢itajme ju od druhej,

Po jednoduchej Gprave dostaneme:

Yy’ -2 +y—2=0

(y—2)y+2+1)=0

Znovu bud z = y, alebo z = —(y + 1).

Nech z = y = z, tak dosadenim do (1) dostaneme z® — 22> + = z(x — 1) = 0. Z toho uz mame dve riefenia:
r=y=z=0az=y=2=1.

Nech z = —(y+ 1) = —(z + 1), tak dosadenim do (1) dostdvame po tprave kubicki rovnicu
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2 —222 -z —-1=0.

Lahko overime, Ze pre kazdé z, ktoré je rieenim tejto rovnice, je trojica (z,x, —x — 1) rieSenim pdvodnej stistavy.
Po vyskusani niektorych ,rozumnych“ x zistime, Ze Zziadne nevyhovuje danej kubickej rovnici. Ako teda najdeme
jej korene?

Presnt hodnotu zistime pomocou Cardanovych vzorcov, ktoré mnohi z vis v nejakej knizke objavili (ndjdeme ich
napriklad aj na tychto adresidch: http://www.algebra.com/algebra/about/history/Cubic_equations.wikipedia,
http://mathworld. wolfram.com/CubicFormula.html). My sa v8ak uspokojime aj s tym, Ze zistime, kolko rieSeni
ma dand kubickd rovnica a skasime urcit ich pribliznt hodnotu.

Potrebujeme zistit, kolkokrat graf funkcie f(z) = 2 — 222 — 2 — 1 pretina z-ovii os. Na to viak uZ potrebujeme
trochu zloZzitej§iu matematiku. Zderivovanim funkcie vieme zistit, v ktorych bodoch sa funkcia meni z rasticej
na klesajtcu alebo opa¢ne. KedZe koeficient pri 22 v 2% — 222 — 2 — 1 je kladny, funkcia bude bud na celom svojom
defini¢nom obore rasttca, alebo najprv rasttca, potom klesajtca a znovu rastiica (zamyslite sa, preco).
Zderivovanim f dostaneme f'(z) = 322 — 4z — 1. VyrieSenim rovnice f'(z) = 0 zistime, Ze lokélne extrémy funkcie

fsa

2T 247
T3 )

Vidime, %e z; < z3, teda v z; sa f zmeni z rastiicej na klesajicu (bude to teda lokdlne maximum). Lahko sa
presvedéime, Ze f(z1) < 0. Z toho vyplyva, Ze funkcia f pretina os x préave raz, a teda nasa kubickd rovnica ma
prave jedno redlne rieSenie. Ak vysktSame za x dosadit niekolko ¢isel, zistime, Ze rieSenie naSej rovnice je z intervalu
(2,3), rovné priblizne ¢islu 2, 55.

Sktimand ststava rovnic md tri rieSenia (0,0,0), (1,1,1), (¢,¢,—1 — ¢), kde ¢ je jedinym redlnym rieSenim rovnice
22 —222 —x—1=0.

T T2

Uloha &.10: Na pldniku je 2000 miest a medzi niektorymi z nich je priama leteckd linka. Pre kazdé mesto A je
pocet miest spojenych s mestom A priamou leteckou linkou rovny jednému z cisel 1, 2,4, 8, ..., 1024. Nech S(A)
je pocet ciest z mesta A do inych miest (roznych od A) s najviac jedngm medzipristatim. Nezabudnite, Ze z mesta
A do mesta B moZe viest aj niekolko roznych ciest, ktoré musime do S(A) zapocitat. Dokdzte, Ze ked sc¢itame S(A)
vsetkych miest, tak ndam nemdZe vyjst 10 000.

RieSenie: (opravoval Rasto)

Uspech slavil najmi pristup, v ktorom ste sa na letecké linky pozreli z nadhladu a uvedomili si, Ze ¢o to vlastne
stcet vSetkych S(A) je. Ale za¢nime pekne po poriadku. S(A) je pocet liniek z mesta A do inych miest s najviac
jednym medzipristdtim, ¢iZe je to pocet priamych liniek (ozna¢me si P(A)) plus pocet liniek, ktoré zacinaja v A,
ida cez suseda A a nekoncia v A.

Suacet vietkych S(A) sa skladd zo sactu vSetkych priamych liniek a zo sGétu vSetkych liniek s jednym medzipris-
tatim. Stcet vietkych priamych liniek je P(A1) + P(As) + -+ + P(A2000) (kde A; je i-te mesto), lebo z kazdého
mesta A mozeme letief prave P(A) sposobmi. Teraz spoc¢itame pocet ciest s jednym medzipristatim. Ak je mesto
medzipristitia A, tak madme P(A) sposobov, ako sme do neho mohli priletiet (lebo s tolkymi mé priame spojenie)
a P(A) — 1 sposobmi modzeme z neho odist (do mesta, odkial sme prileteli, sa uz nemoézeme vratit).

Dostavame, ze pre sii¢et poctov ciest plati
2000 2000 2000

S(A4) = Z P(4;) + Z P(4;) (P(4;) - 1) = Z P(4;)°.

Teraz ndm uZz ostava len zistit, pre¢o S(A) nemdze byt prave 10000. Na to pouZijeme informéciu zo zadania,
ktora sme este nepouzili. (Dobré rada do Zivota: ak vyriesite Glohu bez toho, aby ste pouZili niektort ¢ast zadania,
tak sa nad tym vzdy radiej eSte raz zamyslite. :) ) Vieme totiz, ze P(A;) je mocninou 2. Cize P(A4;)? je mocninou
4. A kedZe mocniny 4 dévaji po deleni tromi vzdy zvySok 1, tak sicet S(A) bude davat po deleni tromi zvySok
2000 - 1, teda 2. Lenze 10000 déva po deleni tromi zvy$ok 1, a tak stcet S(A) nemodze byt 10 000.

Delitelnost je velmi ¢asto dovod, prefo sa nieco neda, napr. rozdelit ¢okolddu medzi 31 ludi. Zaujimavé zvysky
nedavaju len mocniny Stvorky. NajcastejsSie sa zvysky pouzivaju pri Stvorcoch prirodzenych ¢isel, najméi zvysky
po deleni tromi a $tyrmi (¢ vy$8imi mocninami dvojky). Vyskytuja sa aj tilohy kde klti¢om k rieseniu je delitelnost
¢islom 5, 8 alebo nebodaj i 73. :) Pozrite si nasledujicu tlohu.

Uloha &.11: Ndjdite najmensie nepdrne prirodzené ¢islo n > 1 s nasledujiicou vlastnostou: existuje nekonecne
velu prirodzenyjch éisel, ktorych Stvorec (druhd mocnina) je rovny sictu $tvorcov nejakych n za sebou idicich
prirodzenych cisel.

Riesenie: (opravoval Peto)
Rozumné teda bude skG8at postupne neparne ¢isla 3, 5, 7, ... a zistovat, ¢i vyhovuji. Ked natrafime na prvé,
ktoré vyhovuje (a dokdZeme to o hom a o predoslych dokdzeme, Ze nevyhovuji), bude tloha vyrieSena.
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Skisme teda ako prvi hodnotu n = 3. Chceme zistit, ¢i existuje nekonecne vela Cisel, ktorych §tvorec je sic¢tom
troch po sebe iducich Stvorcov. Zaujima nas preto, ¢i rovnica

E=(a—-12+a+ (a+1)?

maé v obore prirodzenych ¢isel nekone¢ne vela rieeni. (Presnejsie takych rieseni, pre ktoré plati a > 1, lebo chceme,
aby a — 1, a aj a + 1 boli prirodzené. AvSak ak bude nekonec¢ne vela prirodzenych rieSeni, bude aj nekonecne vela
takych, pri ktorych a > 1.) Tvar (a — 1)? + a® + (a + 1)* sme uprednostnili pred tvarom a® + (a + 1)* + (a + 2)?
len z kozmetickych dovodov (po tprave vypadni niektoré ¢leny), celé rieSenie sa dé urobit aj bez tohoto ,triku®.
Po Gprave uvedenej rovnice dostaneme

k* = 3a® + 2.

Skisené oko uZ zbadd, Ze tato rovnost nemdze byt splnend pre Ziadne celé ¢isla k, a. Totiz pravd strana ocividne
dava pre Tubovolnti hodnotu a po deleni tromi zvy8ok 2, zatial ¢o lava strana je Stvorec, a tak ddva po deleni
tromi zvySok 0 alebo 1 (dokézat to vdm nebude robit problém, staéi rozobrat tri moZnosti podla toho, aky zvySok
dava po deleni tromi ¢islo k). Tym sme dokdzali, Ze hodnota n = 3 pripustnd nie je (neexistuje Ziadne &islo,
ktorého Stvorec je si¢tom troch po sebe idicich ¢isel, nie to eSte nekoneéne vela ¢isel).

Fajn, uz mame 1 bod, podme si vybojovat dal§i. Na rade je hodnota n = 5. Tentoraz nds zaujima rovnica

E=@-22+(@a-1)*+ad*+ (a+ 1)+ (a + 2)
(opét sme urobili kozmeticka pravu). Po Gprave dostaneme prijatelnejsi tvar
k* = 5(a* +2).
Ak by ostatné rovnost platila pre ¢isla k a a, tak nutne 5 | k2, teda aj 5 | k (ked mé k> v prvo¢iselnom rozklade
pétku, musi ju mat aj k), z coho zasa 25 | k2. Preto 25 musi delit aj pravt stranu, ¢ize 5 | a® + 2. Aviak a® + 2

nemoze byt nikdy delitelné piatimi, ako vidime z tabulky.

zvySok a po deleni piatimi ‘ 0 ‘ 1 ‘ 2 ‘ 3 ‘ 4

zvy$ok a? + 2 po deleni piatimi ‘ 2 ‘ 3 ‘ 1 ‘ 1 ‘ 3

Takze n = 5 tiez nevyhovuje.
Hodnotu n = 7 vybavime velmi podobne, ako sme to urobili pri n = 5. Po Gprave prislugnej rovnice (uZ ju nebudeme
pisat) totiz dostaneme
k> =17(a® + 4).
Ak k a a splhajt tato rovnost, skopirovanim tvah z predoglého odstavca dostaneme 7 | a® + 4. Z tabulky opit

vidime, Ze to nie je mozné.

zvy$Sok a po deleni siedmimi ‘ 0 ‘ 1 ‘ 2 ‘ 3 ‘ 4 ‘ 5 ‘ 6
zvy$ok a? + 4 po deleni siedmimi ‘ 4 ‘ 5 ‘ 1 ‘ 6 ‘ 6 ‘ 1 ‘ 5

Vylacit pripad n = 9 je eSte jednoduchsie. Po Giprave mame rovnicu
k* = 9a” + 60.

Pravé strana vSak zjavne nemdZe byt Stvorcom, lebo je delitelnd tromi, ale nie je delitelnd deviatimi (zatial ¢o
kazdy $tvorec, ktory je delitelny tromi, je delitelny aj deviatimi — podobn tivahu sme robili uz pri hodnote n = 5,
ked z predpokladu 5 | k% sme odvodili 25 | k?).

Pomaly stracame chut priklad dalej takto riesit. Naoko to vyzerd, ze zakazdym ukaZeme, Ze rovnica neméd Ziadne
rieSenie a Ze teda Ziadne ¢islo n nevyhovuje podmienkam zadania. Nagtastie sa toto zdanie ukdZe ako mylné uz pri
nasledujicom kandidatovi n = 11. RieSent1 rovnicu

B=(@=5"+@=-4"+@=3"++(@+3)"+(a+4) + (¢ +5)’ (1)
upravime na tvar
E* = 11(a® + 10).

Prava strana je vzdy delitelnd jedendstimi, preto aj 11 | k a mdZzeme polozit k = 11m, kde m je prirodzené &islo.
Po vykrateni tak dostaneme
11m? = a® + 10. (2)

Prili§ sme si nepomohli, len sme o niec¢o znizili koeficienty rovnice. Av8ak pri tejto rovnici na prvy pohlad vidime,
Ze jej riesenim je dvojica (m,a) = (1,1). I ked tato dvojica ndm eSte nedd 11 za sebou idicich §tvorcov prirodzenych
Cisel, ktorych stcet je Stvorcom (na to potrebujeme a > 5), vieme vdaka nej, Ze sa ndm urcite nepodari dokazat
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(tak ako sa ndm to podarilo pri n = 3,7,9,11 pomocou zvySkovych tried), Ze rovnica (2) nemd v celych ¢islach
ziadne rieSenie (jedno sme predsa préve nagli). NavySe pri tomto type rovnic ¢asto ndjdenie jedného rieSenia naz-
nacuje, ze rieSeni by mohlo byt nekonecne vela. Na vyrieSenie Glohy nepotrebujeme vyriesit rovnicu (2) vSeobecne,
t.j. nemusime najst vietky rieSenia a dokézat, ze ziadne iné neexistuji. Staci ndjst nekonecne vela riefeni. Skiisme
teda nejaké dalsie rieSenia objavit. Skvelé by bolo vytvorit rekurentny vztah, ktorym vieme generovat z uz nédjde-
nych riegeni nové riegenia. Velmi dobrou metédou je zopér rieSeni najst pomocou kalkulacky ¢i poéitaca, rekurentny
vztah sa d4 potom lah$ie objavit. Skisme to v§ak bez toho.

Chceme vytvorit postupnost rieeni (myg,ar), k = 1,2,..., pricom kazdé dalsie sa bude dat vyjadrif pomocou
predchadzajaceho. Také vyjadrenie mdze mat povedzme tvar

mipn = A-mg+Beag, (3)
agt1 =C-my + D - ay, Y

pri¢om prave koeficienty A, B, C', D chceme najst. Dopredu sice vobec nemame zaruku, Ze také vyjadrenie existuje,
t.j. Ze existuja celé &isla A, B, C, D také, Ze postupnost definovand pomocou (3) s pocdiatoénymi hodnotami
(m1,a1) = (1,1) je postupnostou rieSeni rovnice (2), ale za pokus to stoji, ved ak také ¢isla ndjdeme, bude tloha
vyrieSena.
Kazdé riesenie (m,a) danej rovnice splia rovnost 11m? — a? = 10. Vhodné teda bude navolit A, B, C, D tak,
aby platilo

1imj .y — ajyq = 11m} — af, (4)

z ¢oho po dosadeni z (3) postupnymi tpravami dostaneme

11(Amy, + Bag)? — (Cmy + Dag)? = 11mj — a3,
(114% — C*HYm3 + (11B% — D*)a} + (224B — 2CD)myay, = 11m} — a;.

Tato rovnost ma platit pre kazdy index k. Klasickym porovnanim koeficientov dostavame ststavu
114% - C? =

11B% — D* = —1,
22AB —2CD = 0.

|
—
—

Uh&dnime nejaké rieSenie. Z prvej rovnice ststavy vidime, ze 11 | C. Vyskasajme do nej dosadit C' = 11,22,33, ...
Prvé dve hodnoty ndm nedaju celociselné A. No pre C' = 33 dostaneme A = 10 (pripadne A = —10, ale neza-
budajme, Ze iba hddame hocaké riesenie, zdpornej moznosti sa teda nevenujme). Zatial sme pracovali len s prvou
rovnicou. Dosadme uhadnuté ¢isla do tretej rovnice ststavy. Ziskame

22-10B-2-33D =0 a po vykrateni 10B - 3D =0.

Uz dosadenim najmensieho prirodzeného riesenia tejto rovnice B = 3, D = 10 do druhej rovnice ststavy zistime,
7e vyhovuje (11 - 32 — 102 je naozaj —1). Nasli sme teda jedno riesenie (A, B,C, D) = (10, 3,33,10) a po dosadeni
do (3) méme postupnost

mry1 = 10my + 3ay,

k'Zl,Q,..., m1:a1:1.

arp+1 = 33my + 10ay,
Pre zaujimavost zratajme prvych par ¢lenov. Dostaneme dvojice (1,1), (13,43), (259,859), ... Neveriaci lahko
overia, Ze si to naozaj rieSenia rovnice (2). Zrejme takto vygenerujeme nekoneéne vela roznych rieseni (postupnost
je zjavne rastica). To, Ze s to naozaj rieSenia, vyplyva z postupu, akym sme nagli konstanty A, B, C, D. Plati
totiz vztah (4) a ostatné je vecou indukcie. Dokazali sme teda, Ze rovnica (2) mé nekonecne vela rieSeni, preto ich
mé nekoneéne vela aj rovnica (1). (Ku kazdej dvojici (my,ax), ktord je rieSenim (2), mame dvojicu (11my,ay),
ktord je rieSenim (1). Pritom pre k£ > 1 mame a; > 5, takZe z kaZdej dvojice (11my,ay) pre k > 1 dostaneme
novych 11 po sebe idicich $tvorcov prirodzenych Eisel.)
Tym je tloha vyrieSena. Hladanym ¢islom je n = 11.
Pozndmka: Pripady n < 11 bolo mozné vylucit viacerymi sposobmi. Napriklad pre n = 5 stacilo rozobrat vsetky
moznosti zvySkov po deleni Styrmi a pre n = 7 po deleni Sestnastimi.
Viaceri riesitelia popisovali rieSenia rovnice (2) inym rekurentnym vztahom. Ked méme vygenerovanych zopér
rieSeni, d& sa uhadnut, Ze rieSenia tvoria postupnost (my, ay) definovant

Mpy2 = 20mpy1 — my, ap+2 = 20ap41 — my, my =ay =1, my =13, mo = 43.

Matematickou indukciou, ktora ale vyzaduje trochu viac technickych detailov, sa potom da dokézat, Ze tato po-
stupnost naozaj obsahuje rieSenia rovnice.
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Rovnica (2) mé aj iné rieSenia ako tie, ktoré sme popisali naou postupnostou. Vyhovuje napriklad aj dvojica
(7,23). Zamyslite sa nad tym, ako vyzera mnozina vietkych rieSeni. Dal3ou zaujimavou otdzkou je, ktoré neparne n
okrem jedendstky splhajt podmienky zadania.

Komentér: Mnohi ste sa snazili rieSit ilohu so v8eobecnym n. Namiesto viacerych konkrétnych rovnic, ktoré sme
dostali pre n = 3,5,7,9,11 (poslednou z nich je rovnica (1)), ste tak dostali jednu rovnicu tvaru k? = na® + V,
pricom V ste vyjadrili pomocou vzorca pre sucet $tvorcov prvych niekolko prirodzenych ¢isel. S touto rovnicou
sa ale moc pohnit nedalo. NaSe rieSenie ukazuje, preco to neslo. Ved pre kazdi hodnotu n sme pouzili odligné
argumenty. Tazko ich mozno vietky objavif z jednej vieobecnej rovnice. Pritom v zadani sa priamo poniikalo,
aby sme odbavovali pripady jednotlivo. Ndjst predsa bolo treba najmensie neparne ¢islo s uvedenymi vlastnostami,
a nie vsetky.

Uloha &.12: Nech f : Rt — R je takd funkcia, Ze funkcie f(z) — 2° a f(z) — 3z si rastice. Zistite, i funkcia
f(x) — 22 — x musi byf monotdnna.

RieSenie: (opravovali Kenny a Mazo)

(Podla Ondra Buddca.) Na sktimanie priebehu funkcii mdme v matematickej analyze mnoho uZitoénych metdd,
av8ak v nafom priklade sa pouzit nedaji. O funkcii f nevieme takmer ni¢. Nemusi byt spojitd, diferencovatelna. ..
Dokonca moze byt spojitd a pritom moZe nemat v ziadnom bode svojho definiéného oboru deriviciu (aj také funkcie
existuj). Preto pristupy vyuzivajice sktimanie derivacie funkcie f(z) — 22 — x neviedli k cielu.

Rastticost funkcie mozeme prepisat priamo z definicie; funkcia f je rastiica prave vtedy, ked pre kazdé z, y z jej
defini¢ného oboru plati, ze ak = < y, tak f(z) < f(y).

Po chvilke hry s funkciou f(z) — 22 — x zistime, Ze je rasttica. (Hra by mala zahffiat volbu konkrétnych funkcif
namiesto f a dosddzanie konkrétnych hodnot za x.) Toto tvrdenie dokdZeme. PresnejSie, nech a, b st dve kladné
redlne ¢isla s vlastnostou a > b. Dokdzeme, Ze f(a)—a®—a > f(b) —b> —b, inak napisané f(a)— f(b) > a®>+a—b>—b.
7 predpokladov v zadani vieme, Ze pre naSe a, b plati

fla) —a® > f(b) = b® a tiez f(a) —3a > f(b) — 3b.
Takze pre rozdiel f(a) — f(b) mame dva dolné odhady

fla) = f(b) > a® = b, f(a) — f(b) > 3a — 3b.

.....

a’>+a—b>—b=(a—"b)(a+b+1). Spravime teda niekolko porovnani.
3a—-3b>(a—-Db)(a+b+1) < 3>a+b+1 < a+b<2

TakzZe staci dokazat, Zze pre a + b > 2 plati nerovnost

-0 > (a—b)la+b+1)
a>+ab+b> > a+b+1
20 +2ab+ 20> —2a—-2b—2 > 0
(a—1°+(b-1)*+(a+b*-4 > 0

Posledné nerovnost je pravdiva, lebo a + b > 2 a §tvorce st nezadporné. Vsimnite si, ako sme k nej dospeli; cielom
uprav bolo ziskat na lavej strane Stvorce a na pravej nulu.

Uloha &.13: Kruznica k vpisand do trojuholnika ABC sa dotyka strin AB, BC, C A po poradi v bodoch Q, E,
P. Usecka EF je priemerom kruznice k. Priamky FA, FP, FQ pretinaji priamku BC po poradi v bodoch M, K,
L. Dokazte, Ze bod M je stredom usecky KL.

RieSenie: (opravoval Foto)
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Vari najfazSou castou rieSenia bolo vSimnut si,
ze body M a F st rovnolahlé so stredom v bode
A a z toho vyvodit, Ze bod M je dotykom pripisa-
nej kruznice k strane BC' trojuholnika ABC.

Na tvod si pripomenme zname tvrdenia o vpisa-
nej a pripisanej kruznici. Kedze E je bod dotyku
vpisanej kruznice a strany BC, plati

a+b—c a+c—b
El=—— BE|l = ——-
cB="*=° BB/ ="t
Dalej ak M je bodom dotyku strany BC a k nej L B M E C K
pripisanej kruznice, tak
b— —b
\BM\:%, |CM|:%-

Na tomto mieste mi nedd neapelovat na vzacneho ¢itatela, ze by bolo vhodné si k tymto vztahom vytvorit spravny
vztah. To jest, mat ich dokonale ohmatané, a teda aj dokdzané.

Narysujme si rovnobezku s BC' cez bod F. Jej prieniky s AB a AC ozna¢me B’ a C'. Priamka B'C’' je zjavne
doty¢nicou k vpisanej kruZznici, preto st trojuholniky PC'F a QB'F rovnoramenné. Potom aj k nim podobné
trojuholniky PCK a QBL st rovnoramenné, ¢ize |KC| = |CP| a |LB| = |BQ|. Opit raz pouzijeme trividlnu
vlastnost vpisanej kruznice |CP| = |CE| a |BQ| = |BE| a dostaneme

|IKM| = |KC|+ |CM|=|CE| +|CM|
|LM|=|LB|+ |BM| = |BE|+ |BM|

A pri pohlade na nase, teraz uz dobre zname, vztahy z tvodu rieSenia zistime, Ze plati |[K M| = |LM|.

Uloha &.14: Dokdzte, e z lubovolngjch 200 prirodzengjch cisel vieme vybrat prave 100 disel tak, Ze sicet vybratijch
cisel je delitelny c¢islom 100.

Riesenie: (opravoval Mito)

Po precitani zadania tlohy ste si asi vSetci v8imli istti podobnost s niektorymi prikladmi na Dirichletov princip
(DP). H4cik je v tom, Ze pomocou DP sa dokazuja tvrdenie typu ,,...potom existuje aspofi. .. ¢, ¢o viak nie je nés
pripad. Teda zrejme nebude stacit priama aplikdcia DP. Nevadi, podme dalej, vratime sa k tomu neskor.

Pri ¢itani zadania vas asi tieZ napadlo, Ze ¢isla 100 a 200 nie s len ndhodne vybraté, ale mohol by medzi nimi byt
nejaky dolezity vztah. Vidite nejaky? Ano, vicsina asi tipla n a 2n, ¢o je Gplne super, pretoze ndm to dava priestor
na experimentovanie s malymi ¢islami, ¢o sa hodi skoro vzdy. A viete ¢o? Skuste si to. :)

Mame teda hypotézu, ze ak n > 1 je prirodzené ¢islo, tak z Tubovolnych 2n — 1 celych ¢isel vieme vybrat préve
n tak, ze stucet tychto n ¢isel je delitelnych ¢islom n.

Ocitli sme sa v podstate na zaciatku, ale sme o ¢osi mudrejsi, ako aj odvaznejsi, kedZe sme sa chystame dokéazat
eSte vSeobecnejsie tvrdenie, ako povodné. Mame teda tvrdenie, ktorého platnost sa snazime dokazat pre vSetky
prirodzené ¢isla. Matematickd indukcia v takych pripadoch vic§inou nebyva zly ndpad. Skor ¢i neskor to vSak
vzdame, pretoze spravit indukény krok z delitelnosti n na delitelnost n + 1 je, zd4 sa, nemozné.

Ale moze nas napadnit nieco iné. Nebudeme robit obyc¢ajni indukciu, ale nejaki, kde vieme dobre narabat s de-
litelnostou. Napriklad robit indukény krok z n na 2n, tam by sa delitelnost zachovdvala. Skiisme to. Majme teda
n, o ktorom predpokladame, Ze z Tubovolnych 2n — 1 ¢isel vieme vybrat n tak, Ze ich sacet je delitelny n. Zo-
berme teraz fubovolnych 2(2n) — 1 = 4n — 1 ¢isel, vyuZzime nds predpoklad a vyberme z nich n, ktorych sucet je
delitelny n. Zostalo ndm 3n — 1 ¢isel a ked nas predpoklad vyuzijeme este dva krét, ziskavame tri (disjunktné)
n-tice éisel, z ktorych kazda ma stcéet prvkov delitelny n. Oznac¢me si teraz saéty prvkov tychto n-tic Sy, Sy a Ss.
Vieme, ze su delitelné n a preto ich mozeme zapisat ako S; = nTy, So = nTy, S3 = nT3. Pri experimentovani
s malymi ¢islami na zadiatku dokézali, ze z ¢isel Ty, Ts, T35 vieme vybrat dve, ktorych stcet je parny. (Ak sme to
na zatiatku aplnou ndhodou neukézali, ukdzeme to teraz. :-) Vybraté ¢isla mozeme oznacit Ty a Ts. Potom vSak
S1 4+ Sy =nTy +nTe = n(Ty +Ts) a toto ¢islo je delitelné 2n, teda z lubovolnych 4n — 1 ¢éisel sa da vybrat 2n ¢isel
delitelnych 2n.

To znie celkom fajn, nie? Ved teraz vieme, ze ak nase tvrdenie plati pre n, tak plati aj pre 2n; teda sme ho dokézali
pre vietky ¢isla tvaru 2¥. Zoveobecnenie nis napadne celkom prirodzene, stacéi, aby sme si viimli, ako vyzeral
dokaz pri prechode z n na 2n. Predpokladajme, Ze naSe tvrdenie plati pre n aj pre m, ukdZeme, Ze plati aj pre
mn. Majme Tubovolnych 2mn — 1 ¢&isel. Vieme, ze pokial je ¢isel aspon 2m — 1, mdzeme z nich podla predpokladu
v kazdom kroku vybrat m-ticu ¢isel so suc¢tom delitelnym m. Takychto krokov mozeme urobit 2n — 1; dostdvame
tak 2n — 1 m-tic, ktorych sacty si oznaéime Sy, Sa,..., Sa,_1. Stile postupujeme podobne ako predtym, sucty
zapiSme ako S; = mT; pre i = 1, 2,..., 2n — 1. Spomedzi ¢isel T; vSak vieme vybrat prave n tak, Ze ich stcet bude
deliteny ¢islom n. Teraz uz isto lahko zvlddnete ukazat, 7e sme takto nasli hfadanych mn ¢isel.

Celkom slu$ny vysledok, nie? Ak by sme teraz naSe tvrdenie dokédzali pre prvocisla, dokazali by sme ho pre vSetky
prirodzené cisla.
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Znovu sa meni formulacia dokazovanej hypotézy, tentokrat vsetky vyskyty ., prirodzeného cisla n“ nahradzujeme
yprvocislom p“. Ale zrejme teraz uz nebudeme moct pouzit ziadnu indukciu, ale budeme sa musiet spolahnit
na vlastnosti prvocisel, DP a na naSe napady.
Dalej budt vietky Gvahy modulo p. Zoradme si nase ésla podla velkosti a precislujme ich, dostdvame tak
a3 < az < -+ < agp_1. Polozme dalej by, = apyr, —ar pre k =1, 2,..., p— 1, pricom plati 0 < by < p — 1.
Kedze moznost, ze nejakych p z éisel a; je rovnakych, uz rozobral nedockavy ¢itatel, moézeme predpokladat by, # 0.
Nage p-prvkové mnoziny ¢isel budt vetky obsahovat a, a z kazdej dvojice {ax, ap+x} budi obsahovat prave jedno
¢islo. Ak zo vSetkych dvojic vyberieme prvé ¢islo, sicet bude S = ay + -+ + ap. Ak z i-tej dvojice chceme vybrat
druhé ¢islo, staci k S pripocitat b; = a,4; —a;. Vhodnou volbou ¢isel z jednotlivych dvojic teda vieme ziskaf vetky
stcty S spolu s lubovolnymi z ¢isel by. Zostéva este dokdzat, ze takto vieme ziskat aj sicet 0. Nech S; oznacuje tie
zvyskové triedy modulo p, ktoré vieme ziskat ako stcet ¢isla S a nejakej podmnoziny mnoziny {b1, bs,..., b;}.
Casto sa stava, ze kli¢om k rieSeniu tlohy je volba vhodného oznacenia. V predchiddzajucom odstavci sme zaviedli
netrividlne znacenie, s vyuzitim ktorého celi tlohu staci uz len doklepntt. To v8ak neznamend, Ze je to trividlne;
preto na poziadanie zagleme zdujemcom hint, ak by sa im nedarilo dokaz dokon¢it ani po ipornej snahe.
http://kms.sk/



