
Kore¹pondenèný Matematiký SeminárVzorové rie¹enia 1. série zimného semestra 2005/2006Úloha è. 1: Vieme, ¾e súèet trinástih r�znyh prirodzenýh èísel je 92. Zistite súèet dvoh najväè¹íh z týhtoèísel.Rie¹enie: (opravoval Mi¹ko)Samé zadanie úlohy nám napovedá, ¾e zrejme bude existova» len jeden mo¾ný súèet dvoh najväè¹íh èísel. Poïmeteda nájs» jeden taký súèet; potom doká¾eme, ¾e je jediný mo¾ný.Vezmime si 11 najmen¹íh prirodzenýh èísel. Ih súèet je 1 + 2 + 3 + � � � + 11 = 66. Aký by bol súèet najväè¹íhdvoh èísel, keby bolo týhto 11 medzi trinástimi hµadanými? Zvy¹né dve èísla musia by» väè¹ie ako 11. Inak by sajedno z nih rovnalo niektorému z jedenástih predhádzajúih (èo zadanie vyluèuje). No a 92�66 = 26, teda súèetdvoh najväè¹íh èísel musí by» 26. Ale 26 = 12+14. Máme 13 èísel 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9; 10; 11; 12; 14, ktorýh súèetje 92 a v¹etky sú r�zne. Èi¾e vyhovujú podmienkam zadania a súèet najväè¹íh dvoh z nih je 26.Prvú èas» rie¹enia máme úspe¹ne za sebou, ostáva nám dokáza», ¾e 26 je jediný mo¾ný súèet dvoh najväè¹íh èísel.M�¾e by» tento súèet väè¹í ako 26? Ak by bol väè¹í, potom by súèet zvy¹nýh 11 èísel musel by» men¹í ako 66.Ale my sme vybrali 11 najmen¹íh mo¾nýh prirodzenýh èísel a ih súèet bol 66, teda men¹í súèet dosiahnu»nem�¾eme, èoho d�sledkom je, ¾e súèet najväè¹íh dvoh èísel nem�¾e by» väè¹í ako 26.M�¾e by» ten súèet men¹í ako 26? Zjavne druhé najväè¹ie èíslo nem�¾e by» men¹ie ako 12 (keby bolo men¹ie,neexistovalo by od neho 11 men¹íh). Z toho vyplýva, ¾e najväè¹ie èíslo musí by» aspoò 13. No a 12 + 13 = 25.Ukázali sme, ¾e súèet najväè¹íh dvoh musí by» aspoò 25. Ale ak by bol rovný 25, potom by ostatnýh 11 èíselmuselo by» men¹íh ako 12, a teda by to museli by» èísla 1; 2; : : : ; 11, ktorýh súèet je 66. Ale 66 + 25 = 91 a to jemenej ako 92. Teda súèet 25 nevyhovuje, z èoho vyplýva, ¾e súèet najväè¹íh dvoh èísel musí by» aspoò 26.Ukázali sme, ¾e súèet najväè¹íh dvoh èísel nem�¾e by» väè¹í ako 26 a zároveò, ¾e nem�¾e by» men¹í ako 26. Týmsme vlastne ukázali, ¾e buï bude 26, alebo nebude ¾iadny. Keï¾e sme na¹li jednu 13-iu, vyhovujúu zadaniu,v ktorej bol súèet najväè¹íh dvoh èísel 26, m�¾eme spokojne napísa» odpoveï: súèet najväè¹íh dvoh èísel je 26.Komentár: Nájs» rie¹enie tejto úlohy nebolo »a¾ké. V¹eti ste pri¹li na to, ¾e súèet najväè¹íh dvoh je 26. Problémnastal pri dokazovaní, ¾e je to jediný mo¾ný súèet. Väè¹ina z vás to nedokázala. V¹eti ste na¹li vyhovujúu 13-iua samozrejme, ka¾dému z vás sa zdalo zrejmé, ¾e to je jediná vyhovujúa 13-ia. Preto¾e súèet 1+2+3+� � �+13 = 91a potrebujeme e¹te niekam prida» jednotku, no nem�¾eme ju prida» k èíslam 1; 2; : : : ; 12, lebo by sme dostali dverovnaké. Tak ju pridáme k èíslu 13 a dostaneme vyhovujúu 13-iu. No a keby sme zase zobrali jedno z èísel väè¹ieako 14, tak potom by sme v koneènom d�sledku dostali súèet väè¹í ako 92. Takto nejako by sa dalo pokraèova»v d�kaze a väè¹ina z rie¹ení bola tohto typu. Tu je trohu zlo¾itej¹ie na niè nezabudnú» a vyjadri» sa dostatoènejednoznaène. (V¹imnite si, ¾e v na¹om rie¹ení nedokazujeme o 13-ii 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 14, ¾e jejediná vyhovujúa.)Úloha è. 2: Dve dobré kamarátky Janka a Hanka si prvého septembra presne napoludnie nastavili ruèièkové hodinkyna rovnaký (správny) èas. O niekoµko dní sa znovu stretli a zistili, ¾e Jankine hodinky sa ka¾dú hodinu ponáhµajúo jednu sekundu a Hankine sa ka¾dú hodinu ome¹kajú o jeden a pol sekundy. Zistite, o koµko hodín najbli¾¹ieod poludnia prvého septembra budú hodinky oboh dievèat ukazova» rovnaký èas. Zistite tie¾, o koµko hodín budúnajbli¾¹ie ukazova» naraz správny èas.Rie¹enie: (opravovali Zuzka C. a Buggo)Pozrime si poriadne zadanie ná¹ho príkladu. Vieme, ¾e Jankine hodinky sa za ka¾dú hodinu posunú oproti reálnemuèasu o jednu sekundu dopredu. Hankine sa za ten istý èas posunú o 1; 5 sekundy dozadu. Aký teda bude rozdielmedzi èasmi na hodinkáh dievèat po uplynutí jednej hodiny? 2; 5 sekundy. Po uplynutí druhej hodiny u¾ budetento rozdiel pä» sekúnd a s ka¾dou ïal¹ou hodinou bude narasta» v¾dy o 2; 5 sekundy. Ako veµmi musí tento rozdielnarás», aby èasy na oboh hodinkáh boli rovnaké? A dá sa to v�be? Skúsme sa na to pozrie».Po jednom dni bude rozdiel na hodinkáh jedna minúta (24 � 2; 5 = 60). Vtedy hodinky nebudú ukazova» ten istýèas. Ak budú jedny hodinky me¹ka» za druhými o hodinu, tie¾ nebudú ukazova» rovnaký èas. Aký je teda naj-men¹í mo¾ný rozdiel medzi èasmi na hodinkáh na¹ih dievèat, pri ktorom budú opä» ukazova» rovnaký èas?Áno, je to dvanás» hodín! (Kto neverí, neh si nakreslí obrázok a premyslí si to. Uverí!) Teraz je u¾ úlohajednoduhá { vieme, ¾e o jednu hodinu sa rozdiel medzi èasmi na hodinkáh dievèat zväè¹í o 2; 5 sekundy a ¾epotrebujeme, aby tento rozdiel bol a¾ dvanás» hodín, èo predstavuje 12 � 3 600 sekúnd. To znamená, ¾e dievèatábudú ma» na hodinkáh rovnaký èas presne o 12 � 3 600=2; 5 = 17 280 hodín.Druhú èas» úlohy teraz zvládneme v pohode. V okamihu, keï hodinky oboh dievèat budú ukazova» èas presne,musí zároveò plati», ¾e ukazujú rovnaký èas. To ale znamená, ¾e ná¹ hµadaný èas je násobkom èísla 17 280. Zároveò



KMS 2005/2006 1. séria zimnej èasti 2musí plati», ¾e Jankine (alebo Hankine) hodinky ukazujú presný èas. Odpovedzme si na otázku, kedy budú Jankinehodinky ukazova» presný èas. Za jednu hodinu sa posunú o jednu sekundu dopredu oproti reálnemu èasu, tedaak heme, aby znova vyrovnali ten rozdiel, ktorý takto vznikne, musia si þnadbehnú»ÿ elýh dvanás» hodín.(Preèo? Na túto otázku sme si odpovedali v prvej èasti príkladu.) To znamená 12 �3 600 = 43 200 hodín. No a keï¾epotrebujeme, aby tieto podmienky boli splnené obe, hµadáme najmen¹í spoloèný násobok èísel 17 280 a 43 200.¥ahko zistíme, ¾e je to èíslo 86 400. Teda presný èas budú ukazova» hodinky oboh dievèat o 86 400 hodín.Preèo nám staèilo skúma» len Jankine hodinky a neuva¾ova» o Hankinýh? Ak budú ukazova» správny èas hodinkyjednej dievky a zároveò bude na oboh èasomeroh rovnaký èas, budú správny èas ukazova» i hodinky druhejdievky. Je teda jedno, ktorú si vyberieme. Preto keï budeme skúsenej¹í, povieme jednoduho þHodinky obohdievèat musia ukazova» rovnaký èas a bez ujmy na v¹eobenosti musia Jankine hodinky ukazova» presný èasÿ.Úloha è. 3: Zistite, koµko r�znyh ¹tvorifernýh èísel mo¾no napísa» pomoou i�er 1; 2; : : : ; 8, ak majú by» v¹etkyifry v èísle navzájom r�zne a v¹etky zostavené èísla majú by» deliteµné deviatimi.Rie¹enie: (opravovali Erika a Luy)Na¹ou úlohou je zisti», koµko je ¹tvorifernýh èísel zlo¾enýh z i�er 1; 2; : : : ; 8, ktoré majú v¹etky ifry r�zne a súdeliteµné deviatimi. Jednou z mo¾ností by bolo vypísa» ih v¹etky, a potom zráta» ih poèet. Ale to je pomernezdåhavé a mohli by sme sa pri tom µahko pomýli». Preto úlohu budeme rie¹i» inak. Ako prvé si uvedomíme,aký spoloèný znak majú v¹etky èísla deliteµné deviatimi. Vieme, ¾e èíslo je deliteµné deviatimi práve vtedy, keï jejeho iferný súèet deliteµný deviatimi (skúste dokáza»). To znamená, ¾e z i�er 1; 2; : : : ; 8 sa sna¾íme vyrobi»¹tvoriferné èísla, ktorýh iferný súèet je 9; 18; 27; : : : Uvedomme si, ¾e ïalej má zmysel uva¾ova» len ifernýsúèet 18, keï¾e minimálny iferný súèet takýhto ¹tvorifernýh èísel je 1 + 2 + 3 + 4 = 10 a maximálny je5 + 6 + 7 + 8 = 26. Predstavme si, ¾e sme na¹li nejaké ¹tvoriferné èíslo deliteµné deviatimi, ktoré má v¹etky ifrynenulové a r�zne. Napríklad èíslo 1278 je takéto. Skúsme teraz vyrie¹i» otázku, koµko ïal¹íh ¹tvorifernýh èísels rovnakými iframi (1, 2, 7, 8) vieme z neho vyrobi». Odpoveï je 23, lebo dokopy z èísel 1, 2, 7, 8 vieme vyrobi» 24r�znyh ¹tvorifernýh èísel (premyslite si to). Preto sa na¹a úloha zredukovala na nájdenie v¹etkýh takýh ¹tvoríèísel, ktoré sú navzájom r�zne a ih súèet je 18. Keï budeme vedie», koµko takýhto ¹tvorí je (oznaème tentopoèet n), tak poèet èísel, ktorý sa sna¾íme zisti», je 24 �n. Tak¾e teraz systematiky vypí¹eme v¹etky takéto ¹tvorieèísel. Je ih osem: 1278, 1368, 1467, 1458, 2367, 2358, 2457, 3456. Je dobré nájs» si nejaký zmysluplný postup,ktorým vypí¹eme v¹etky mo¾nosti. Keby sme ih vypisovali náhodne, µahko nám nejaká unikne alebo niektorúnapí¹eme viakrát (skúste odhali» systém v na¹om vypísaní mo¾ností a skúste vypísa» mo¾nosti od najväè¹iehoèísla 8721). Teraz, keï vieme, ¾e poèet r�znyh ¹tvorí je 8, tak elkový poèet èísel je, ako sme u¾ vy¹¹ie od�vodnili,24 � 8. Teda poèet èísel, ktoré sú zlo¾ené z i�er 1; 2; : : : ; 8, majú v¹etky ifry r�zne a sú deliteµné deviatimi, je 192.Úloha è. 4: O jednej skú¹ke vieme, ¾e priemerný poèet bodov ¹tudentov, ktorí túto skú¹ku spravili, je 65. Priemernýpoèet bodov týh, ktorí ju nespravili, je 35. Zistite, koµko perent ¹tudentov skú¹ku spravilo, ak je elkový priemernýpoèet bodov 53.Rie¹enie: (opravovali Dada a Tina)Na¹ou úlohou je zisti», koµko perent ¹tudentov skú¹ku spravilo. Preto, keï budeme vedie» pomer úspe¹nýh ¹tu-dentov ku v¹etkým, vyhrali sme. Oznaème si teda poèet úspe¹nýh ¹tudentov u, poèet v¹etkýh v. Pozrime sa,èo v¹etko nám zadanie hovorí. Ak vydelíme súèet bodov úspe¹nýh ¹tudentov poètom úspe¹nýh ¹tudentov u,dostaneme 65 bodov. Èi¾e súèet bodov úspe¹nýh ¹tudentov je rovný 65u. Keï¾e v � u je poèet neúspe¹nýh ¹tu-dentov, potom 35(v � u) vyjadruje súèet bodov neúspe¹nýh ¹tudentov. Aký je súèet bodov v¹etkýh ¹tudentov,ktorí sa na skú¹ke zúèastnili? Dostaneme ho dvoma sp�sobmi: sèítaním bodov úspe¹nýh a neúspe¹nýh ¹tudentov(65u+35(v�u)) a taktie¾ ako priemerný poèet bodov v¹etkýh ¹tudentov vynásobený poètom v¹etkýh ¹tudentov(53v). Dostali sme rovniu: 65u+ 35(v � u) = 53v30u = 18v5u = 3vuv = 35 = 3 � 205 � 20 = 60100Z toho u¾ vidíme, ¾e u tvorí 60% z v.Komentár: Mnohí ste poriadne nevysvetlili, ako ste pri¹li na rovnie, ktoré ste poèítali. To bola hlavná príèina,preèo ste stráali body. Inak ste boli super! A e¹te dobrá rada do ¾ivota: zapamätajte si, ¾e v slove ktorí sav nominatíve mno¾ného èísla pí¹e mäkké i. :)Napadlo vám zamyslie» sa nad tým, koµko µudí sa minimálne muselo skú¹ky zúèastni»? Koµko ih bolo najmenej,ak vieme, ¾e je medzi nimi ¹tudent, ktorý mal 91 bodov? A èo v prípade, keï najhor¹í ¹tudent, ktorý skú¹ku spravil,mal 18 bodov? Skúste to, neoµutujete!



KMS 2005/2006 1. séria zimnej èasti 3Úloha è. 5: V triede je 29 ¹tudentov. Ka¾dý ¹tudent buï stále klame, alebo stále hovorí pravdu. Jedného dòa si¹tudenti posadali okolo okrúhleho stola a ka¾dý z nih povedal, ¾e obaja jeho susedia sú klamári. Doká¾te, ¾e v triedeje aspoò 10 ¹tudentov, ktorí stále hovoria pravdu. Je mo¾né, aby v triede bolo presne 10 takýhto ¹tudentov?Rie¹enie: (opravovali Aïa a Mi»o)Najprv si uvedomme, ¾e medzi na¹imi ¹tudentmi bude aspoò jeden pravdovravný. Oznaème si tohto ¹tudenta èíslom1 a napravo od neho postupne èíslujme zvy¹nýh ¹tudentov, zatiaµ v rade. Ked¾e vedµa seba nem�¾u by» via akodvaja klamári, tak najbli¾¹í pravdovravný bude ma» èíslo 4, alebo ni¾¹ie. Podobne, tretí pravdovravný v poradí budema» èíslo men¹ie alebo rovné ako 7. Keï túto úvahu niekoµko krát zopakujeme, zistíme, ¾e deviaty pravdovravný¹tudent v poradí bude ma» èíslo men¹ie alebo rovné ako 25. Ostali nám teda aspoò ¹tyri voµné miesta, prièom¹tudent s èíslom 29 musí susedi» so ¹tudentom s èíslom 1, aby sa kruh uzavrel. Tieto aspoò ¹tyri voµné miesta v¹aknem�¾u by» obsadené iba klamármi, preto¾e u¾ traja klamári nem�¾u sedie» vedµa seba, nieto e¹te ¹tyria aleboviaerí. Preto medzi nimi musí by» e¹te aspoò jeden pravdovravný, èím sme dokázali, ¾e pravdovravnýh musí by»aspoò 10.Nájs» také rozsadenie, v ktorom je práve 10 pravdovravnýh ¹tudentov je pomerne µahké, staèí na to iba papier,eruzka a pár minút skú¹ania.Iné rie¹enie:Tvrdenie doká¾eme sporom. Predpokladajme, ¾e okolo stola sedí najvia 9 pravdovravnýh ¹tudentov. Potom jemedzi nimi najvia 9 medzier, do ktorýh m�¾eme usádza» klamárov. Av¹ak vedµa seba nem�¾u sedie» via akodvaja klamári, tak¾e v ka¾dej medzere budú najvia dvaja. Spolu máme teda najvia 18 klamárov, èo dáva s najvia9 pravdovravnými najvia 27 ¹tudentov; to je spor.Iné rie¹enie:Vieme, ¾e za sebou nem�¾u sedie» traja klamári, teda v ka¾dej trojii ¹tudentov, ktorí sedia za sebou, musí by»aspoò jeden pravdovravný. Takýhto trojí je pri stole 29 a teda máme aspoò 29 pravdovravnýh ¹tudentov. Len¾eka¾dý ¹tudent sa nahádza v práve troh trojiiah, teda pravdovravnýh je aspoò 29=3. Keï¾e v¹ak poèet ¹tudentovmusí by» elé èíslo, tak ih musí by» aspoò 10.Komentár: Táto úloha bola pomerne nároèná, preto¾e bolo »a¾ké vyhnú» sa odvolávaniu na nejaké konkrétnerozsadenie. Veµa z vás sa sna¾ilo rozmiestni» ¹tudentov þèo najlep¹ieÿ, ale takéto tvrdenie treba aj dokáza», èo bolov tejto úlohe skoro nemo¾né. D�kazy treba písa» tak, aby platili pre akékoµvek rozsadenie ¹tudentov, nie len pre to,o ktorom si myslíme, ¾e je via fajn, ako nejaké iné. D�vod je ten, ¾e ak poskladáme rozsadenie z trojí, ktoré sú saméo sebe najlep¹ie, nikto nám nezaruèí, ¾e aj to rozsadenie bude najlep¹ie. Takéto nieèo sa stáva vtedy, keï malé èastinie sú izolované, ale súvisia spolu a m�¾u sa ovplyvòova» aj navzájom.Úloha è. 6: Nevedko vie, ¾e Hlavné námestie v Uhorkovom meste má tvar obdå¾nika a je elé pokryté ¹tvoro-vými dla¾dièkami veµkosti 10 m � 10 m, ktoré sa neprekrývajú. Jeho kamarát V¹evedko vie, ¾e polovia v¹etkýhdla¾dièiek le¾í na okraji námestia. A èo vy, viete poveda», aké má toto námestie rozmery?Rie¹enie: (opravovali Martin a Pe»o G.)Podµa zadania máme obdå¾nik zlo¾ený zo ¹tvorov 10 m�10 m. Oznaème si poèty ¹tvorov na stranáh obdå¾nikax a y. Podµa tvrdenia v zadaní potom platí rovnos»xy = 2(2x+ 2y � 4) (1)Ak sa s touto rovnos»ou trohu pohráme, v¹imneme si, ¾e sa dá výhodným sp�sobom upravi» nasledovne (skústeporozmý¹µa» nad geometrikou interpretáiou súèinu (x� 4)(y � 4), tá vám na¹epká, preèo by sme sa túto rovnos»mali sna¾i» upravova» práve týmto sp�sobom):8 = xy � 4x� 4y + 168 = (x� 4)(y � 4)Ked¾e poèet dla¾dièiek na námestí je prirodzené èíslo, sú oba výrazy x� 4 a y� 4 eloèíselné. Èíslo 8 sa dá napísa»ako súèin dvoh elýh èísel ¹tyrmi sp�sobmi:� 1 � 8, potom x = 5, y = 12,� 2 � 4, potom x = 6, y = 8,� (�1) � (�8), potom x = 3, y = �4,� (�2) � (�4), potom x = 2, y = 0,respektíve v opaènom poradí. Posledné dve mo¾nosti zjavne nevyhovujú zadaniu a tak hµadané rozmery námestiasú 50 m�120 m alebo 60 m�80 m, èím je úloha vyrie¹ená.



KMS 2005/2006 1. séria zimnej èasti 4Ak sa nám tento þtrikovýÿ postup odhali» nepodarí, stále sa m�¾eme pokúsi» vyjadri» si z rovnie (1) jedenz rozmerov pomoou toho druhého. Dostávame x(y � 4) = 4y � 8, odkiaµ za predpokladu y 6= 4 (pre y = 4 márovnia podobu 0 = 8 a teda nemá rie¹enie) vyplyniex = 4y � 8y � 4 = 4(y � 4) + 8y � 4 = 4 + 8y � 4 �Keï¾e xmá by» prirodzené, musí plati», ¾e èíslo 8 je deliteµné výrazom y�4, a teda y�4 2 f1; 2; 4; 8;�1;�2;�4;�8g.Preto do úvahy pripadá len y 2 f5; 6; 8; 12; 3g a ak sa tieto mo¾nosti pokúsime dosadi» do p�vodnej rovnie,dostaneme rovnaké rie¹enia ako pri predo¹lom postupe.Komentár: Mnohí z vás upravili poèiatoènú rovnos» do niektorého z podielovýh tvarov x = (4y� 8)=(y� 4) alebox = 4 + 8=(y � 4), prièom drvivá väè¹ina z vás zabudla vy¹etri» prípad y = 4. I keï ste týmto sp�sobom nestratili¾iadne rie¹enie, je to hyba, obyèajne je to toti¾ naopak. Pri rozkladaní èísla 8 na deliteµov ste zase zabúdalina rozklady so zápornými èiniteµmi, èím ste opä» mohli strati» nejaké korene. Rie¹eniam, ktoré postupne overovalihodnoty x v závislosti na meniaom sa y èasto hýbal d�kaz, ¾e nájdené rozmery sú naozaj v¹etky.Úloha è. 7: Nekoneène veµa mravov ide za sebou popri stene domu. Prvý ide Ferdo. Druhý si udr¾iava od Ferdakon¹tantný odstup pol metra. Tretí mrave ide 3=4 metra za Ferdom, ¹tvrtý 4=5 metra a pre n � 5 ide n-tý mravev poradí n=(n+ 1) metra za Ferdom. Vraajú sa domov s úlovkom pozostávajúim z piatih stebiel trávy rovnakejdå¾ky l. Nájdite najmen¹ie mo¾né l, ak viete, ¾e ka¾dý mrave nesie aspoò jedno steblo.Rie¹enie: (opravovali Lenka a Jakub)Prvý fakt, ktorý si väè¹ina z vás v¹imla, je, ¾e, jedno z týh stebielok musí le¾a» a¾ elý jeden meter za Ferdom. Ak byto tak toti¾ nebolo, posledné stebielko by le¾alo za Ferdom iba vo vzdialenosti x � 1. A to je problém, lebo potomby sa na¹iel taký k-ty mravèek, ¾e x � k=k+1, ktorý by evidentne neniesol ¾iadne stebielko. Tak¾e m�¾eme vlastnepredpoklada», ¾e aj jeden meter za Ferdom ide jeden mravèek. Teraz nás µahko napadne jednoduhé, ale bohu¾iaµnesprávne rie¹enie, kde l = 1=5m. Jednoduhé je preto, ¾e takto µahko pokryjeme v¹etkýh mravèekov, ktorí súdo jedného metra za Ferdom. Nesprávne preto, ¾e staèia aj krat¹ie stebielka. Ako je to mo¾né? Pozrieme sa na takéto1=5-metrové stebielka. Zistíme, ¾e Ferdo nesie stebielko, ktoré nenesie nikto iný. To je zbytoèné plytvanie stebielkom,lebo samotného Ferda by pokrylo aj oveµa krat¹ie stebielko. To isté platí aj o mravèekovi 1=2m za Ferdom.Keï to zvá¾ime, tak vymyslíme nové, lep¹ie (mo¾no najlep¹ie) rie¹enie: Ferda pokryjeme jedným stebielkom (µubo-voµne dlhým), 1=2-metrového mravèeka tie¾ jedným stebielkom a zvy¹nýh mravèekov, ktorí zaberajú 1�3=4 = 1=4metra pokryjeme tromi stebielkami. Takto dostaneme rie¹enie l = (1=3)=4m= 1=12m. Po hvíµke márneho sna-¾enia sa o lep¹ie rie¹enie usúdime, ¾e lep¹ie rie¹enie asi neexistuje a skúsime to aj dokáza». To sa nám podarí,napríklad takto:Ferdo a 1=2-metrový mravèek naozaj musia nies» ka¾dý sám svoje stebielko, lebo ak by to tak nebolo, potomby då¾ka stebielka musela by» buï aspoò 1=2m (Ferdo a 1=2-metrový mravèek nesú spolu stebielko) alebo aspoò3=4� 1=2 = 1=4 metra (1=2-metrový a 3=4-metrový mravèekovia nesú spolu stebielko), èo je priveµa. Otázne je u¾len to, èi sa mravèekovia 3=4, 4=6, . . ., n=(n + 1), 1 nedajú pokry» tromi stebielkami krat¹ími ako 1=12m. A tonejde preto, ¾e 3=4-ový, 3=4 + 1=12 = 5=6-ový, 3=4 + 1=12 + 1=12 = 11=12-ový, 3=4 + 1=12 + 1=12 + 1=12 = 1-ovýmravèekovia sú spolu a¾ ¹tyri mravèeky, ktoré sú od seba vzdialené aspoò 1=12m, a teda tromi stebielkami krat¹ímiako 1=12m nem�¾eme pokry» v¹etkýh týhto ¹tyroh mravèekov. To je v¹etko. Správny výsledok je l = 1=12m.Správny postup by mal by» jasný z tohto vzoráku. :)Bonusová úloha: Ako by sa zmenil výsledok, keby pribudol za Ferdom aj 2=3-ový mravèek? Rie¹enie je trohuzlo¾itej¹ie a správny výsledok je . . . (nepoviem!). Prípadne m�¾ete skúsi» rie¹i» príklad aj pre úplne iné vzdialenostimravèekov (napr.: 1=2, 3=4, 7=8, 15=16, . . .) a iný poèet stebielok.Komentár:Najèastej¹ie ste robili hybu, keï ste dali niektorým mravèekom nies» steblo samostatne a ostatnú då¾ku vydelilipoètom ostávajúih stebielok. Takto ste potom urèili då¾ku stebielka. Toto v¹ak nie je správne, lebo mo¾no viemenás» krat¹iu då¾ku. Ako? Ak niektoré medzery medzi mravèekmi nebudeme pokrýva» stebielkami, tak by sme mo¾notakto potom mohli skráti» stebielka a stále by to bolo dobre. To, ¾e sa to nedá, je ukázané v rie¹ení. Av¹ak preúplné, správne rie¹enie toto bolo treba rozobra».Úloha è. 8: Máme 45 klebetní, prièom ka¾dá sa za posledný tý¾deò dozvedela novú klebetu a he sa o òu podeli»s ostatnými. Vie to urobi» tak, ¾e niektorej inej zavolá a pritom si navzájom povedia v¹etky klebety, ktoré vedia.Cheme, aby ka¾dá z nih vedela v¹etky klebety. Na koµko najmenej zavolaní to ide?Rie¹enie: (opravovali Bus a Miki)Aby sme vás dlho nenapínali, správna odpoveï je 86. Toto èíslo v¹ak treba aj nejako od�vodni».1. Treba dokáza», ¾e 86 telefonátov skutoène postaèuje. Toto je pravda, dá sa to uskutoèni» napríklad takto:prvá klebetnia zavolá druhej, potom druhá tretej, a tak ïalej, a¾ ¹tyridsiata druhá zavolá ¹tyridsiatej tretej.Potom si zavolajú ¹tyridsiata ¹tvrtá so ¹tyridsiatou piatou, ¹tyridsiata ¹tvrtá so ¹tyridsiatou tre»ou a ¹tyridsiatapiata so ¹tyridsiatou druhou. Nakonie znova ¹tyridsiata druhá zavolá v¹etkym zvy¹ným. M�¾ete si µahko overi»,¾e po týhto 86 telefonátoh bude naozaj ka¾dá klebetnia vedie» v¹etky klebety.



KMS 2005/2006 1. séria zimnej èasti 52. Ïalej treba ukáza», ¾e na menej ako 86 telefonátov sa to nedá. Doká¾eme dokona trohu v¹eobenej¹ie tvrdenie:pre n klebetní je v¾dy potrebnýh aspoò 2n� 4 hovorov. Toto doká¾eme indukiou.1Æ Pre n � 4 si m�¾e tvrdenie dokáza» sám èitateµ.2Æ Predpokladajme, ¾e medzi n� 1 klebetniami sa m�¾u v¹etky informáie roz¹íri» a¾ na najmenej 2(n� 1)� 4telefonátov. My heme dokáza», ¾e pre n klebetní je minimum telefonátov aspoò 2n�4. Skúsme na to ís» sporoma predpoklada», ¾e si klebetnie doká¾u vymeni» v¹etky klebety na najvia 2n� 5 volaní.Uvedomme si najsk�r niekoµko zaujímavýh veí. Vezmime si dve µubovoµné klebetnie a na zaèiatku ih posaïmedo jednej miestnosti, v ktorej u¾ potom elý èas ostanú. Ak niekto volá jednej z nih, dozvie sa aj klebety tej druheja tie¾ obe sa dozvedia klebety tej klebetnie, ktorá im volala. Tieto dve klebetnie zatvorené v jednej miestnostisi m�¾eme predstavi» ako jednu superklebetniu a dostaneme tým vlastne situáiu pre n � 1 klebetní. Zrejmepo rovnakej postupnosti telefonátov ako predtým, budú nakonie tie¾ v¹etky klebetnie plne informované a e¹te sanám aj podarí u¹etri» v¹etky telefonáty medzi týmito dvoma klebetniami.Ïalej si v¹imnime, ¾e ¾iadne dve klebetnie si nem�¾u vola» via ako raz. Keby si nejaké dve klebetné klebetnieA, B telefonovali aspoò dvakrát, m�¾eme si ih predstavi» od zaèiatku zavreté v jednej miestnosti. U¹etríme týmaspoò dva telefonáty a podarí sa nám roz¹íri» v¹etky klebety n� 1 klebetní (jedna z nih je superklebetnia AB)na prinajhor¹om 2n� 5� 2 = 2(n� 1)� 5 telefonátov, èo je v¹ak v spore s indukèným predpokladom.Dvom klebetniiam A, B m�¾eme vymeni» ih telefóny v momente, keï vedia presne tie isté informáie (èi¾enapríklad tesne po tom, ako spolu telefonovali) a niè sa tým nezmení na výsledku telefonátov klebetní. Vymenenietelefónov znamená, ¾e od danej hvíle sa ka¾dý, kto bude vola» klebetnii A, dovolá klebetnii B a naopak. Navy¹eklebetnia A bude odteraz vola» tým µuïom, ktorým hela vola» B a naopak. To, ¾e sa touto výmenou nijakoneovplyvní poèet potrebnýh telefonátov, je zrejmé, preto¾e klebetnie A, B sú pre nás vo hvíli, keï vedia presnetie isté informáie, úplne identiké a teda by sme ih aj tak nevedeli nijako inak rozlí¹i».Pomoou týhto tvrdení u¾ vieme dokáza», ¾e ¾iadne dve klebetnie, ktoré spolu telefonovali, nemohli pred týmtoih telefonátom vedie» obe tú istú klebetu. D�kaz je najjednoduh¹í sporom. Predpokladajme, ¾e dve klebetnie A,B vedia tú istú klebetu  a následne si zatelefonujú. Keï¾e obe vedeli klebetu , museli sa ju obe nejako dozvedie» odklebetnie C, ktorá túto klebetu na zaèiatku vedela ako jediná. (A a C, B a C nemusia by» nutne r�zne.) Neh sa tedaA dozvedela  od C tak, ¾e C zavolalaX1, tá zas zavolalaX2, a tak ïalej a¾ Xn zavolala A. Podµa predhádzajúehotvrdenia sa v¹ak kµudne mohlo sta», ¾e C zavolala X1 a potom si vymenili telefóny { tým dostaneme mo¾no trohuodli¹nú postupnos» telefonátov, ale znova sa v¹etky klebety roz¹íria ku v¹etkým klebetniiam na rovnaký poèettelefonátov, tak¾e nám to nevadí. Potom by u¾ v¹ak X2 nevolala s X1, ale s C a tie dve by si znova mohli ihneïpotom vymeni» telefóny. Takto by si C mohla aj ïalej vymieòa» telefóny s klebetniami Xi, a¾ by si nakonievymenila telefón s klebetniou A. Sme teda v situáii, keï he klebetnia B telefonova» klebetnii C, prièom viejej klebetu . (Tu by sme boli, aj keby A a C boli od zaèiatku jedna a tá istá klebetnia.) Znova si v¹ak m�¾eme zisti»zoznam klebetní Yi, ez ktoré sa B dozvedela  a podobným sp�sobom ih povymieòa», a¾ kým sa nedostanemedo situáie, ¾e B sa vlastne dozvedela klebetu  priamo telefonátom s C. My v¹ak u¾ vieme, ¾e B nem�¾e s Ctelefonova» dvakrát a tým dostávame spor.Ïalej vieme, ¾e ak A uskutoènila svoj posledný hovor s B, bol toto zároveò aj posledný hovor B. To je velkutriviálne, preto¾e A po svojom poslednom hovore u¾ bude vedie» v¹etky klebety a teda ih bude v¹etky vedie» ajB. Keby si potom e¹te B hela s niekým poklebeti», urèite by u¾ tie dve poznali aspoò jednu spoloènú klebetu (Bih toti¾ vie v¹etky). To v¹ak nem�¾e nasta», ako sme pred hvíµou ukázali.O ka¾dom hovore teda m�¾eme poveda», ¾e je buï �nálny (ak je to posledný hovor oboh klebetní) alebo ne�nálny(ak nie je posledným hovorom ani jednej z klebetní). Vezmime si teraz najnesk�r uskutoènený ne�nálny hovor;neh je medzi klebetniami A1, A2. Obe tieto klebetnie budú telefonova» e¹te práve raz a urèite nie znova medzisebou. Neh teda A1 uskutoèní svoj �nálny hovor s A3. Keï¾e tento hovor bol �nálny aj pre A3, musí A2 uskutoèni»svoj �nálny hovor e¹te s nejakou inou klebetniou, povedzme A4. V¹imnime si, ¾e A1 a A3 u¾ budú po svojomvzájomnom hovore plne informované a súèasne pred ním nesmeli ma» ¾iadnu spoloènú klebetu, informáie klebetníA1 a A3 sú preto tesne pred ih hovorom doplnkové. To isté platí aj pre A2 a A4. Keï¾e A1 a A2 v tom èase vediapresne tie isté klebety, musí vedie» aj A3 také isté klebety ako A4.Bez ujmy na v¹eobenosti m�¾eme predpoklada», ¾e predposledný hovor A3 a A4 bol medzi sebou navzájom. Ak byto tak nebolo, neh je predposledný hovor A3 s nejakou inou klebetniou A5. Tá v¹ak po ih hovore bude vedie»to isté ako A3 a teda aj to isté ako A4. Preto A4 a A5 m�¾eme s kµudným svedomím vymeni» a dostaneme to,èo sme heli.Ïalej vieme poveda» aj to, ¾e ¾iadna z týhto ¹tyroh klebetní nevolala iba dvakrát, preto¾e jej klebetu by sa u¾mohli dozvedie» len tie zvy¹né tri a podµa predpokladu je klebetní via ako ¹tyri. Preto A1, A2 ani A3, A4 niesú prvým hovorom ¾iadnej z nih { neh teda prvý hovor klebetnie Ai je s klebetniou Bi. Ai a Bi musia by»tie¾ v¹etky navzájom r�zne, lebo inak by znova nesk�r telefonovali spolu klebetnie, ktoré majú spoloèné klebety,èo nie je mo¾né. Keï¾e spomínané ¹tyri hovory klebetní Ai u¾ prebiehajú len èisto medzi nimi, m�¾eme bez ujmyna v¹eobenosti predpoklada», ¾e tieto ¹tyri hovory boli a¾ úplne posledné hovory medzi v¹etkými n klebetniamia teda v èase, keï prebiehali, u¾ Bi vedeli v¹etky klebety. Spojme teraz dvojie klebetní Ai, Bi do superklebetní(AB)i a pozrime sa, èo sa stane. Odpadnú nám ¹tyri hovory Ai, Bi a taktie¾ nám odpadnú ¹tyri hovory medziAi navzájom. Preèo? Keï¾e klebetnie B1 a¾ B4 vedeli v èase týhto ¹tyroh hovorov v¹etky klebety, budú ih



KMS 2005/2006 1. séria zimnej èasti 6vedie» aj superklebetnie (AB)i a teda hovory medzi Ai u¾ budú ïalej zbytoèné. Tým sme v¹ak dostali postupnos»telefonátov pre n� 4 klebetní na 2n� 5� 8 = 2(n� 4)� 5 hovorov, èo je spor.Komentár: Na záver by sme vám e¹te heli poveda», ¾e rie¹enie tohto príkladu bolo predmetom mnohýh matema-tikýh èlánkov v sedemdesiatyh a osemdesiatyh rokoh. Objavili sa mnohé verzie tohto problému a skúmajú sadodnes, preto je tento príklad pre nás stretnutím so súèasnou matematikou a s reálnymi problémami, ktoré sa rie-¹ia. Via m�¾ete nájs» na internetovýh stránkah ako sú napríklad http://mathworld.wolfram.om/Gossiping.htmla http://www.s.ornell.edu/vogels/Epidemis/gossips-telephones.pdf. Ïal¹ie zdroje nájdete na internete, ak dátevyhµadáva» þgossip problemÿ.Toto vzorové rie¹enie je zalo¾ené na uvedenýh publikáiáh, len sme sa ho sna¾ili prepísa» do pohopiteµnej¹ejpodoby, keï¾e viaeré z nih vyu¾ívajú vysoko¹kolskú matematiku a navy¹e sú v anglikom jazyku. Úloha bolaskutoène »a¾ká. Ako vidíte, samotné kroky nie sú nad sily stredo¹kolákov, ale bolo ih príli¹ veµa. Pri rie¹eníèasto nestaèí ma» poznatky potrebné na vyrie¹enie, ale treba vytrvalos», trpezlivos» a ohotu skú¹a» nové prístupyk problému.Väè¹ine rie¹iteµov sa podarilo nájs» rie¹enie na 86 alebo 87 telefonovaní. Málokto sa v¹ak pokúsil dokáza», ¾e totorie¹enie je najlep¹ie mo¾né a kompletný d�kaz sa bohu¾iaµ nepodarilo nájs» v�be nikomu. Body sme dávali za aký-koµvek krok, ktorý mohol vies» ku korektnému d�kazu.Úloha è. 9: Nájdite v¹etky reálne rie¹enia sústavy rovníx3 � y2 = z2 � x;y3 � z2 = x2 � y;y3 � x2 = y2 � z:Poznámka: Daná sústava naozaj nie je symetriká a tak to aj má by». :)Rie¹enie: (opravovali Hanka a Ïuri¹ko)Prvé, èo by sme pri rie¹ení zlo¾itej¹ej sústavy rovní mali skúsi», je jednotlivé rovnie nejako ¹ikovne sèíta» alebood seba odèíta». Máme toti¾ do èinenia so sústavou, v ktorej na prvý pohµad nep�jde priamoèiaro vyjadri» jednupremennú ako funkiu inej. Tak¾e sa najprv poïme pozrie», èo dostaneme odèítaním druhej rovnie od prvej.(x3 � y2)� (y3 � z2) = (z2 � y)� (x2 � y)x3 � y3 + x2 � y2 + x� y = 0(x � y)(x2 + xy + y2) + (x � y)(x+ y) + (x� y) = 0(x� y)(x2 + xy + y2 + x+ y + 1) = 0Z poslednej rovnie buï platí x = y; alebo x2 + xy + y2 + x + y + 1 = 0. Poïme najprv na prvý pohµad »a¾¹ouestou a skúsme zisti», kedy bude plati» x2 + xy + y2 + x+ y + 1 = 0:Po prenásobení dvomi dostaneme2x2+2xy+2y2+2x+2y+2 = (x2+2xy+ y2) + (x2 +2x+1)+ (y2+2y+1) = (x+ y)2+(x+1)2+(y+1)2 � 0Tento výraz je rovný nule iba ak x+ y = y + 1 = x+ 1 = 0; èo naraz nie je mo¾né (ak neveríte, pozrite sa lep¹ie).Musí teda plati» x = y: Po dosadení y = x do prvej rovnie mámex3 � x2 + x� z2 = 0: (2)Skúsme teraz vyu¾i» u¾ aj tretiu rovniu a odèítajme ju od druhej,(y3 � z2)� (y3 � x2) = (x2 � y)� (y2 � z)Po jednoduhej úprave dostaneme: y2 � z2 + y � z = 0(y � z)(y + z + 1) = 0Znovu buï z = y; alebo z = �(y + 1).Neh z = y = x, tak dosadením do (1) dostaneme x3 � 2x2 + x = x(x � 1)2 = 0. Z toho u¾ máme dve rie¹enia:x = y = z = 0 a x = y = z = 1:Neh z = �(y + 1) = �(x+ 1), tak dosadením do (1) dostávame po úprave kubikú rovniu



KMS 2005/2006 1. séria zimnej èasti 7x3 � 2x2 � x� 1 = 0:¥ahko overíme, ¾e pre ka¾dé x, ktoré je rie¹ením tejto rovnie, je trojia (x; x;�x� 1) rie¹ením p�vodnej sústavy.Po vyskú¹aní niektorýh þrozumnýhÿ x zistíme, ¾e ¾iadne nevyhovuje danej kubikej rovnii. Ako teda nájdemejej korene?Presnú hodnotu zistíme pomoou Cardanovýh vzorov, ktoré mnohí z vás v nejakej kni¾ke objavili (nájdeme ihnapríklad aj na týhto adresáh: http://www.algebra.om/algebra/about/history/Cubi equations.wikipedia,http://mathworld.wolfram.om/CubiFormula.html ). My sa v¹ak uspokojíme aj s tým, ¾e zistíme, koµko rie¹enímá daná kubiká rovnia a skúsime urèi» ih pribli¾nú hodnotu.Potrebujeme zisti», koµkokrát graf funkie f(x) = x3 � 2x2 � x � 1 pretína x-ovú os. Na to v¹ak u¾ potrebujemetrohu zlo¾itej¹iu matematiku. Zderivovaním funkie vieme zisti», v ktorýh bodoh sa funkia mení z rastúejna klesajúu alebo opaène. Keï¾e koe�ient pri x3 v x3� 2x2�x� 1 je kladný, funkia bude buï na elom svojomde�niènom obore rastúa, alebo najprv rastúa, potom klesajúa a znovu rastúa (zamyslite sa, preèo).Zderivovaním f dostaneme f 0(x) = 3x2� 4x� 1: Vyrie¹ením rovnie f 0(x) = 0 zistíme, ¾e lokálne extrémy funkief sú x1 = 2�p73 a x2 = 2 +p73 �Vidíme, ¾e x1 < x2, teda v x1 sa f zmení z rastúej na klesajúu (bude to teda lokálne maximum). ¥ahko sapresvedèíme, ¾e f(x1) < 0. Z toho vyplýva, ¾e funkia f pretína os x práve raz, a teda na¹a kubiká rovnia mápráve jedno reálne rie¹enie. Ak vyskú¹ame za x dosadi» niekoµko èísel, zistíme, ¾e rie¹enie na¹ej rovnie je z intervalu(2; 3), rovné pribli¾ne èíslu 2; 55:Skúmaná sústava rovní má tri rie¹enia (0; 0; 0); (1; 1; 1); (t; t;�1� t), kde t je jediným reálnym rie¹ením rovniex3 � 2x2 � x� 1 = 0:Úloha è. 10: Na plániku je 2 000 miest a medzi niektorými z nih je priama leteká linka. Pre ka¾dé mesto A jepoèet miest spojenýh s mestom A priamou letekou linkou rovný jednému z èísel 1, 2, 4, 8, . . . , 1 024: Neh S(A)je poèet iest z mesta A do inýh miest (r�znyh od A) s najvia jedným medzipristátím. Nezabudnite, ¾e z mestaA do mesta B m�¾e vies» aj niekoµko r�znyh iest, ktoré musíme do S(A) zapoèíta». Doká¾te, ¾e keï sèítame S(A)v¹etkýh miest, tak nám nem�¾e vyjs» 10 000:Rie¹enie: (opravoval Ras»o)Úspeh slávil najmä prístup, v ktorom ste sa na leteké linky pozreli z nadhµadu a uvedomili si, ¾e èo to vlastnesúèet v¹etkýh S(A) je. Ale zaènime pekne po poriadku. S(A) je poèet liniek z mesta A do inýh miest s najviajedným medzipristátím, èi¾e je to poèet priamyh liniek (oznaème si P (A)) plus poèet liniek, ktoré zaèínajú v A,idú ez suseda A a nekonèia v A.Súèet v¹etkýh S(A) sa skladá zo súètu v¹etkýh priamyh liniek a zo súètu v¹etkýh liniek s jedným medzipris-tátím. Súèet v¹etkýh priamyh liniek je P (A1) + P (A2) + � � � + P (A2000) (kde Ai je i-te mesto), lebo z ka¾déhomesta A m�¾eme letie» práve P (A) sp�sobmi. Teraz spoèítame poèet iest s jedným medzipristátím. Ak je mestomedzipristátia A, tak máme P (A) sp�sobov, ako sme do neho mohli priletie» (lebo s toµkými má priame spojenie)a P (A)� 1 sp�sobmi m�¾eme z neho odís» (do mesta, odkiaµ sme prileteli, sa u¾ nem�¾eme vráti»).Dostávame, ¾e pre súèet poètov iest platíS(A) = 2000Xi=1 P (Ai) + 2000Xi=1 P (Ai) (P (Ai)� 1) = 2000Xi=1 P (Ai)2:Teraz nám u¾ ostáva len zisti», preèo S(A) nem�¾e by» práve 10 000. Na to pou¾ijeme informáiu zo zadania,ktorú sme e¹te nepou¾ili. (Dobrá rada do ¾ivota: ak vyrie¹ite úlohu bez toho, aby ste pou¾ili niektorú èas» zadania,tak sa nad tým v¾dy rad¹ej e¹te raz zamyslite.:) ) Vieme toti¾, ¾e P (Ai) je moninou 2. Èi¾e P (Ai)2 je moninou4. A keï¾e moniny 4 dávajú po delení tromi v¾dy zvy¹ok 1, tak súèet S(A) bude dáva» po delení tromi zvy¹ok2 000 � 1, teda 2. Len¾e 10 000 dáva po delení tromi zvy¹ok 1, a tak súèet S(A) nem�¾e by» 10 000.Deliteµnos» je veµmi èasto d�vod, preèo sa nieèo nedá, napr. rozdeli» èokoládu medzi 31 µudí. Zaujímavé zvy¹kynedávajú len moniny ¹tvorky. Najèastej¹ie sa zvy¹ky pou¾ívajú pri ¹tvoroh prirodzenýh èísel, najmä zvy¹kypo delení tromi a ¹tyrmi (èi vy¹¹ími moninami dvojky). Vyskytujú sa aj úlohy kde kµúèom k rie¹eniu je deliteµnos»èíslom 5, 8 alebo nebodaj i 73.:) Pozrite si nasledujúu úlohu.Úloha è. 11: Nájdite najmen¹ie nepárne prirodzené èíslo n > 1 s nasledujúou vlastnos»ou: existuje nekoneèneveµa prirodzenýh èísel, ktorýh ¹tvore (druhá monina) je rovný súètu ¹tvorov nejakýh n za sebou idúihprirodzenýh èísel.Rie¹enie: (opravoval Pe»o)(Èiastoène podµaOndra Budáèa.) Máme nájs» najmen¹ie nepárne èíslo väè¹ie ako 1, ktoré spåòa podmienky zadania.Rozumné teda bude skú¹a» postupne nepárne èísla 3, 5, 7, . . . a zis»ova», èi vyhovujú. Keï natrafíme na prvé,ktoré vyhovuje (a doká¾eme to o òom a o predo¹lýh doká¾eme, ¾e nevyhovujú), bude úloha vyrie¹ená.



KMS 2005/2006 1. séria zimnej èasti 8Skúsme teda ako prvú hodnotu n = 3. Cheme zisti», èi existuje nekoneène veµa èísel, ktorýh ¹tvore je súètomtroh po sebe idúih ¹tvorov. Zaujíma nás preto, èi rovniak2 = (a� 1)2 + a2 + (a+ 1)2má v obore prirodzenýh èísel nekoneène veµa rie¹ení. (Presnej¹ie takýh rie¹ení, pre ktoré platí a > 1, lebo heme,aby a� 1, a aj a+ 1 boli prirodzené. Av¹ak ak bude nekoneène veµa prirodzenýh rie¹ení, bude aj nekoneène veµatakýh, pri ktorýh a > 1.) Tvar (a� 1)2 + a2 + (a+ 1)2 sme uprednostnili pred tvarom a2 + (a + 1)2 + (a+ 2)2len z kozmetikýh d�vodov (po úprave vypadnú niektoré èleny), elé rie¹enie sa dá urobi» aj bez tohoto þtrikuÿ.Po úprave uvedenej rovnie dostaneme k2 = 3a2 + 2:Skúsené oko u¾ zbadá, ¾e táto rovnos» nem�¾e by» splnená pre ¾iadne elé èísla k, a. Toti¾ pravá strana oèividnedáva pre µubovoµnú hodnotu a po delení tromi zvy¹ok 2, zatiaµ èo µavá strana je ¹tvore, a tak dáva po delenítromi zvy¹ok 0 alebo 1 (dokáza» to vám nebude robi» problém, staèí rozobra» tri mo¾nosti podµa toho, aký zvy¹okdáva po delení tromi èíslo k). Tým sme dokázali, ¾e hodnota n = 3 prípustná nie je (neexistuje ¾iadne èíslo,ktorého ¹tvore je súètom troh po sebe idúih èísel, nie to e¹te nekoneène veµa èísel).Fajn, u¾ máme 1 bod, poïme si vybojova» ïal¹í. Na rade je hodnota n = 5. Tentoraz nás zaujíma rovniak2 = (a� 2)2 + (a� 1)2 + a2 + (a+ 1)2 + (a+ 2)2(opä» sme urobili kozmetikú úpravu). Po úprave dostaneme prijateµnej¹í tvark2 = 5(a2 + 2):Ak by ostatná rovnos» platila pre èísla k a a, tak nutne 5 j k2, teda aj 5 j k (keï má k2 v prvoèíselnom rozkladepä»ku, musí ju ma» aj k), z èoho zasa 25 j k2. Preto 25 musí deli» aj pravú stranu, èi¾e 5 j a2 + 2. Av¹ak a2 + 2nem�¾e by» nikdy deliteµné piatimi, ako vidíme z tabuµky.zvy¹ok a po delení piatimi 0 1 2 3 4zvy¹ok a2 + 2 po delení piatimi 2 3 1 1 3Tak¾e n = 5 tie¾ nevyhovuje.Hodnotu n = 7 vybavíme veµmi podobne, ako sme to urobili pri n = 5. Po úprave príslu¹nej rovnie (u¾ ju nebudemepísa») toti¾ dostaneme k2 = 7(a2 + 4):Ak k a a spåòajú túto rovnos», skopírovaním úvah z predo¹lého odstava dostaneme 7 j a2 + 4. Z tabuµky opä»vidíme, ¾e to nie je mo¾né. zvy¹ok a po delení siedmimi 0 1 2 3 4 5 6zvy¹ok a2 + 4 po delení siedmimi 4 5 1 6 6 1 5Vylúèi» prípad n = 9 je e¹te jednoduh¹ie. Po úprave máme rovniuk2 = 9a2 + 60:Pravá strana v¹ak zjavne nem�¾e by» ¹tvorom, lebo je deliteµná tromi, ale nie je deliteµná deviatimi (zatiaµ èoka¾dý ¹tvore, ktorý je deliteµný tromi, je deliteµný aj deviatimi { podobnú úvahu sme robili u¾ pri hodnote n = 5,keï z predpokladu 5 j k2 sme odvodili 25 j k2).Pomaly stráame hu» príklad ïalej takto rie¹i». Naoko to vyzerá, ¾e zaka¾dým uká¾eme, ¾e rovnia nemá ¾iadnerie¹enie a ¾e teda ¾iadne èíslo n nevyhovuje podmienkam zadania. Na¹»astie sa toto zdanie uká¾e ako mylné u¾ prinasledujúom kandidátovi n = 11. Rie¹enú rovniuk2 = (a� 5)2 + (a� 4)2 + (a� 3)2 + � � �+ (a+ 3)2 + (a+ 4)2 + (a+ 5)2 (1)upravíme na tvar k2 = 11(a2 + 10):Pravá strana je v¾dy deliteµná jedenástimi, preto aj 11 j k a m�¾eme polo¾i» k = 11m, kde m je prirodzené èíslo.Po vykrátení tak dostaneme 11m2 = a2 + 10: (2)Príli¹ sme si nepomohli, len sme o nieèo zní¾ili koe�ienty rovnie. Av¹ak pri tejto rovnii na prvý pohµad vidíme,¾e jej rie¹ením je dvojia (m; a) = (1; 1). I keï táto dvojia nám e¹te nedá 11 za sebou idúih ¹tvorov prirodzenýhèísel, ktorýh súèet je ¹tvorom (na to potrebujeme a > 5), vieme vïaka nej, ¾e sa nám urèite nepodarí dokáza»



KMS 2005/2006 1. séria zimnej èasti 9(tak ako sa nám to podarilo pri n = 3; 7; 9; 11 pomoou zvy¹kovýh tried), ¾e rovnia (2) nemá v elýh èíslah¾iadne rie¹enie (jedno sme predsa práve na¹li). Navy¹e pri tomto type rovní èasto nájdenie jedného rie¹enia naz-naèuje, ¾e rie¹ení by mohlo by» nekoneène veµa. Na vyrie¹enie úlohy nepotrebujeme vyrie¹i» rovniu (2) v¹eobene,t. j. nemusíme nájs» v¹etky rie¹enia a dokáza», ¾e ¾iadne iné neexistujú. Staèí nájs» nekoneène veµa rie¹ení. Skúsmeteda nejaké ïal¹ie rie¹enia objavi». Skvelé by bolo vytvori» rekurentný vz»ah, ktorým vieme generova» z u¾ nájde-nýh rie¹ení nové rie¹enia. Veµmi dobrou metódou je zopár rie¹ení nájs» pomoou kalkulaèky èi poèítaèa, rekurentnývz»ah sa dá potom µah¹ie objavi». Skúsme to v¹ak bez toho.Cheme vytvori» postupnos» rie¹ení (mk; ak), k = 1; 2; : : : , prièom ka¾dé ïal¹ie sa bude da» vyjadri» pomooupredhádzajúeho. Také vyjadrenie m�¾e ma» povedzme tvarmk+1 = A �mk +B � ak;ak+1 = C �mk +D � ak; k = 1; 2; : : : ; (3)prièom práve koe�ienty A, B, C, D heme nájs». Dopredu síe v�be nemáme záruku, ¾e také vyjadrenie existuje,t. j. ¾e existujú elé èísla A, B, C, D také, ¾e postupnos» de�novaná pomoou (3) s poèiatoènými hodnotami(m1; a1) = (1; 1) je postupnos»ou rie¹ení rovnie (2), ale za pokus to stojí, veï ak také èísla nájdeme, bude úlohavyrie¹ená.Ka¾dé rie¹enie (m; a) danej rovnie spåòa rovnos» 11m2 � a2 = 10. Vhodné teda bude navoli» A, B, C, D tak,aby platilo 11m2k+1 � a2k+1 = 11m2k � a2k; (4)z èoho po dosadení z (3) postupnými úpravami dostaneme11(Amk +Bak)2 � (Cmk +Dak)2 = 11m2k � a2k;(11A2 � C2)m2k + (11B2 �D2)a2k + (22AB � 2CD)mkak = 11m2k � a2k:Táto rovnos» má plati» pre ka¾dý index k. Klasikým porovnaním koe�ientov dostávame sústavu11A2 � C2 = 11;11B2 �D2 = �1;22AB � 2CD = 0:Uhádnime nejaké rie¹enie. Z prvej rovnie sústavy vidíme, ¾e 11 j C. Vyskú¹ajme do nej dosadi» C = 11; 22; 33; : : :Prvé dve hodnoty nám nedajú eloèíselné A. No pre C = 33 dostaneme A = 10 (prípadne A = �10, ale neza-búdajme, ¾e iba hádame hoaké rie¹enie, zápornej mo¾nosti sa teda nevenujme). Zatiaµ sme praovali len s prvourovniou. Dosaïme uhádnuté èísla do tretej rovnie sústavy. Získame22 � 10B � 2 � 33D = 0 a po vykrátení 10B � 3D = 0:U¾ dosadením najmen¹ieho prirodzeného rie¹enia tejto rovnie B = 3, D = 10 do druhej rovnie sústavy zistíme,¾e vyhovuje (11 � 32 � 102 je naozaj �1). Na¹li sme teda jedno rie¹enie (A;B;C;D) = (10; 3; 33; 10) a po dosadenído (3) máme postupnos» mk+1 = 10mk + 3ak;ak+1 = 33mk + 10ak; k = 1; 2; : : : ; m1 = a1 = 1:Pre zaujímavos» zrátajme prvýh pár èlenov. Dostaneme dvojie (1; 1), (13; 43), (259; 859), . . . Neveriai µahkooveria, ¾e sú to naozaj rie¹enia rovnie (2). Zrejme takto vygenerujeme nekoneène veµa r�znyh rie¹ení (postupnos»je zjavne rastúa). To, ¾e sú to naozaj rie¹enia, vyplýva z postupu, akým sme na¹li kon¹tanty A, B, C, D. Platítoti¾ vz»ah (4) a ostatné je veou indukie. Dokázali sme teda, ¾e rovnia (2) má nekoneène veµa rie¹ení, preto ihmá nekoneène veµa aj rovnia (1). (Ku ka¾dej dvojii (mk; ak), ktorá je rie¹ením (2), máme dvojiu (11mk; ak),ktorá je rie¹ením (1). Pritom pre k > 1 máme ak > 5, tak¾e z ka¾dej dvojie (11mk; ak) pre k > 1 dostanemenovýh 11 po sebe idúih ¹tvorov prirodzenýh èísel.)Tým je úloha vyrie¹ená. Hµadaným èíslom je n = 11.Poznámka: Prípady n < 11 bolo mo¾né vylúèi» viaerými sp�sobmi. Napríklad pre n = 5 staèilo rozobra» v¹etkymo¾nosti zvy¹kov po delení ¹tyrmi a pre n = 7 po delení ¹estnástimi.Viaerí rie¹itelia popisovali rie¹enia rovnie (2) iným rekurentným vz»ahom. Keï máme vygenerovanýh zopárrie¹ení, dá sa uhádnu», ¾e rie¹enia tvoria postupnos» (mk; ak) de�novanúmk+2 = 20mk+1 �mk; ak+2 = 20ak+1 �mk; m1 = a1 = 1; m2 = 13; m2 = 43:Matematikou indukiou, ktorá ale vy¾aduje trohu via tehnikýh detailov, sa potom dá dokáza», ¾e táto po-stupnos» naozaj obsahuje rie¹enia rovnie.



KMS 2005/2006 1. séria zimnej èasti 10Rovnia (2) má aj iné rie¹enia ako tie, ktoré sme popísali na¹ou postupnos»ou. Vyhovuje napríklad aj dvojia(7; 23). Zamyslite sa nad tým, ako vyzerá mno¾ina v¹etkýh rie¹ení. Ïal¹ou zaujímavou otázkou je, ktoré nepárne nokrem jedenástky spåòajú podmienky zadania.Komentár: Mnohí ste sa sna¾ili rie¹i» úlohu so v¹eobeným n. Namiesto viaerýh konkrétnyh rovní, ktoré smedostali pre n = 3; 5; 7; 9; 11 (poslednou z nih je rovnia (1)), ste tak dostali jednu rovniu tvaru k2 = na2 + V ,prièom V ste vyjadrili pomoou vzora pre súèet ¹tvorov prvýh niekoµko prirodzenýh èísel. S touto rovniousa ale mo pohnú» nedalo. Na¹e rie¹enie ukazuje, preèo to ne¹lo. Veï pre ka¾dú hodnotu n sme pou¾ili odli¹néargumenty. «a¾ko ih mo¾no v¹etky objavi» z jednej v¹eobenej rovnie. Pritom v zadaní sa priamo ponúkalo,aby sme odbavovali prípady jednotlivo. Nájs» predsa bolo treba najmen¹ie nepárne èíslo s uvedenými vlastnos»ami,a nie v¹etky.Úloha è. 12: Neh f : R+ ! R je taká funkia, ¾e funkie f(x) � x3 a f(x) � 3x sú rastúe. Zistite, èi funkiaf(x)� x2 � x musí by» monotónna.Rie¹enie: (opravovali Kenny a Mazo)(Podµa Ondra Budáèa.) Na skúmanie priebehu funkií máme v matematikej analýze mnoho u¾itoènýh metód,av¹ak v na¹om príklade sa pou¾i» nedajú. O funkii f nevieme takmer niè. Nemusí by» spojitá, diferenovateµná. . .Dokona m�¾e by» spojitá a pritom m�¾e nema» v ¾iadnom bode svojho de�nièného oboru deriváiu (aj také funkieexistujú). Preto prístupy vyu¾ívajúe skúmanie deriváie funkie f(x)� x2 � x neviedli k ieµu.Rastúos» funkie m�¾eme prepísa» priamo z de�níie; funkia f je rastúa práve vtedy, keï pre ka¾dé x, y z jejde�nièného oboru platí, ¾e ak x < y, tak f(x) < f(y).Po hvíµke hry s funkiou f(x) � x2 � x zistíme, ¾e je rastúa. (Hra by mala zahàòa» voµbu konkrétnyh funkiínamiesto f a dosádzanie konkrétnyh hodn�t za x.) Toto tvrdenie doká¾eme. Presnej¹ie, neh a, b sú dve kladnéreálne èísla s vlastnos»ou a > b. Doká¾eme, ¾e f(a)�a2�a > f(b)�b2�b, inak napísané f(a)�f(b) > a2+a�b2�b.Z predpokladov v zadaní vieme, ¾e pre na¹e a, b platíf(a)� a3 > f(b)� b3 a tie¾ f(a)� 3a > f(b)� 3b:Tak¾e pre rozdiel f(a)� f(b) máme dva dolné odhadyf(a)� f(b) > a3 � b3; f(a)� f(b) > 3a� 3b:Cheme ukáza», ¾e aspoò jedno z èísel a3 � b3 a 3a � 3b, ktorými sme odhadli rozdiel f(a) � f(b), je väè¹ie akoa2 + a� b2 � b = (a� b)(a+ b+ 1). Spravíme teda niekoµko porovnaní.3a� 3b � (a� b)(a+ b+ 1) () 3 � a+ b+ 1 () a+ b � 2Tak¾e staèí dokáza», ¾e pre a+ b > 2 platí nerovnos» a3 � b3 � (a� b)(a+ b+ 1)a2 + ab+ b2 � a+ b+ 12a2 + 2ab+ 2b2 � 2a� 2b� 2 � 0(a� 1)2 + (b� 1)2 + (a+ b)2 � 4 � 0Posledná nerovnos» je pravdivá, lebo a+ b > 2 a ¹tvore sú nezáporné. V¹imnite si, ako sme k nej dospeli; ieµomúprav bolo získa» na µavej strane ¹tvore a na pravej nulu.Úloha è. 13: Kru¾nia k vpísaná do trojuholníka ABC sa dotýka strán AB, BC, CA po poradí v bodoh Q, E,P . Úseèka EF je priemerom kru¾nie k. Priamky FA, FP , FQ pretínajú priamku BC po poradí v bodoh M , K,L. Doká¾te, ¾e bod M je stredom úseèky KL.Rie¹enie: (opravoval Foto)
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B0 C 0FVari naj»a¾¹ou èas»ou rie¹enia bolo v¹imnú» si,¾e body M a F sú rovnoµahlé so stredom v bodeA a z toho vyvodi», ¾e bod M je dotykom pripísa-nej kru¾nie k strane BC trojuholníka ABC.Na úvod si pripomeòme známe tvrdenia o vpísa-nej a pripísanej kru¾nii. Keï¾e E je bod dotykuvpísanej kru¾nie a strany BC, platíjCEj = a+ b� 2 ; jBEj = a+ � b2 �Ïalej ak M je bodom dotyku strany BC a k nejpripísanej kru¾nie, tak jBM j = a+ b� 2 ; jCM j = a+ � b2 �Na tomto mieste mi nedá neapelova» na vzáneho èitateµa, ¾e by bolo vhodné si k týmto vz»ahom vytvori» správnyvz»ah. To jest, ma» ih dokonale ohmatané, a teda aj dokázané.Narysujme si rovnobe¾ku s BC ez bod F . Jej prieniky s AB a AC oznaème B0 a C 0. Priamka B0C 0 je zjavnedotyèniou k vpísanej kru¾nii, preto sú trojuholníky PC 0F a QB0F rovnoramenné. Potom aj k nim podobnétrojuholníky PCK a QBL sú rovnoramenné, èi¾e jKCj = jCP j a jLBj = jBQj. Opä» raz pou¾ijeme triviálnuvlastnos» vpísanej kru¾nie jCP j = jCEj a jBQj = jBEj a dostanemejKM j = jKCj+ jCM j = jCEj+ jCM jjLM j = jLBj+ jBM j = jBEj+ jBM jA pri pohµade na na¹e, teraz u¾ dobre známe, vz»ahy z úvodu rie¹enia zistíme, ¾e platí jKM j = jLM j.Úloha è. 14: Doká¾te, ¾e z µubovoµnýh 200 prirodzenýh èísel vieme vybra» práve 100 èísel tak, ¾e súèet vybratýhèísel je deliteµný èíslom 100.Rie¹enie: (opravoval Mi»o)Po preèítaní zadania úlohy ste si asi v¹eti v¹imli istú podobnos» s niektorými príkladmi na Dirihletov priníp(DP). Háèik je v tom, ¾e pomoou DP sa dokazujú tvrdenie typu þ. . . potom existuje aspoò. . . ÿ, èo v¹ak nie je ná¹prípad. Teda zrejme nebude staèi» priama aplikáia DP. Nevadí, poïme ïalej, vrátime sa k tomu nesk�r.Pri èítaní zadania vás asi tie¾ napadlo, ¾e èísla 100 a 200 nie sú len náhodne vybraté, ale mohol by medzi nimi by»nejaký d�le¾itý vz»ah. Vidíte nejaký? Áno, väè¹ina asi tipla n a 2n, èo je úplne super, preto¾e nám to dáva priestorna experimentovanie s malými èíslami, èo sa hodí skoro v¾dy. A viete èo? Skúste si to. :)Máme teda hypotézu, ¾e ak n > 1 je prirodzené èíslo, tak z µubovoµnýh 2n � 1 elýh èísel vieme vybra» práven tak, ¾e súèet týhto n èísel je deliteµnýh èíslom n.Oitli sme sa v podstate na zaèiatku, ale sme o èosi múdrej¹í, ako aj odvá¾nej¹í, keï¾e sme sa hystáme dokáza»e¹te v¹eobenej¹ie tvrdenie, ako p�vodné. Máme teda tvrdenie, ktorého platnos» sa sna¾íme dokáza» pre v¹etkyprirodzené èísla. Matematiká indukia v takýh prípadoh väè¹inou nebýva zlý nápad. Sk�r èi nesk�r to v¹akvzdáme, preto¾e spravi» indukèný krok z deliteµnosti n na deliteµnos» n+ 1 je, zdá sa, nemo¾né.Ale m�¾e nás napadnú» nieèo iné. Nebudeme robi» obyèajnú indukiu, ale nejakú, kde vieme dobre narába» s de-liteµnos»ou. Napríklad robi» indukèný krok z n na 2n, tam by sa deliteµnos» zahovávala. Skúsme to. Majme tedan, o ktorom predpokladáme, ¾e z µubovoµnýh 2n � 1 èísel vieme vybra» n tak, ¾e ih súèet je deliteµný n. Zo-berme teraz µubovoµnýh 2(2n) � 1 = 4n � 1 èísel, vyu¾ime ná¹ predpoklad a vyberme z nih n, ktorýh súèet jedeliteµný n. Zostalo nám 3n � 1 èísel a keï ná¹ predpoklad vyu¾ijeme e¹te dva krát, získavame tri (disjunktné)n-tie èísel, z ktorýh ka¾dá má súèet prvkov deliteµný n. Oznaème si teraz súèty prvkov týhto n-tí S1, S2 a S3.Vieme, ¾e sú deliteµné n a preto ih m�¾eme zapísa» ako S1 = nT1, S2 = nT2, S3 = nT3. Pri experimentovanís malými èíslami na zaèiatku dokázali, ¾e z èísel T1, T2, T3 vieme vybra» dve, ktorýh súèet je párny. (Ak sme tona zaèiatku úplnou náhodou neukázali, uká¾eme to teraz. :-) Vybraté èísla m�¾eme oznaèi» T1 a T2. Potom v¹akS1 +S2 = nT1+nT2 = n(T1+T2) a toto èíslo je deliteµné 2n, teda z µubovoµnýh 4n� 1 èísel sa dá vybra» 2n èíseldeliteµnýh 2n.To znie elkom fajn, nie? Veï teraz vieme, ¾e ak na¹e tvrdenie platí pre n, tak platí aj pre 2n; teda sme ho dokázalipre v¹etky èísla tvaru 2k. Zov¹eobenenie nás napadne elkom prirodzene, staèí, aby sme si v¹imli, ako vyzerald�kaz pri prehode z n na 2n. Predpokladajme, ¾e na¹e tvrdenie platí pre n aj pre m, uká¾eme, ¾e platí aj premn. Majme µubovoµnýh 2mn� 1 èísel. Vieme, ¾e pokiaµ je èísel aspoò 2m� 1, m�¾eme z nih podµa predpokladuv ka¾dom kroku vybra» m-tiu èísel so súètom deliteµným m. Takýhto krokov m�¾eme urobi» 2n� 1; dostávametak 2n � 1 m-tí, ktorýh súèty si oznaèíme S1, S2,. . . , S2n�1. Stále postupujeme podobne ako predtým, súètyzapí¹me ako Si = mTi pre i = 1, 2,. . . , 2n� 1. Spomedzi èísel Ti v¹ak vieme vybra» práve n tak, ¾e ih súèet budedeliteµný èíslom n. Teraz u¾ isto µahko zvládnete ukáza», ¾e sme takto na¹li hµadanýh mn èísel.Celkom slu¹ný výsledok, nie? Ak by sme teraz na¹e tvrdenie dokázali pre prvoèísla, dokázali by sme ho pre v¹etkyprirodzené èísla.



KMS 2005/2006 1. séria zimnej èasti 12Znovu sa mení formuláia dokazovanej hypotézy, tentokrát v¹etky výskyty þprirodzeného èísla nÿ nahradzujemeþprvoèíslom pÿ. Ale zrejme teraz u¾ nebudeme m�» pou¾i» ¾iadnu indukiu, ale budeme sa musie» spoµahnú»na vlastnosti prvoèísel, DP a na na¹e nápady.Ïalej budú v¹etky úvahy modulo p. Zoraïme si na¹e èísla podµa veµkosti a preèíslujme ih, dostávame taka1 � a2 � � � � � a2p�1. Polo¾me ïalej bk = ap+k � ak pre k = 1, 2,. . . , p � 1, prièom platí 0 � bk � p � 1.Ked¾e mo¾nos», ¾e nejakýh p z èísel ai je rovnakýh, u¾ rozobral nedoèkavý èitateµ, m�¾eme predpoklada» bk 6= 0.Na¹e p-prvkové mno¾iny èísel budú v¹etky obsahova» ap a z ka¾dej dvojie fak; ap+kg budú obsahova» práve jednoèíslo. Ak zo v¹etkýh dvojí vyberieme prvé èíslo, súèet bude S = a1 + � � �+ ap. Ak z i-tej dvojie heme vybra»druhé èíslo, staèí k S pripoèíta» bi = ap+i�ai. Vhodnou voµbou èísel z jednotlivýh dvojí teda vieme získa» v¹etkysúèty S spolu s µubovoµnými z èísel bk. Zostáva e¹te dokáza», ¾e takto vieme získa» aj súèet 0. Neh Sj oznaèuje tiezvy¹kové triedy modulo p, ktoré vieme získa» ako súèet èísla S a nejakej podmno¾iny mno¾iny fb1, b2,. . . , bjg.Èasto sa stáva, ¾e kµúèom k rie¹eniu úlohy je voµba vhodného oznaèenia. V predhádzajuom odstavi sme zaviedlinetriviálne znaèenie, s vyu¾itím ktorého elú úlohu staèí u¾ len doklepnú». To v¹ak neznamená, ¾e je to triviálne;preto na po¾iadanie za¹leme záujemom hint, ak by sa im nedarilo d�kaz dokonèi» ani po úpornej snahe.http://kms.sk/


