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Vzorové rieSenia 2. série zimnej Casti 2005/06

Mili riesitelial

Dostévaji sa vam do riak dalSie vzorové rieSenia. PiSeme ich pre vas z niekolkych dévodov. Uréite vas zaujima
rieSenie tlohy, ktort ste nevyriesili, alebo vyriesili len ¢iastoéne. Ved ste sa s fou tolko natrapili! Dalsim dévodom
je to, Ze vas chceme naucit, ako mé vyzerat rieSenie matematickej tlohy. Ale este dolezitejsie je, aby ste sa naudili
tlohy riesit. Preto mnohé vzorové riesenia neobsahuju len samotné rieSenie, vyrieSenych tloh si ndjdete v knizkach
arofenkdch MO dostatok. Ale snazime sa do rieSeni napisat aj to, ako mézeme k rieseniu dospiet, preco postupujeme
prave tymto sposobom a pripadne aj niekolko dopliiujicich tloh, aby ste si mohli vyskusat nové metédy. Preto ma
zmysel ¢itat vzorové rieSenia aj v pripade, Ze ste tilohu vyriesili. Nebojte sa dlzky rieseni, vicsinou st dlhsie préave
preto, aby sa dali TahSie pochopit. Pristupujte k ¢itaniu aktivne, s ceruzkou v ruke, kreslite si, piSte; odnesiete si
z toho viac.

Ked pisete riesenie tllohy zo semindra, myslite na to, Ze niekto ho bude opravovat. PiSte citatelne a nechavajte
na okrajoch stran medzery, aby sme vdm tam mohli pisat komentare k rieSeniu. Pokial viete, Ze ani sami po sebe
neviete poriadne ¢itat, mozete skusit pisat rieSenie na podéitaci. A rieSenie si po sebe precitajte, Casto zistite, Ze
ste na nieco zabudli alebo mate kadeco naviac. Nepotrebné veci do rieSeni nepiste. Staci tvrdenia, ktoré platia
a potrebujete ich v rieSeni. Samozrejme, ku kazdému tvrdeniu patri primerané zdovodnenie. Netreba zdovodiiovat
veci, ktoré sa bezne ucia v skole, trebars ze stcet uhlov v trojuholniku je 180° ¢i Pytagorovu vetu.

Pred samotnymi vzorovymi rieSeniami si povieme niekolko praktickych rad, vhodnych pri rieSeni geometrickych
uloh. Ked dostaneme do ruk tlohu, preéitame si zadanie. Toto prvé precitanie nam da priblizny obraz o tlohe,
napriklad zistime, Ze sa tam spominaji kruznice a tloha je konstrukéna. Potom si zadanie precitame este raz
a tentoraz poriadne, dbame na vSetky detaily. Sti¢asne si popritom kreslime obrazok, stac¢i nacrt. Ked sa niekde
pomylime, napriklad sa maji nejaké dve priamky pretnif a ndm akurdt vysli rovnobezné (lebo sme si nevhodne
zvolili nejaké body), tak sa nebojime zacat kreslit odznova. Niektoré tlohy maju obrazok taky neprijemny, Ze sa
nam ho nepodari nakreslif rukou, vtedy nevdhame pouzif rysovacie pomdcky. Zrozumitelny obrazok je dolezity.
Len malo tloh je takych, Ze si vieme vSetko predstavit aj bez obrazka. A so zlym obrazkom sa zle pracuje: ked tri
body st na priamke, tak nech aj na obrazku st na priamke, inak na to zabudneme. Ked je nieco kruznica, tak to
mé patri¢ne aj vyzerat, a nie ako nepodareny zemiak. Lebo ¢asto treba obrazok skimat a vytvaraf si hypotézy,
napriklad o kolmosti priamok. A ako si vSimneme, Ze tie priamky s na seba kolmé, ak na naSom obrazku zvieraju
uhol 70°7

Ked uz mame dobry obrizok, prec¢itame si zadanie znova. Tentokrat si k obrazku napiSeme vSetky dolezité fakty,
ktoré sa spominaja v zadani, napriklad ktoré priamky st na seba kolmé, ze BD je osou uhla ABC a podobne. Pre
kolmost priamok ¢i rovnobeznost mame dohodnuté znacky, ktoré sa daju kreslit do obrazka, uréite ich poznéte.
Takisto si treba niekam napisat, ktoré body ako vznikli, napriklad, Ze M je priesecnik priamky AB s priamkou
CD. A nakoniec si rozmyslime a poznamename na papier, ¢o od nés v tlohe chcti. Dokézat nie¢o? N4jst mnozinu
bodov? Zostrojit nie¢o? Niekedy je v zadani chyba alebo mu nerozumieme. Treba sa spytat toho, kto ndm tlohu
zadal, v pripade Glohy v KMS je na to urcena emailova adresa kms@kms . sk.

Mame za sebou prvu fazu riesSenia. Je dolezitd a nevynechavaju ju ani skiseni riesitelia. Bez nej nevieme, o ¢o
v Ulohe ide a tazko mozeme nieco riesit. A ti z vas, ktori si uz niekedy zle preéitali zadanie a potom dostali 0 bodov,
urdite vedia, preco sa oplati spravnemu pochopeniu zadania venovat dostatok casu.

V jednoduchych tilohach po tejto fize uz aj vieme, ¢o robif a akym spésobom postupovat. Co vsak, ked tloha je
pre nas nova a zatial sme sa s podobnou nestretli? Ukazeme si jednu z moZnosti, ako postupovat. Budeme pocitat
uhly. A to nie hocijako, ale tak, aby sme tlohu vyriesili. Tdto metéda nam ¢asto pomoze, ale nie je vSemocna.
Neskor si ukdzeme niekolko prikladov, pri ktorych sa uhly pocitat nedaju.

Priklad: Dand je polkruznica k s priemerom AB. Nech C je lubovolny bod na tejto polkruZnici rozny od bodov A,
B. Dokdzte, Ze trojuholnik ABC' je pravouhly.

C Mame dant kruznicu, jej priemer AB a bod C. To vsetko mame nakreslené na

obrazku. Body A, B, C nelezia na priamke kvoli podmienke zo zadania a preto

ABC je naozaj trojuholnik. Je pravouhly? Este nevieme, ale budeme vedief na tato

otazku odpovedat, ked budeme poznaf jeho vnitorné uhly. Zatial o nich nevieme

a g ni¢. Ozna¢me si velkost uhla CAB ako «, velkost uhla CBA nech je 3. Co vieme

A B o tychto uhloch povedat? Mézu nadobtdat fubovolné hodnoty? Nuz, nech o = 30°.

Potom bod C lezi na polpriamke, ktora s priamkou AB zviera uhol 30°. Téato polpriamka vSak pretne polkruznicu

k v jedinom bode, takze bod C' je jednoznac¢ne urceny. Ale potom aj uhol CBA je jednoznac¢ne uréeny. Tuto tivahu

vieme zopakovat pre hocijakil velkost uhla «. A navySe ju vieme aj obratif: za¢neme uhlom (3 a pre velkost uhla

a dostaneme jedind hodnotu. TakZe medzi uhlami « a § je nejakd skrytd zakonitost, ktorej presné odhalenie by
mohlo viest k vysledku.
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Co mame dokazat? Ze trojuholnik ABC je pravouhly. Uhly a a (3 st ostré, je to jasné z obrazka. Podrobnejsie
zddvodnenie modzeme zalozit na tom, ze polkruznica k lezi okrem bodov A, B celd vnutri pasu uréeného doty¢nicami
ku k v bodoch A, B. (Tieto doty¢nice st kolmé na priamku AB. Nakreslite si to.) Bod C je na k, teda tiez vnutri
tohto pasu.

TakZe jediny uhol, ktory by mohol byt pravy, je uhol pri vrchole C. Jeho velkost v vieme uréit z toho, ze stcet
uhlov v trojuholniku ABC' je 180°. Jednoduchou tipravou dostaneme, ze v = 180° — a — 3. Ale zatial nevieme, ¢i
tato hodnota je 90° alebo nie.

Predsa potrebujeme odhalif ten vzfah medzi uhlami « a (. Ked sa vratime k tvahe C

o tomto vztahu, v§imneme si, Ze savisi s tym, ze bod C' lezi na polkruznici k. Co to

znamend? Kruznica je mnozinou bodov rovnako vzdialenych od jej stredu. Oznacme

teda ten stred S. Kedze AB je priemer, je bod S aj stredom usecky AB. A teraz

vieme, ze SA =SB = SC, lebo C lezi na kruZnici k. To si zasliZi novy obrazok, na o B
ktorom tieto rovnaké vzdialenosti zvjraznime hrubsou ¢arou. A S B
Na obrazku st dva rovnoramenné trojuholniky. Vidite ich? Boli tam aj doteraz, lenze uvedomit si to a napisat na
papier medzi zistené veci je dalsim krokom v rieSeni. Rovnoramenny trojuholnik mé rovnaké uhly pri zékladni.
Nakreslime to do obrazka. Uréite si kreslite na papier vlastny, takze to zvliddnete aj sami. A ¢o sme zistili? Ze
velkost uhla pri vrchole C' je rovna o + 3. Ale my uz o tejto velkosti ¢osi vieme, v = 180° — o — 3. Takze méme
rovnicu

v =180° —a— 3 =180° — (a+ B) = 180° — .

Rozmyslite si, odkial sa tato rovnost zobrala. Z nej lahko dopod¢itame velkost uhla v = 90° a aj vztah o+ 8 = 90°,
ktory sme tusili uz od zaciatku.

Videli sme, Ze pocitanie uhlov ndm pomohlo. Nerobili sme to vSak bezhlavo. Skiisme si zhrnat pravidld, podla
ktorych sa pri ratani uhlov zvycajne riadime.

1. Uhly oznadujeme pismenkami, zvyéajne gréckymi: «, 3,7, 0, p,&,w,... Ked vieme, Ze dva uhly maju rovnaka
velkost, oznac¢ime ich rovnakym pismenom. Nezaskodi niekam napisat, preco si rovnaké.

2. Kreslime si velky obrazok. Aby bol prehladny a aby bolo dost miesta na vSetky veci, ktoré tam neskér budeme
chciet doplnit, napriklad zistené velkosti uhlov.

3. Nepotrebujeme do obrazka pisat velkosti vSetkych uhlov, ktoré vieme vypocitat. Napriklad z dvoch vrcholovych
uhlov staéi napisat velkost len k jednému. Poméaha to udrzat si prehlad o tom, ¢o vlastne robime. Ked ideme skusit
nie¢o nové, nebojme sa nakreslit si novy obrazok. Staré pokusy by len odvadzali nasu pozornost. Na stary obrazok
sa mozeme pozriet kedykolvek, ked to bude potrebné.

4. Uhly rdtame len vtedy, ked to vyzera nddejne. Mnoho veci sa d4 vyjadrit v reci uhlov. Napriklad rovnoramennost
trojuholnika, os uhla, kolmost ¢ rovnobeznost dvoch priamok, podobnost trojuholnikov. Aj to, Ze tri body A, B,
C' lezia na priamke, to nastéva vtedy, ked uhol ABC' je priamy (mé velkost 180°). Rozmyslite si, ako pomocou
uhlov popiSete tieto situdcie. Napada vas aj nejaka ind, ktord sa d4 popisat uhlami?

Pokial na obrazku ni¢ takéto nie je, tak ani uhly nemé zmysel pocitat, ved o ich velkostiach nebudeme vediet povedat
takmer ni¢. Dobrym prikladom je uhol, ktory zviera taznica s protilahlou stranou. Ten pomocou vnatornych uhlov
tohto trojuholnika vyjadrit nijako pekne nevieme. (Narysujte si niekolko trojuholnikov, ktorych vnitorné uhly st
»pekné“ a odmerajte uhol medzi faznicou z nejakého vrchola a protilahlou stranou. Co ste zistili?)

5. Uhol ozna¢ime (resp. pripiSeme velkost) len vtedy, ked to potrebujeme. Nové pismenko na oznacenie uhla zave-
dieme len vtedy, ked médme naozaj dobry dovod. Uvedieme si tri zndme dobré dovody.

a) Uhol je nezavisly na velkostiach doteraz oznacenych uhlov. VSimnime si ten priklad o polkruznici a pravouhlom
trojuholniku. Uhol ASB je priamy. Ked teraz priddme do obrazka bod C, uhol C' AB nezavisi od velkosti Ziadneho
z uhlov, ktoré boli na obrazku doteraz. Mézeme vhodnou volbou bodu C dosiahnut, Ze bude mat Tubovolnt velkost
z istého intervalu. Preto na jeho velkost potrebujeme nové pismenko, neexistuje ziaden vztah, pomocou ktorého by
sme vedeli tuto velkost vypocitat z uz zndmych uhlov.

b) Uhol sice je zavisly, ale nevieme ho dobre vyjadrit. Toto napriklad nastane po oznaceni velkost uhla CAB
pismenom «. Vieme, Ze velkost uhla (8 uZ je urdend, ked pozname velkost «, ale tuto zavislost zatial presne
nepozndme. Podobne je to s tym uhlom pri faznici. Pre dany trojuholnik ABC' s velkostami vnatornych uhlov
«, 3,7 je sice jeho taznica aj uhol pri nej jednoznacne urcend, ale my jeho velkost pomocou «, 3, v vyjadrif nevieme.
Preto ak chceme jeho velkost pouzit dalej vo vypoctoch, treba ju oznacit novym pismenkom.

c¢) Uhol vieme vyjadrit, ale vyjadrenie je zlozité ¢i neprehladné. Napriklad oznadime treti uhol v trojuholniku ~y
namiesto 180° — o — 3, aby sme mali struc¢nejsie vSetky zapisy, ktoré sa tohto uhla tykaja.

Pri poc¢itani uhlov si treba ddvat pozor na to, Ze situdcia nemusi vyzerat vzdy tak, ako ju mame nakreslenti. M6ze
sa stat, ze body lezia na priamke ¢ kruznici v inom poradi, nie tak, ako mame na obrazku. Potom si niektoré
uhly zaporné, napriklad ked méme trojuholnik s vnitornymi uhlami «, 3 a nejaké dalsie uhly, medzi nimi uhol
s velkostou o — 3. To znamen4, Ze nas obrazok verne zachytava situéciu iba vtedy, ked @« > 8. Prea = a a < 8
si musime nakreslit iné obrazky a skontrolovat, ¢i na§ dokaz funguje aj tam.

Podme teraz uz k samotnym vzorovym rieSeniam.
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Uloha é&.1: Mdme dany pravidelny péituholnik ABCDE. Ndjdite sicet velkosti uhlov ACB, CAD a ADE.

RieSenie: (opravovala Katka)

Méame dany pravidelny péfuholnik ABCDE. To znamend, Ze vSetky jeho strany su rovnako dlhé a vsetky jeho
vnutorné uhly st rovnako velké. Na zaliatok skiisme presktimat uhly, ktorych stcéet chceme vypocditat.

Uhol AC B najdeme v trojuholniku ABC. V 1iom st dve strany (AB a BC') zaroven stranami piatuholnika ABCDE.
To znamena, Ze st rovnako dlhé a trojuholnik ABC je rovnoramenny so zakladiiou AC. V rovnoramennom troj-
uholniku st uhly pri zékladni rovnako velké (skuste sa zamysliet, preco tento tak znadmy poznatok plati), a preto
|XBAC| = |XACB]|. Dalsim z uhlov, ktoré sa v hladanom stéte vyskytuji, je ADE. Podobne ako uhol ACB, aj
ADE je vnutornym uhlom rovnoramenného trojuholnika, lebo strany DE a EA st stranami pravidelného pétu-
holnika ABCDE. Preto st uhly ADE a DAFE rovnako velké.

Hladany stacéet uhlov si podla zistenych poznatkov modzeme upravit ako

|$ACB| + |4CAD| + |3 ADE| = |4 BAC| + |4CAD| + |3 DAE| = |4 BAE)|.

Teraz ndm uz stadi zistit, aky velky je vnatorny uhol BAE v pravidelnom pé#tuholniku. Uz v predchddzajicich
uvahdch sme rozdelili pdfuholnik na tri trojuholniky (ABC, ACD, ADE). Stéet vnatornych uhlov tychto tro-
juholnikov tvori presne stéet vnutornych uhlov piafuholnika. Vieme, ze kazdy trojuholnik mé sicet vnutornych
uhlov 180°, preto stet vnutornych uhlov tychto trojuholnikov bude 3 - 180° = 540°. N4s p#tuholnik je pravidelny,
vdaka ¢omu mé vSetky uhly rovnako velké, pricom ich velkost je 540° /5 = 108°. Nasli sme velkost vntitorného uhla
pravidelného pétuholnika a tym sme nasli aj hladany stcet velkosti uhlov ACB, CAD a ADE.

Komentér: Ulohu ste riesili r6znymi spésobmi. Mnohi z vas si vyjadrili velkosti vietkych uhlov jednotlivo a potom
ich séitali. Je to samozrejme dobré riesenie, ale niekedy nemusime vediet velkosti jednotlivych uhlov a staci ndm
len vysledny sucet. Podobné je to aj v aritmetike; ukazeme si to na priklade.

Tri sestry mali dokopy 60 cukrikov. Ak by mala Janka o tri cukriky viac, mala by tretinu cukrikov, Danka by bez
troch cukrikov mala Sestinu z celkového mnoZstva. Kolko cukrikov mala tretia sestra Majka?

Priklad mézeme vypoéitat vyratanim pocétu cukrikov, ktoré mali Danka a Janka jednotlivo, a potom ich stdet
odpoditat od celkového poc¢tu. Druhym spoésobom je vyjadrit si poéet Majkinych cukrikov pomocou neznamej x,
ktord vyjadruje pocet vetkych cukrikov. Majka ma x — (2/3 — 34+ /6 4+ 3) = /2 = 30 cukrikov. Skuste priklad
vypocitat oboma spésobmi na papieri, lepsie tak porozumiete rozdielu medzi jednotlivymi postupmi.

Uloha &.2: V trojuholniku ABC oznacme S priesecnik osi jeho vniitornyjch uhlov. Bodom S vedme priamku p
rovnobezni so stranou AB. Priesecniky priamky p so stranami AC, BC oznac¢me po rade P, Q). Dokdzte, Ze
|PQ[ = [AP|+ |BQ|.

Riegenie: (opravovala Lucy)

V tejto dlohe sme mali dokdzat, ze |PQ| = |AP| + |BQ|. V prvom rade je fajn si tuto situdciu narysovat, aby
sme zistili, ¢i to naozaj mé Sancu platit. Tym, ¢o vedia pekne rysovat :), pokusy ukézali, Ze to plati. Na presnom
obrazku vSak vidno aj viac. Vznikli ndm trojuholniky ASP a BSQ, ktoré sa tvaria rovnoramenne. Ak by to
bola pravda, dokdzat dané tvrdenie by uz pre nas bolo hrackou. Ak teda budi nase predpoklady spréavne, potom
|AP| = |PS| a |SQ| = |QB]|. Z toho ndm uz neda velkt ndmahu ukazat, ze |PQ| = |AP| + |BQ)|, kedze tusecka PQ
je bodom S rozdelend na tie dve spravne Casti (PS a SQ).

A teraz ndm eSte ostdva ukdzat, ze spominané trojuholniky st naozaj rovnoramenné. Trojuholnik je rovnoramenny
prave vtedy, ked méa rovnaké uhly pri zdkladni, tak sa pozrime na tie uhly. Nech uhol C'AB mé velkost 2. Takéto
oznacenie je vyhodnejsie do budicnosti, kedze tusime, Ze aj tak budeme potrebovat vyjadrif polovicu tohto uhla,
totiz |4 CAS| = |4 BAS| = a. A nakoniec potrebujeme zistit, aky velky je uhol ASP. No a tu sa uz vase rieSenia
rozchadzali, preto si ukdZeme rovno dva sposoby, ako sa dalo pokracovat.

Pruyg spésob. Uvedomime si, Ze trojuholniky ABC a PQC st podobné. Vsetky tri uhly maja rovnaké, pretoze PQ je

rovnobezna s AB. Plati [SCPQ| = |[SCAB| = 2a, a preto pre jeho susedny uhol plati |[$QPA| = 180° — | CPQ)|.
Tiez vieme, Ze sucet uhlov v kazdom trojuholniku je 180°. Teraz si uz lahko vyjadrime velkost uhla ASP:

S ASP| = 180° — |4 PAS| — |S APS| = 180° — a — (180° — 20) = a.

Tym sme ukézali, ze |J PAS| = |<ASP]|, ¢ze trojuholnik ASP je skuto¢ne rovnoramenny.

Druhy sposob. Uvedomime si, ze uhol ASP je striedavy uhol k uhlu BAS, teda | ASP| = |{BAS| = a. Tak sme
ukézali, ze | PAS| = | ASP|, teda trojuholnik ASP je (opit raz :)) rovnoramenny.

Ci uz ste si viac osvojili prvy alebo druhy sposob, oba mézeme obdobne pouzit aj pre trojuholnik BSQ. Vieme
teda dokéazaf, ze oba pre nas dolezité trojuholniky ASP a BSQ st rovnoramenné. Z toho, na zéklade nasich Gvah
zo zaclatku, vyplyva, ze plati |PQ| = |AP| + |BQ|. A mame to! :)

Uloha é&.3: Dany je trojuholnik ABC. Na strane AB le# bod D tak, Ze je v jednej tretine tejto strany bliZsie
k bodu A. Na strane BC' lezi bod E tak, Ze je v jednej Sturtine tejto strany blizsie k bodu B. Na strane AC' lezi bod
F tak, Ze je v jednej polovici tejto strany. Zistite, aky je pomer obsahov trojuholnikov DEF a ABC.
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RieSenie: (opravovali Ada a Dada)

Snazime sa zistif pomer obsahov trojuholnikov DEF a ABC'. Je dobré si uvedomit, Ze o trojuholniku DEF zatial
nevieme skoro ni¢ — nepozname velkosti jeho stran, vySok, ani uhlov. Nam vSak sta¢i poznat jeho obsah. Ako by
sme ho mohli zistit? Pomohlo by ndm, keby sme poznali obsahy trojuholnikov ADF, BED a FEC? Ak sa na
chvilku zamyslime, zistime, Ze by ndm to naozaj pomohlo, potom by sme totiz mohli vyjadrif obsah trojuholnika
DEF ako

Sper = Sapc — Seep — SrEc — SapF-

Podme teda zistovat obsahy tychto troch trojuholnikov, za¢nime napriklad trojuholnikom ADF. Aby sme vedeli
vyjadrit jeho obsah, potrebujeme napriklad jednu stranu a vySku na tto stranu. Zrejme strana DF nebude t4
spravna volba, pretoze nepozname ani jej dizku, ani dlzku v{sky na ttGto stranu. Ostali ndm dve moznosti, bud
strana AD, alebo AF. Vysku na stranu AD sice vieme vypoditat, ale vyzaduje si to trochu viac ndmahy. Je to
vsak dost zaujimavé na to, aby ste si to skusili.

Ak sa pozrieme na stranu AF a vysku na tato stranu, moze sa zdaf, Ze o nej tieZ ni¢ nevieme. Nie je to vSak
uplne tak, pretoZze tdto vyska je tiez vyskou v trojuholniku ADC na stranu AC. A kedZe AF' je polovicou strany
AC, tak obsah trojuholnika ADF je polovicou obsahu trojuholnika ADC'. To stale nie je presne to, ¢o by sme
potrebovali, avSak uz sme na dobrej ceste. Teraz ndm staci porovnat obsahy trojuholnikov ADC a ABC. To nie
je fazké, pretoze jednu vysku (z vrcholu C') maju spoloént a strany prindleziace tejto vyske s v pomere jedna
ku trom. Preto aj pomer obsahov spominanych trojuholnikov je jedna ku trom. (Porozmyslajte nad tym.) Ak to
zhrnieme, zistili sme, Ze obsah trojuholnika ADF je Sestinou obsahu trojuholnika ABC.

c Tu je vhodné spomenit, Ze pri pocitani obsahu trojuholnika ADF odzneli vSetky
Uvahy potrebné na dokoncenie rieSenia, pretoze obsahy zvysnych dvoch trojuhol-
nikov sa poditaju velmi podobne. Kli¢om je v8imnuf si trojuholniky, ktoré maju
niektort vysku spolo¢nil a zédkladne prisltichajice k tejto vyske sit v pomere, ktory

E poznédme. Vtedy vieme urcit aj pomer obsahov takychto trojuholnikov.
Pozrime sa teraz na trojuholnik DBE. Tento mé spoloént vysku s trojuholnikom

A D B ABE, pricom pomer zakladni je 2 : 3. Teraz by sme potrebovali poznat obsah

trojuholnika ABE, tento m4 vSak s trojuholnikom ABC spolo¢nii vysku na stranu BC. Vieme, Ze pomer zakladni

BE ku BC je 1 : 4. Vdaka tomu zistujeme, Ze obsah trojuholnika DBE je Sestina obsahu trojuholnika ABC.

Vsimnime si, Ze na tento pomer sa dalo prist aj vyuzitim spolo¢nej vysky trojuholnikov DBE a DBC'. Skuste si

to premyslief a pomer obsahov tymto sposobom naozaj zratat.

Asi nikoho uZ teraz neprekvapi, Ze aj pri zistovani obsahu trojuholnika F'EC budeme postupovat takmer rovnako

ako doteraz. Ak ste sa docitali az sem, pevne verime, Ze ste schopni a ochotni tento postup samostatne vyuzit.

Pre tych, ¢o sa po ceste ndhodou stratili, uvedieme mali pomocku: trojuholniky, ktoré moézeme pouzit, st AEC

a BCF, pricom tak ako predtym staci jeden z nich.

Pre uplnost a kontrolu uvddzame aj vysledok: pomer obsahov trojuholnikov DEF a ABC je 7 : 24.

Komentér: Uloha sa dala riesit viacerymi sposobmi. Ak ste pocitali obsahy pomocou v§sok, bolo treba riadne
zddvodnit ich velkosti. Dostali sme aj velmi pekné rieSenia vyuzivajlce vzorec 25 = a - b - sin~y. Viete, preco tento
vzorec plati? Odvodit ho vobec nie je zlozité — majme Tubovolny trojuholnik ABC. Pomocou goniometrickych
vztahov (konkrétne z definicie funkcie sinus) vieme jeho vysku v, zapisat ako vy, = a - sin+y. Zaroven pozndme
vzorec pre obsah trojuholnika ABC, ktory je 25 = b- v,. Ak do tohto vztahu dosadime predchadzajiace vyjadrenie
vysky vy, dostavame dokazovany alternativny vzorec pre obsah. Postup je rovnaky, ak vyjadrujeme niektora zo
zvysnych vysok v,, v., vyskisajte si to a vSimnite si, ako vyzeraju vysledné vzorce. Tento vzorec sa da vyhodne
pouzit na vypocet obsahu trojuholnika ADF', ak pozname obsah trojuholnika ABC. Vyskusajte.

Uloha é&.4: V rovine je dany trojuholnik KMS, ktory je mapou nejakého tizemia. Uzemie je rozdelené medzi tri
stdty, ktorych hlavné mestd su vrcholy trojuholnika K, M, S. KaZdy bod trojuholnika patri tomu Stdtu, ku ktorého
hlavnému mestu je nagblizsie. Ak je nejaky bod rovnako vzdialeny od dvoch (troch) hlavngch miest, patri hranici
tyjchto Stdtov. Zistite, ako must vyzerat trojuholnik KMS, aby niektoré dva $tdty nemali spoloéni hranicu.

RieSenie: (opravovali Bus a Tina)

Najdolezitejsie je asi nakreslit si pekny obrazok aj s hranicami medzi jednotlivymi §tatmi. Pre body na hranici medzi
dvoma $tatmi podla zadania plati, Ze st rovnako vzdialené od hlavnych miest oboch Statov. MnoZinou vsetkych
bodov rovnako vzdialenych od dvoch hlavnych miest je os tsecky spajajicej tieto dve mesta, ¢ize os jednej zo stran
trojuholnika K M S. Hranice medzi $tatmi budi preto lezatf na osiach stran trojuholnika KM S.

Ked si teraz narysujeme osi stran, vS§imneme si, ze sa budu nejako pretinat. Ako? Vezmime si najskor len dve osi,
osi stran K S a SM. Tie sa ndm urcite pretna (vieme prec¢o?). Ozna¢me prieseénik tychto priamok X a prizrime sa
mu blizsie. Bod X lezi na osi tsecky K.S, takZe je rovnako daleko od bodu K ako od bodu S. TieZ o fiom vieme, Ze
patri osi tisecky SM, a preto je rovnako vzdialeny od bodov S a M. Ked si to teraz dame dokopy a zamyslime sa,
prichddzame na to, ze bod X patri aj tretej osi trojuholnika, osi tusecky K M. Takze X je prieseénikom vsetkych troch
osi a je jedinym takymto bodom v rovine (urcite?). A ¢o viac, o tomto bode vieme Cosi, ¢o sme eSte nespomenuli. Je
rovnako daleko od vSetkych troch vrcholov trojuholnika KM S a je to stred kruznice trojuholniku K M S opisane;j.
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Vieme tiez, ze stred opisanej kruznice ostrouhlého trojuholnika lezi vo vnutri tohto trojuholnika. Preto vyzeraja
hranice v ostrouhlom trojuholniku ako spojnice stredu opisanej kruznice so stredmi jednotlivych stran. Kazdé dva
$taty maju ako hranicu prave jednu z tychto spojnic.

V pravouhlom trojuholniku je stred opisanej kruznice v strede jeho prepony. Preto budt dvomi hranicami spojnice
stredov odvesien so stredom opisanej kruznice a tretia hranica bude len jediny bod — stred prepony, ¢o je vsak tiez
hranica.

Nakoniec, v tupouhlom trojuholniku je stred opisanej kruznice vzdy mimo trojuholnika. Ked si narysujeme osi
strdn, ziadne dve sa nam v trojuholniku nepretni (kedZe ich priese¢nik je mimo trojuholnika). Co to znamena?
Budu vsetky tri hranicami Statov? Nech je najdlhSou stranou trojuholnika strana KM a tupy uhol nech je pri
vrchole S. Osi stran KS a MS oddelujt tizemia §tatov s hlavnymi mestami K, S a M, S. Usecka na osi strany
KM v8ak uz tizemia $tatov s hlavnymi mestami K a M neoddeluje, pretoze lezi celd vo vnitri §tatu s hlavnym
mestom S — Staty pri K a M teda nemaji spoloéna hranicu. Zdovodnili sme teda, ze hladané trojuholniky sii
tupouhlé a ziadne iné. Odpovedou je, ze trojuholnik KM S musi byt tupouhly.

Iné riesSenie:

Predstavme si najskor jednoduchsi pripad pre dva staty s hlavnymi mestami A a B. Ich hranicou, ¢iZe mnoZinou
vSetkych bodov, ktoré st rovnako vzdialené od A a od B, je prave os tsecky AB. Dve polroviny uréené touto
osou st potom tizemia danych Statov. My vSak mame §taty az tri, ich hlavné mesta sa volaju K, M a S. Uzemie
statu s hlavnym mestom K je mnozina takjch bodov, ktoré sa ku K blizsie ako k M a zaroven ku K blizsie ako
k S. Prvit podmienku spliia polrovina uréené osou tse¢ky K M, druhti podmienku polrovina uréena osou tsecky
K S, tzemie §tatu s hlavnym mestom K teda bude prienikom tychto polrovin. Rovnako vieme néjst aj tzemia
zvysSnych dvoch statov, vSetky budt urcené osami stran trojuholnika KM S. Osi strdn sa pretinajui v jednom
bode a to v strede opisanej kruZnice — ozna¢me si ho O. Kazdé dva Staty budu teda mat prave jednu spolo¢nii
hranicu tvaru polpriamky za¢inajicu v bode O. Néas v8ak zaujima len vnitro trojuholnika K M S. Ak lezi bod O vo
vnutri trojuholnika, kazda z polpriamok mé prienik s trojuholnikom KM .S a teda kazdé dva staty maju spoloént
hranicu. Ak lezi iba na obvode — povedzme na strane KM — tak Staty s hlavnymi mestami K a M maju sice vo
vnutri trojuholnika ako spolo¢nti hranicu len tento jediny bod O, avSak aj to je nejakd hranica a teda tvrdenie
zo zadania znova neplati. Poslednou moznostou je pripad, ked O lezi mimo trojuholnika KM.S. Vtedy uz bude
jedna z hraniénych polpriamok celd mimo trojuholnika a teda niektoré dva $taty ostantt bez hranice. Stred opisanej
kruZnice lez{ mimo trojuholnika prave vtedy ked je tento trojuholnik tupouhly, ¢o je tym paddom aj spravne riesenie:
Trojuholnik K M S musi byt tupouhly.

Komentér: Ak riesime tlohu a chceme rozoberat viac moZnosti, je fajn zamyslief sa (aj) nad tym, ktoré z tychto
moznosti je potrebné rozoberat. Napriklad v tejto tillohe nebolo potrebné zistovat, ako sa stred opisanej kruznice
sprava v rovnostrannom trojuholniku, pretoze ten je ostrouhly a to, Ze je rovnostranny, nijako nevplyva na to,
¢ je stred krulnice tomuto trojuholniku opisanej vnitri trojuholnika alebo mimo neho. Naopak, ked si kreslime
nejaky obrazok, na ktorom chceme mat ostrouhly trojuholnik (a viac o lom nevieme), musime si dat zdlezat na
tom, aby bol ostrouhly, no aby nebol nejaky Specidlny (napriklad rovnoramenny). To by nés totiz mohlo zavadzat
a presvied¢at néas o veciach, ktoré nie st vZdy pravdivé (napriklad Ze os uhla v trojuholniku je zaroven aj jeho
vyskou).

Poznémka: Uréite ste sa uz stretli s kruznicou vpisanou do trojuholnika. Ako tato kruznicu konstruujeme? Skuste
overit, Ze tento postup konstrukcie je spravny a Ze existuje prave jedna takato kruznica. Preco sa osi uhlov pretinaju
v jednom bode?

Dalej stoji za zamyslenie, preco lezi stred opisanej kruznice mimo trojuholnika prave vtedy, ked je tento trojuholnik
tupouhly. Vieme, ze takto nas to ucili v skole, ale uvedomte si, ze to nie je dévod, pre ktory to plati. Vieme toto
tvrdenie podoprief rozumnymi argumentmi? Pokiste sa o to, poradime vam, Ze ak si nakreslite obrdzok a v fiom
stred opisanej kruznice, vznikne vam niekolko rovnoramennych trojuholnikov so stranami diilzky polomeru opisanej
kruznice. (Toto sa stane bez ohladu na to, ¢i spominany stred lezi vnitri alebo mimo trojuholnika.) KItacové je
popisat nejasny pojem ,,vnutri“ ¢ ,mimo* pomocou uhlov, pripadne inych pojmov, s ktorymi vieme dobre narabat.
Ak si neviete poradit, skiiste napisat mail na kms@kms . sk, radi vam poradime.

Na zaver eSte jedna zaujimavéd tvaha, ktort mozete dalej rozvijat sami (vrelo doporucujeme). Majme trojuhol-
nik ABC' a kruZnicu jemu opisand, jej stred ozna¢me O. Dokreslime si do obrazka stredné priecky trojuholnika
ABC, tieto tsecky vytvoria mensi trojuholnik DEF podobny s trojuholnikom ABC (lebo stredné priecky si rov-
nobezné so stranami trojuholnika). Osi strédn trojuholnika ABC su vlastne vyskami v trojuholniku DEF, preto O
je prieseénikom vySok trojuholnika DEF. KedZze trojuholnik DEF je ostrouhly, jeho priesecnik vySok lezi vnutri
trojuholnika DEF (prec¢o?) a preto lezi aj vnutri trojuholnika ABC. Trojuholniky ABC a DEF st rovnolahlé.
Viete ndjst stred rovnolahlosti, ktord zobrazi jeden trojuholnik na druhy?

Uloha é&.5: Nech CD a BE st vyjsky trojuholnika ABC. Dokdzte, Ze trojuholniky ACB a ADE st podobné.
Riesenie: (opravovali Durisko a Mito)

Nagou ulohou je dokéazat podobnost nejakych trojuholnikov. Nakreslime si teda obrazok so situéciou zo zadania
a skiisme tam pohladat akikolvek podobnost; vedeli by sme trochu viac a mozno by ndm to pomohlo. Kedze
v zadani nie st uvedené ziadne dizky stran a ani ich nevieme nejakym rozumnym spdsobom ziskaf, ststredime
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sa na hladanie podobnosti podla dvoch rovnakych uhlov. Okrem uhlov trojuholnika ABC méme na obrazku este
niekolko pravych uhlov, a teda aj niekolko trojuholnikov, v ktorych uz zhodnost jedného z dalsich uhlov zarucuje
ich podobnost. Skiuste teraz niektoré z tychto dvojic trojuholnikov pohladaf. (A v ¢itani naozaj nepokracujte, kym
aspori jednu taktto dvojicu nenéjdete, alebo si skutoéne nebudete vediet rady.) Pomerne rychlo sa d4 najst dvojica
AEB a ADC. Tieto trojuholniky sti podobné, pretoze maji spolo¢ny uhol pri vrchole A. (Ak si prieseénik vySok
BE a CD ozna¢ime S, potom dal$imi dvojicami st napriklad SED a SCB, ¢ SDB a SEC.) Vieme, ze podobné
trojuholniky majt rovnaky pomer prislichajtcich stran, preto plati |AE|: |AD| = |AB| : |AC].

Vsimnime si, Ze teraz vieme povedaf nie¢o viac o trojuholniku ADE, pretoze uz vieme nie¢o o pomere dlzok jeho
stran. To je vyborné, pretoze mozeme zacat vyuzivat aj iné druhy podobnosti, konkrétne sus alebo sss. KedZe troju-
holniky ADE a AC B maju spolo¢ny uhol pri vrchole A, skiisme to vyuZit a spojit s nasimi vedomostami o pomeroch
stran. Keby pre pomery dlzok stran, ktoré zvieraju spoloény uhol BAC, platil vztah |AB|: |AC| = |AE|:|AD|,
boli by trojuholniky ADE a AC B podobné. Platnost tohto vztahu sme vSak uz ukazali, staci sa pozriet o niekolko
riadkov vyssie.

Komentéar: To, ¢o ste prave docitali, je ,vzorové“ rieSenie za 7 bodov. Tomuto rieSeniu totiz chyba akakolvek diskusia.
Nikde nie je ani zmienka o tom, ¢ situdcia vZdy musi vyzerat takto, pri¢om v skuto¢nosti nemusi. Napriklad ak je
trojuholnik ABC pravouhly s pravym uhlom pri vrchole A, tak jeden z trojuholnikov spominanych v zadani vobec
neexistuje, za to sme vSak body nestrhavali. Co je ddlezitejsie, ak bude trojuholnik ABC' tupouhly, ¢ uz s tupym
uhlom pri vrchole A, alebo pri niektorom zo zvysnych dvoch, situdcia vyzera trochu inak. Teraz je opaf vhodny
¢as nakreslit si obrdzok a dobre sa nad situdciou zamysliet. VSimneme si, Ze v jednom z pripadov nami ukézany
postup nefunguje, staci ho vSak uz len trochu upravit. Zapamétajte si, ze diskusia je vzdy nevyhnutnou stcastou
rieSenia.

Pozndmka: Uloha sa dala vyhodne riesit aj pomocou tetivovyjch §tvoruholnikov. (To st $tvoruholniky, ktorym sa
d4 opisat kruznica. Plati pre ne, ze stcet protilahljch vnttornych uhlov je 180°.) V naSom pripade je tetivovy
stvoruholnik EDBC, ktorého vrcholy lezia na Télesovej kruznici nad priemerom BC'. (Stredom tejto kruznice je
teda stred strany BC'.) Ked si tato kruznicu dokreslime do obrazku, vznikne nam niekolko rovnoramennych troju-
holnikov, ktoré vieme pomerne efektivne pouzit. Ak sa chcete s tetivovymi $tvoruholnikmi zoznamit podrobnejsie,
skiste napr. knizku J. Sedivého: Kruznice, ktora vysla v edicii SMM, alebo si pozrite vzorové riesenie nasledujicej
ulohy.

Uloha &.6: Kruznicu k so stredom S pretinaji dve réznobeiné priamky p a r. Priesecnik P tychto priamok leZ(
zvonku kruznice k. Priamka p prechddza bodom S a pretina kruznicu k v bodoch A a B, pricom bod B leZi na
usecke AP. Priamka r pretina kruznicu k v bodoch C a D, pricom bod D lezi na usecke CP. Dizka DP je zhodnd
s polomerom kruznice k. Vypoéitajte velkosti vnitorngch uhlov Stvoruholnika ABCD, ak viete, Ze uhol priamok
par je p.

RieSenie: (opravovali Kenny a Miki)

Ked sa ndm podarilo nakreslit si pekny a prehladny obrazok, za¢neme rozmyslat nad tym, ako vyuzit predpoklady
zo zadania. Zaujimava je informdcia |DP| = ¢, kde sme pismenom ¢ oznacili polomer kruznice k. Za zaujimava
ju povazujeme vdaka tomu, Ze polomer kruznice k sa vyskytuje na viacerych miestach na obrizku, oznac¢me si
teda vSetky tieto tsecky pismenom ¢, aby sme vedeli, Ze maji rovnaki dizku. (Len pre poriadok uviddzame, Ze na
obrézku sa ndm z polomerov kruznice k objavili SB, SD, SC a nakoniec aj SA.) Ak sme si tieto tsecky aj pekne
zvyraznili, nie je tazké vSimnut si, Ze trojuholniky SDP, BSD, DSC a C'SA st rovnoramenné. Este lepSie vSak
je, Ze vntitorné uhly tychto trojuholnikov spolu tvoria vetky vnttorné uhly stvoruholnika ABDC. Co to pre nés
znamenda? No predsa to, Ze ak zistime velkosti vnttornych uhlov tjchto rovnoramennych trojuholnikov, tak budeme
mat vyhrané, pretoze uz lahko (t.j. priamociaro a bez ndmahy) ndjdeme odpoved na otdzku zo zadania. Podme sa
teda do toho pustit.

Zacnime trojuholnikom SPD. Méme na to dobry dévod, pozndme totiz velkost jedného z uhlov pri zdkladni,
konkrétne vieme, Ze |4 SPD| = ¢. V rovnoramennom trojuholniku to staci na to, aby sme zistili velkosti vSetkych
vnutornych uhlov, konkrétne | DSP| = ¢ a |[{PDS| = 180° — 2¢p. Z tychto informacii ndm zatial bude uzitoéna
ta druhd, totiz uhol PDS je susedny k uhlu SDC a teda |[4SDC| = 180° — |[<PDS| = 2¢.

Vyborne. Zistili sme, Ze uhol pri zdkladni rovnoramenného trojuholnika SDC' je 2¢, vieme teda dopoéitat | DCS| =
= |[ISDC| = 2¢p a tiez |FCSD| = 180° — 4¢. Uz sme skoro na konci, ostdva ndm uz len trojuholnik ASC. Ked
sa pozrieme na obrazok, kam sme si medzi¢asom dopisovali velkosti uhlov, ktoré uz pozname, vieme zistit vel-
kost uhla CSB. Ten sa ,skladd“ z uhlov CSD a DSB, preto vieme vyjadrit |[SCSB| = [SCSD| + |4 DSB| =
= (180° — 4¢) + ¢ = 180° — 3p. Uhol CSA je susedny k uhlu C'SB, preto je jeho velkost 3. Teraz by ndm uz
nemalo robif ziadne fazkosti zistif velkost rovnakych uhlov CAS a AC'S, ktora je rovna (180° —3¢p)/2 = 90° —3¢/2.
Teraz uz mame vSetky potrebné informacie, si iba roztrisené po predchadzajucich odstavcoch. Ked ich dame
dokopy, dostaneme

3 3
|XABD| = 90° — %, X BDC| = 90° + 7“”, 13 DCA| = 90° + %, ISCAB| = 90° — 7@.
Je dobré uvedomit si, Ze na zistenie velkosti v8etkych vnitornych uhlov by nam stacilo poznat velkosti Tubovolnych
troch z tychto uhlov.
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Iné riesenie:

RieSenie tejto tlohy moze vyzerat aj inak, a to nielen vdaka vyuzitiu faktu, ze Stvoruholnik ABDC je tetivovy.
Kedze asi nie je vSetkym z vas jasné, ¢o tym myslime, na chvilu sa pri tom pristavime. Stvoruholnik nazjvame
tetivovy, ak sa mu da& opisat kruznica (jeho strany st tetivami jemu opisanej kruznice). Zrejme tito vlastnost
nemd kazdy Stvoruholnik. Ak Stvoruholnik uhloprieckou rozdelime na dva trojuholniky, kazdému z nich sa da
opisat préave jedna kruznica. (Skuste to dokdzat a tiez porovnat s ivodnou ¢astou vzorového rieSenia Stvrtej tlohy.)
Dany stvoruholnik potom bude tetivovy prave vtedy, ak budu tieto kruznice totozné. Tiez plati, ze Stvoruholnik je
tetivovy prave vtedy, ked stiéet jeho protilahlych uhlov je 180°. (Stoji za pokus toto tvrdenie asponi skisit dokéazat;
ak vdm to nepdjde, uvedomte si, ze vSetky body leziace na kruznici st rovnako vzdialené od jej stredu; potom to
uz pojde. :))

Maéame teda jeden spdsob, ako o Svtoruholniku dokéazat, Ze je tetivovy — stac¢i ukazat, ze sucet niektorej dvojice jeho
protilahlych vnitornych uhlov je 180°. Trochu jednoduchsie je v8imnit si, Ze nad spolo¢nou preponou st dva pravé
uhly, vrcholy tychto uhlov budt potom lezaf na jednej (Télesovej) kruznici. (Porovnaj s tlohou ¢islo pit.) Celkom
nakoniec uvadzame asi najlahsi sposob, ako o Stvoruholniku zistit, Ze je tetivovy — jednoducho jeho vrcholy vznikli
ako priesecniky danej kruznice s nejakymi atvarmi, ako napriklad v tejto tilohe.

Teraz uz k samotnému rieSeniu. Z rovnoramennosti trojuholnika PSD vyplyva, Ze uhol DSB mé velkost ¢. Troj-
uholnik SDB je tieZ rovnoramenny, preto |{SBD| = 90° — ¢/2. KedZe tento uhol je totozny s uhlom ABD
a vieme, ze suet protilahlych uhlov v tetivovom Stvoruholniku je 180°, vidime, Ze |JACD| = 90° + /2. Teraz
uz ostéva len vSimnuat si, Ze uhol CAB, ktorého velkost chceme zistif, sa nachddza (aj) v trojuholniku C AP,
v ktorom pozname dva zvy$né uhly. Preto staci dopocitat aj ten treti a mame |[JCAP| = 90° — 3p/2. Uplne na
zéver z tetivovosti Stvoruholnika ABDC' (alebo z toho, Ze sucet vSetkych vnitorngch uhlov Stvoruholnika je 360°)
ziskavame | DBC| = 90° + 3¢/2.

Nejako podobne, ako vyzera posledny odstavec, si predstavujeme vaSe rieSenia. Treba vSak pripomenut, ze tvrde-
nia, ktoré my nechivame na zvézenie ¢itatelovi (konkrétne ,preco je Stvoruholnik ABDC tetivovy“ a ,preco st
jednotlivé trojuholniky rovnoramenné®) treba vo vasich rieSeniach riadne zdoévodnit.

Komentér: Na zaver sa vam chceme ospravedlnit za chybu v zadani, nejde o Stvoruholnik ABCD, ale o ABDC.
Nagfastie vii¢Sina z vas riesila spravny priklad a mnohi ste na to aj upozornili. Niektori dokonca spodcitali aj vnttorné
uhly ,motylika* ABCD.

Uloha é&.7: Medzi Marsom a Jupiterom si tri planétky Ko1,Myo a S11, ktoré neleZia na jednej priamke. Nasa NASA
vyslala sondu, ktord by mala okolo nich preletiet po priamke tak, aby boli vzdialenosti vietkych troch planétok od
drdhy letu sondy rovnaké. Pomazte svojim kolegom matematikom z NASA a urcte mnozinu vsetkych moznijch drdh
sondy.

Pozndmka: Citanie tohto rieSenia vyzaduje kiisok predstavivosti, dostatok ¢asu a trpezlivosti, ale hlavne vela
chuti naozaj sa dozvediet, ako hladané priamky vyzeraju. A papier a ceruzka sa tiez mézu hodit. Inak povedané,
odportcame cely postup pozorne sledovat (aj) kreslenim si vlastnych obrazkov.

RieSenie: (opravovali Zuzka a Hanka)

Nagou tlohou bolo najst mnozinu vSetkych drah sondy tak, aby vzdialenosti vSetkych troch planétok od drahy boli
rovnaké. Co to vlastne znamena? Hladame vSetky priamky, ktorych vzdialenost od danych troch bodov je rovnaka.
Na zaciatok si jasne povedzme, ¢o je to vzdialenost bodu A od priamky p. Predstavme si, ze by sme vzali kazdy
bod priamky a odmerali jeho vzdialenost od bodu A. Co myslite, ktora z nich by bola ta ,spravna“? :)Kto si
mysli, Ze t4 najmensia, mé4 pravdu. Vzdialenostou bodu od priamky naozaj nazyvame najmensiu z ,nameranych*
vzdialenosti. Samozrejme, nie sme schopni vSetky ich odmerat a zistovat, ktora z nich je najmensia, kedze priamka
ma nekonecne vela bodov. Preto to treba skisif nejako inak. Spustme z bodu A kolmicu na priamku p a ozna¢me
jej patu (bod, v ktorom sa pretni) B. Potom pre kazdy bod X € p, X # B plati |[AX| > |AB|, kedze AX je
preponou v pravouhlom trojuholniku AX B (obr. 1). Hladana vzdialenost je teda dizka kolmice vedenej z daného
bodu na nasu priamku. Ale ako tito kolmicu najst v trojrozmernom priestore? Najdeme rovinu kolmi na priamku®
p a prechiddzajicu bodom A. T4 sa s priamkou p pretina prave v jednom bode, ozna¢me ho C. Priamka AC bude
kolmé na priamku p, preto v tomto pripade bude hladanou vzdialenostou |AC|.

p B Teraz sa mozeme pustit do rieSenia samotnej tlohy. Rozoberme nas
problém najskoér v rovine danej bodmi Ky1, Mg a S11. Oznacme si nasu
priamku p. Jej vzdialenost od vSetkych troch bodov K1, Mip a Si;
mé byt rovnaka. Sktisme si to este viac zjednodusit a skimajme najprv
priamky, ktoré maju rovnaki vzdialenost od dvoch bodov. Uvazujme v
rovine body A, B. Kazd4 priamka ¢, ktord je od nich rovnako vzdialena,
je s tseckou AB bud rovnobezna alebo réznobezna. Kazda rovnobezka
s AB mé od bodov A a B rovnaku vzdialenost (obr. 2). Zaujimavejsie
obr. 1 obr. 2 bude skiimaf réznobezky. Predizme tsecku AB na priamku. KedZe g

je s nou roéznobezna, pretni sa v nejakom bode; ozna¢me ho V. Pity

Hntuitivne je to taka rovina, na ktora priamka nevrhé tief, resp. tien je iba jeden bod.
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kolmic z bodov A, B na priamku ¢ ozna¢me A’, B’ (obr. &). VSimnime si, ze trojuholniky AA’V a BB'V st
podobné. Chceme, aby platilo |A’A| = |B’B|. Ak sa dva podobné trojuholniky zhoduji v zodpovedajucej strane,
»povysi“ ich to na zhodné 2. Preto nutne |AV| = |BV|. Jediny taky bod V leziaci na priamke AB je stred tisecky
AB. Naozaj, kazda priamka prechadzajtca stredom AB spliia dant vlastnost.

obr. 3

Nasli sme teda mnozinu v8etkych priamok v rovine, ktorych vzdialenost od dvoch bodov je rovnaka. Ako ndm to
pomdze pri troch bodoch? Priamka p musi byt rovnako vzdialen4 od bodov Ky; a Mig, preto je bud rovnobeznd
s priamkou Ky M1y, alebo prechddza stredom tsecky Ko M1g. Naviac musi byt rovnako vzdialena aj od bodov Mg
a S11. Nech je priamka p rovnobeznd s priamkou Ko; M1g. To znamené, ze nemoze byt rovnobezné aj s priamkou
Mi0511 (kedZe body Ko1, Mg, S11 nie st kolinearne, t.j. nelezia na jednej priamke), teda musi prechadzat stredom
usecky Mi(S11. Druhd moznost je, Ze prechadza stredom tsecky Koy Mig. Potom bud prechddza aj stredom tsecky
MiS11, alebo je s Tiou rovnobezna. Tym sme vycerpali vSetky moznosti. V rovine st teda hladanou mnoZinou tri
priamky. Ked si nakreslime obrézok a nad ndjdenymi priamkami sa na chvilu zamyslime, uvedomime si, Ze st to
vlastne predlzené stredné priecky trojuholnika Ko MyoSi;.

Problém je v tom, Ze rovina ndm nestaci, pretoze vesmir je trojrozmerny. Posuiime sa teda do priestoru. Je zrejmé,
Ze vSetky riesenia, ktoré sme nasli v rovine, budu rieSeniami aj v priestore. Naozaj, body Ko1, M19 a S11 uréuju
v priestore trojuholnik, ktorého stredné priecky maju rovnaku vzdialenost od vSetkych troch bodov. Ak tieto
priamky posunieme v smere kolmom na rovinu trojuholnika Ky M19S11, rovnost vzdialenosti nepokazime. Podme
sa o tom presvedcit.

K()l v T MlO
KOl z MIO M pi
M
P1
obr. 4 b1 obr. 5

Vezmime si jednu z priamok, ktoré boli rieSenim nasej ilohy v rovine Ky M10S11, nech je to priamka p;. Oznacme
jej vzdialenost od bodov Ky, Mig a S1; ako x a pity kolmic z bodov Kyi, Mg, S11 na priamku p; oznacme
postupne K, M, S (obr. 4). Posutime teraz priamku p v smere kolmom na rovinu nasho trojuholnika o vzdialenost

2Tdto tivahu si rozmyslite. Existuji dva podobné trojuholniky, ktoré sa zhoduju dokonca vo velkostiach dvoch dvojic stran a predsa
nie st zhodné. N&jdite také!
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v. Tto nova priamku, ktort sme dostali, nazvime p/. Nakoniec ozna¢me este piity kolmic z bodov Ko1, Mg, S11
na priamku p} ako body K’, M’, S’ (obr. 5). Pozrime sa teraz na trojuholnik Ky K K'. Je dolezité uvedomit si,
Ze tento trojuholnik je pravouhly a vrchol jeho pravého uhla je v bode K (skuste porozmyslat, preco je to tak).
Z Pytagorovej vety potom vieme, Ze plati |[Ko; K'|? = |[K'K|? + |Ko1 K|?> = v? + 2. Analogickym postupom pre
trojuholniky MygM M’ a S11.95’ dostévame |[MyoM’|? = |S115'|? = 22 + v2. To znamen4, %e vzdialenosti priamky
p} od bodov Ky, Mg a S11 st rovnaké, ¢o je presne to, ¢o sme sa snazili dokédzat. Tym sme mnozinu rieSeni
rozsirili na vSetky priamky, ktoré s rovnobezné so strednymi prieckami trojuholnika Ky M19S11 a zaroven lezia
v rovinich kolmych na rovinu tohto trojuholnika. Tu je dolezité si uvedomit, Ze st to jediné priamky rovnobezné
s rovinou trojuholnika Ko Mi9S11, ktoré splhaji podmienku zo zadania. Akakolvek ina priamka ¢/, rovnobezna
s naSou rovinou, je totiz posunutie nejakej priamky ¢, leziacej v nasej rovine, o nejaki dlzku v smerom kolmym na
nasu rovinu. Vzdialenost priamky ¢’ od bodov Ky, Mig, S11 vieme uréif rovnako ako pre priamky ,nad“ strednymi
prieckami trojuholnika Ky3 M19S11 — urcite si to skiste. Preto vzdialenost tejto priamky ¢’ od bodov Ky1, M,
S11 bude rovnaké len vtedy, ked bude priamka ¢ rovnako vzdialena od bodov Ky1, My, S11. Vysledkom tohto
odstavca preto je, Zze v rovinach rovnobeznych s rovinou trojuholnika podmienkam zo zadania vyhovuji naozaj len
priamky ,nad“ strednymi prieckami trojuholnika Ky M1¢S1;.

Otézkou teraz je, ¢i to uz je vsetko, alebo sa daji najst este iné riesenia. Co napriklad priamka prechidzajtca
stredom kruZnice opisanej trojuholniku Koy M19S11, ktord je kolmd na jeho rovinu? Jej vzdialenost od bodov Koy,
Mg a 511 je zrejme prave polomer opisanej kruznice, teda aj tato priamka vyhovuje. Zaroven je to jedina priamka,
ktora je kolma na rovinu Koy M19S11 a je rieSenim tlohy.

Zatial sme nagli priamky rovnobezné s rovinou nasho trojuholnika a jednu, ktora je na tito rovinu kolmé. Potre-
bujeme eSte presSetrit pripad, Ze hladand priamka zviera s rovinou trojuholnika uhol «;, 0 < a < 90°. Teraz budeme
potrebovat kisok predstavivosti (t vlastne potrebujeme uz od zacdiatku :)). Majme teda v priestore fubovolna
priamku p a zostrojme na nu kolmice z bodov Ky1, Mig, S11. St to tri tsecky.

Co uvidime, ak sa na body Ko;, Mg, S11 a zostrojené kolmice pozrieme v smere, ktory udava priamka p? Samotna
priamka sa premietne do jediného bodu, body Ko1, M1y a S11 sa premietnu do trojuholnika (pozor, nie je to nas
trojuholnik Ko3 M1S11, ale iba jeho priemet do roviny kolmej na priamku p) a kolmice z bodov Ko1, Mg a Si;
na priamku p sa premietnu na tsecky. Tu je dolezité uvedomit si, ze pod tymto uhlom pohladu ich vidime v ich
skutoc¢nej velkosti, kedze priamka p je na kazda z nich kolma. Skisme si to, ¢o vidime, naértnaf. Utvary, ktoré
takto nakreslime na papier (do roviny), st priemetom objektov z priestoru do roviny, ktora je kolmé na priamku
p (sktste si to premysliet). Kde musi byt umiestneny bod, do ktorého sa premietne priamka p, aby platilo, Ze
jej vzdialenost od bodov Ky1, Mg, S11 je rovnaka? Zrejme je to stred kruznice opisanej trojuholniku, ktory nam
vznikol premietnutim pévodného trojuholnika Koy M70.511-

Takto sme teda ur¢ili dalSie priamky, ktoré st rieSenim nasej tlohy. Ostédva ndm uz len ukdzat, Ze s to naozaj
vSetky rieSenia a ziadne iné neexistuje. To je uz jednoduché. Lubovolnd priamku si vieme premietnut do roviny
kolmej na 1u a ak sa nam tato priamka nepremietne do stredu kruznice opisanej trojuholniku, ktory je priemetom
trojuholnika Koy M1¢S11, potom nemdze platit, Ze jej vzdialenost od bodov Ky, M1g a S11 je rovnaké. Toto tvrdenie
vyplyva z toho, Ze stred opisanej kruznice je jedinym bodom v rovine, ktory je rovnako vzdialeny od troch bodov
v nej. (Rozmyslite si, preco; pripadne porovnajte vase myslienky s rieSenim Stvrtej tlohy.)

Komentar: Mrzi nés, Ze mnohi z vas tuto lohu riesili v rovine a nie v priestore, ako to bolo myslené. Ved vesmir
predsa nie je rovina! Ak vam c¢okolvek zo zadania nie je jasné, urcite sa nas spytajte, ako sme to mysleli (podla
moznosti nie denl pred terminom série :)). NajéastejSia chyba bola v tom, Ze mnohi z vas niektoré myslienky
nezdovodnili dostato¢ne. Napriklad ked dokazujeme, Ze sme nasli v8etky priamky, ktoré maju v rovine rovnaku
vzdialenost od dvoch bodov. Nesta¢i ukazat, Ze pre tieto a eSte tieto to naozaj plati, ale treba ukdzat aj to, ze
pre ziadne iné uz nie. TakZe nabudtce na to nezabudnite! Tato tloha bola nirocna a najst vSetky rieSenia nebolo
vobec jednoduché. Napriek tomu ste sa s fiou popasovali naozaj statocne a sme na vas hrdi! :)Sme radi, ze sa
tolki z vas do nej pustili. Aj ked plne ju vyriesili iba niekolki, boli sme milo prekvapeni niektorymi origindlnymi
myslienkami. Presved¢ili ste nds o tom, Ze sa nebojite rozmyslat a hladat cesticky k cielu. Nie je vzdy dolezité
tlohu vyriesit aplne, aj pri ¢iastoénom vyrieSeni alebo vobec zamysleni sa nad nejakym problémom sa mozete vela
naucit. TakZe. .. len tak dalej!

Uloha é&.8: Nech bod I je stred kruinice k wvpisanej do trojuholnika ABC a nech T je prienik tejto kruinice s
useckou BC'. Priamka rovnobezind s priamkou I A prechddzajica bodom T pretina kruznicu k po druhy raz v bode
S. Dotyénica ku kruznici k v bode S pretina usecky AB a AC v bodoch Cy a By (v tomto poradi). Dokdzte, Ze
trojuholniky ABC a AB1Cy st podobné.

Riesenie: (opravoval Jakub)

Na zaciatku je dolezité zamysliet sa nad tym, ¢ obrazok, ktory pouzivame, je dostatoéne vSeobecny, pripadne
¢ pokryva vsetky moznosti. Aby sa ndm ndhodou nestalo, Ze tvrdenie dokazeme iba pre niektoré Specialne typy
trojuholnikov. Tento Gvodny krok viaceri z vés neurobili, ale kedZe to je dost lahké a moZno prave preto ste to
nepisali, tak som sa rozhodol vdm za to body nestrhévat. NajcastejSou chybou vo vasich rieseniach bolo to, Ze pri
trochu inej situécii by niektoré uhly, ktoré ste pocitali, boli zaporné.

Oznaéme si prienik priamky Al a priamky BC ako X. Pre polohu bodu 7" na tise¢ke BC' mézu nastat tri moznosti.
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Body X a T st totozné iba vtedy, ked je trojuholnik ABC' rovnoramenny; platnost dokazovaného tvrdenia dokdZeme
v tomto pripade lahko. Ak sti body T a X rozne, tak T lezi vnutri niektorej z seiek BX, CX. KedZe oznacenie
vrcholov B, C je zamenitelné, mézeme bez ujmy na vseobecnosti predpokladat, Ze lezi vnttri tisecky BX (rozmyslite
si to). Prvé rieSenie bude zaloZené na (cielavedomom) poé¢itanim uhlov.

c Nech Y je priese¢nik priamok ST a AB. Dalej ozna¢me velkosti uhlov
CAB a ABC postupne «, . Priamky BC a B;C; st doty¢nice ku
kruznici k, priamka ST je spojnicou dotykovych bodov. Preto |4 STB| =
= |[ITSC4|, tieto uhly st osovo stmerné podla kolmice na secnicu ST
prechadzajicej stredom kruznice I (osovd stmernost zachovava velkosti
uhlov). Toto pozorovanie vyuzijeme pri dalSom pocitani uhlov.
Co méme dokazat? Podobnost trojuholnikov ABC a AB,C;. Tieto tro-
juholniky maji jeden spolo¢ny uhol pri vrchole A, na dokaz podobnosti
preto sta¢l najst dalsi zhodny uhol. Podme dokézat, ze |4 AC1B;| =
= |XACB| (nie je to o ni¢ horsie, nez uvazovat o uhle AB;C).
Kedze AX je os uhla CAB a priamky YT a AX st rovnobe’né, tak
S |[SXAB| = |[STYB| = «/2. Z trojubolnika YT B potom méame, Ze
A v 2 B [SYTB| =7 — a/2 — 8. Zrejme uhly YT B a STB maji rovnaka vel-
kost, a teda plati aj |4T'SC1| = 7 — a/2 — 3. Uhol Y SC je doplnkovy
k uhlu T'SC4, takze |9Y SCi| = /2 + (. Z trojuholnika Y'SC; Tahko doratame |4SC1Y| = 7 — o — 8. To, ze
|SACB| =7 — a — f3, je jasné, a tak sme dokazali, Ze | AC By| = |4 ACB|. Hotovo.
Iné riesenie:
Uloha sa dé riesif aj elegantnejsie. Myslim, Ze obrazok hovori sdm za seba a prezradza celé rieSenie :). Najskor
zostrojme bod S’ ako obraz bodu S v osovej stimernosti podla osi AI. Potom S’T bude priemer kruznice k (ak toto
pochopite, mali by ste z obrazka vediet dokoncit rieSenie aj sami). Zostrojme aj doty¢nicu ku kruznici & v bode
S’ a jej prieseéniky so stranami AC' a AB ozna¢me ako C’ a B’. Opét je zrejmé, Ze trojuholnik AB'C’ je osovo
sumerny s trojuholnikom AB;C; podla osi AI. TakZe tieto trojuholniky st zhodné. KedZe priamky B'C’ a BC su
obe kolmé na priamku S'T, tak B’C’ || BC. Preto trojuholniky ABC a AB'C’ st podobné. Teda aj trojuholniky
AB1Cy a ABC' st podobné. Hotovo.

N o~

B,

C

Pozndmka: VSimnite si tlohu éislo péf. Spolu tieto dve tlohy
vlastne hovoria, ze DFE || B1C;. Vieme toto tvrdenie dokézat
priamo, teda bez vyuzitia podobnosti spominanych vo vzoro-
vych rieSeniach tychto tloh?

Vratme sa este k Stvoruholniku BCB;C;. Tento $tvoruholnik
mé vpisani kruznicu so stredom I a ma aj opisanit kruznicu
(preco?), ozna¢me jej stred O. Nech P prieseénik jeho uhlop-
riecok. Takéto Stvoruholniky maja vela peknych vlastnosti. Na-
priklad body O, I, P lezia na priamke (narysujte, skontrolujte,
skiste dokézaf :)). A jeho obsah sa d4 pekne vyjadrit pomocou
dlzok stran. Skuste objavit dalsie zaujimavé vlastnosti takychto
Stvoruholnikov. (O vaSe zistenia sa moZete podelif s nami, na-
piste na j.mazak@gmail.com.)

A

Uloha é&.9: V priestore je dany valec s vijskou 1 Ym a s polomerom podstavy 1 Ym. Ndjdite najmensi pocet lopt
(g9ul) s polomerom 1 Ym potrebngch na pokrytie tohto valca.

Riesenie: (opravoval Rasto)

Najprv si vysvetlime, ¢o znamena pokrytiec mnoZiny bodov gulami. Majme v priestore dant mnozinu bodov M,
v naSom pripade je to valec zo zadania. Najst pokrytie mnoziny M znamend to, Ze nadjdeme mnozinu gul G takd,
ze kazdy bod mnoziny M patri do aspori jednej gule z mnoziny G. Rozmyslite si to. Pojem pokrytia sa da rozsirit
aj na iné situdcie: dantt mnozinu redlnych ¢isel mozeme pokryvat otvorenymi ¢i uzavretymi intervalmi (predstavte
si to na ¢iselnej osi) a body v rovine mézeme pokryvat kruhmi. Skuste si to; pokryte mnozinu {n/(n+1) | n € N}
piatimi uzavretymi intervalmi tak, aby tieto intervaly mali v st¢te ¢o najmensiu dizku. (Daji sa také intervaly
najst?)

Vratme sa k tlohe. Mohli ste zac¢at skusat pokryvat valcovi oblast postupne od pouzitia jednej gule (takto vlastne
hladdme minimalny podet gul). Na druhej strane, kedZe pokryvanie priestoru gulami sa zle predstavuje, dalo
sa to skusit s kockami vpisanymi do tychto gal. Takymto sposobom sa dalo zistit, ze Styri gule postacuju. (Ak
ste to nespravili, skiste si to.) Tento pocet sa da eSte zlepsit na tri. Vyhovujice pokrytie je napriklad také, Ze
stredy gl umiestnime do roviny prechédzajicej stredom valca rovnobeznej s podstavami tak, aby tvorili vrcholy
rovnostranného trojuholnika a aby boli vzdialené od stredu valca 1/2 Ym.3

3V dalsom texte uz jednotky uvadzat nebudeme :)
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Overit, ze takéto rozmiestnenie gl pokryva cely valec, mdzeme tak, Ze sa pozrieme
na rovinu hornej podstavy (zrejme to isté bude platit aj pre doln). V tejto rovine
budt vietky gule vyzeraf ako kruhy s polomerom v/3/2 (velkost polomeru sme vy-

pocitali z Pytagorove]j vety) a valec ako kruh s polomerom jedna. Ak nam ,gulové“
kruhy zakryvaja ,valcovy“ kruh, tak nase pokrytie funguje, pretoze medzi hornou
podstavou a strednou rovinou valca st polomery gulovych kruhov este vicsie. V ro-

vine hornej podstavy nase pokrytie funguje. Mozete si to overit tak, Ze si nakreslite
vlastny obrazok a vypocitate vSetky vzdialenosti, ktoré vas zaujimaju a presvedc¢ia o
spravnosti. Trojuholnik vyznaceny na obrazku c¢iarkovane je rovnostranny so stranou
velkosti v/3 a jemu opisana kruznica (s polomerom 1) je totozna s hornou podstavou
valca. Stredy stran tohto trojuholnika st priemety stredov gil do hornej podstavy valca.
kazdy postup bol tplne iny; nakoniec som sa rozhodol vybrat rieSenie, ktoré obsahuje viacero uZito¢nych tvah.
Budeme si v§imat roviny rovnobezné s podstavou valca. Rez valca takouto rovinou predstavuje kruh K s polomerom
jedna. Rezy gul predstavuju tiez kruhy, ozna¢me si ich K; a K5 a ich polomery postupne 71 a 9. Budeme sa snazit
pokryt kruhmi K3 a Ky kruh K. Vieme, Ze 71, 72 < 1 a navySe rovnost nastdva iba v tom reze, kde sa nachadza
ich stred. (Vo vSeobecnosti to samozrejme mozu byt rozne rezy.) Zoberme si rovinu, ktord neobsahuje stredy gal.
V nej st polomery oba polomery r; a 7o mensSie ako 1. Nech k, k1 a kg st postupne okrajové kruznice kruhov
K, K1 a K5. Mozu nastat dva pripady. Ak kruznice k a k; nemaju spoloény bod, alebo sa len dotykaju, tak sme
pomocou kruhu K; pokryli najviac jeden bod kruznice k. Potom na kruznici k existuje priemer, ktorého oba krajné
body st nepokryté (kruznicou k) a kruznicou ko vieme pokryt najviac jeden z nich. (Nemalo by vam robit fazkosti
rozmysliet si, preco je to tak.) Ak maja kruznice k a k; dva prieseéniky, tak kruh K; pokryva menej nez polovicu
obvodu kruznice k (toto je trochu fazsia verzia tivahy, ktort ste pouzili pred chvilou) a preto opit existuje priemer,
ktorého krajné body st nepokryté a zaroveri ich nevieme pokryt kruhom K. V tejto rovine preto ostane nepokryty
bod a preto ndm dve gule na pokrytie valcovej oblasti nestacia. (VSimnime si, Ze tieto ivahy platia pre skoro véetky
roviny rovnobezné so zdkladiiou valca.)

Uloha &.10: Po hrandch kocky lozia traja pavici a v jej vnitri lieta mucha. Pavici tvoria vrcholy trojuholnikovej
siete a snaZia sa nou chytit muchu. Mazimdlna rijchlost asporn jedného z mich je aspori takd velkd ako mazimdina
ryjchlost muchy. Pavici muchu chytia, ak sa nachddza vnitri stiete, alebo na jej okraji. Zistite, ¢i sa pavikom vidy
podari muchu chytit.

RieSenie: (opravovali Mato a Erika)

Po tom, ako sme si viackrat preéitali zadanie tlohy a uvedomili si, o je v Tiom napisané, mézeme sa pustit do
rieSenia. Nazvime nasich troch pavikov Ignac, Klement a Rychlik. Nech Ryjchlik je najrychlejsi z nich. Vieme, ze
jeho maximaélna rychlost je aspoii takéd velkd ako maximélna rychlost muchy. Okrem toho sa aj Ignac, aj Klement
vedia hybat, kedze v zadani je napisané, Ze vSetci traja pavuci lozia. No a kedZe ich maximdlne rychlosti st na
zéklade predchédzajtcej vety nenulové, vedia sa v kone¢nom ¢éase dostat, kam chcii. Pavici sa snazia chytit muchu
do trojuholnikovej siete, ktort v kazdom okamihu svojou polohou ur¢uji. Niekedy mézu pavici tvorit degenerovany
trojuholnik. To nastdva napriklad ked splyvaja, alebo ked stoja na jednej priamke. Takéto situdcie ndm nebudi
prekazat.

Ako by mohli pavtci chytif muchu do siete? Napriklad tak, Ze ju touto siefou pritla¢ia na niektort stenu, alebo ze ju
pripuéia v rohu. My ukéZeme, Ze ju vedia pritladit o stenu. Ozna¢me kocku klasicky ABCDEFGH a umiestnime
ju do kartezidnskej ststavy tak, ze bod A je bod (0,0,0) a body B, D a E lezia v poradi na z-ovej, y-ovej
a z-ovej osi. Pavici Ignéc a Klement dolezti do vrcholov A a B. Pavik Rychlik dolezie na hranu C'D tak, aby jeho
x-ové stradnica bola takd istd ako xz-ova stradnica muchy. V istom okamihu toto méze dosiahnuf tak, ze sa vyda
z bodu C' do bodu D. Niekedy na tejto ceste bude maf ta istl x-ovl stiradnicu ako mucha. Bude to vtedy, ked sa
kolmy priemet pohybu muchy na hranu C'D stretne s pohybom pavika. V okamihu, ked budd mat rovnaké x-ové
sturadnice, pavik Rychlik za¢ne kopirovat pohyb muchy tak, aby zhodnost z-ovej stiradnice bola stale zachovana.
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Ked uz Rychlik kopiruje pohyb muchy, mozu sa Ignac s Klementom vydat na cestu. Za¢nt sa naraz hybat z bodov
A, B rovnakou rychlostou (teda maximélnou rychlostou pomalsieho z nich). Igndc pdjde z vrcholu A do vrcholu H
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cez E. Klement pdjde z vrcholu B do G cez vrchol F. Zamerajme sa teraz na muchu. Ak eSte nie je chytena,
musi sa nachddzat nad rovinou trojuholnika tvoreného paviikkmi. Teda lieta niekde v polpriestore uréenom pavtukmi
a vrcholom G. Naviac vieme, ze Rychlik a mucha maja stéle rovnakt z-ova suradnicu. Do opa¢ného polpriestoru
sa mucha dostat nemoze, pretoze nemoze preletiet rovinou, v ktorej je siet. Pri pokuse o prelet na siet narazi, lebo
v okamihu prelietania m& Rychlik t istd z-ovi stradnicu ako mucha. A kedZe vSetky body vysky trojuholnika,
ktory paviky tvoria (spustenej z vrcholu, v ktorom je Rychlik), maja td ist z-ova stradnicu a lezia v sieti, chyti
sa mucha do siete (premyslite si to).

Takto sa zivotny priestor muchy stéle zmensuje. Vo chvili, ked Ignac a Klement dorazia do vrcholov G, H, je mucha
chytena. Vtedy je trojuholnikova siet ¢astou steny DCGH a mucha lezi niekde na vyske trojuholnika tvoreného
vrcholmi G, H a miestom, kde stoji Rychlik (uvazujeme samozrejme vysku na stranu GH).

KedZe sme na zaciatku neuvazovali Ziadnu Specidlnu polohu muchy, je na$ postup univerzalny. Teda pavikom sa
naozaj vzdy podari chytif muchu.

Pozndmka: Existuje aj sposob, ako chytif muchu do rohu. Skuste ho vymysliet. A nevzdavajte sa, naozaj sa to da.

Uloha é&.11: Kruznice so stredmi O a O' sa pretinaji v bodoch A a B. Priamka TT' sa dotyka prvej kruZnice
v bode T a druhej v bode T'. Pity kolmic spustenijch z bodov T a T’ na priamku OO’ oznacéme S a S'. Pol-
priamka AS pretina prvi kruZnicu znova v bode R a polpriamka AS’ druhi kruZnicu znova v bode R'. DokdZte, Ze
body R, B a R’ leZia na jednej priamke.

Riesenie: (opravoval Mazo)

Precitali sme si zadanie, nakreslili pekny ob-
K, razok a pochopili zadanie. Co dalej? Ok-
rem iného sme zistili, ze nezalezi na tom,
na ktort stranu kreslime spoloénit dotyc-
nicu, pretoze podstatné su iba priemety S,
S’ dotykovych bodov T', T’ na os OO’, podTla
ktorej st obe kruznice symetrické. Ak maja
kruZnice rovnaky polomer, body S, O (resp.
S’, O’) splynt a tvrdenie plati, lebo uhly
o’ nad priemermi pri bode B st pravé (¢itatel
si nadSene nakresli obrazok a overi to). Inak
mozeme bez ujmy na vSeobecnosti predpo-
kladat, Ze kruznica k ma mensi polomer ako
kruznica k’.
Co vlastne mame dokézat? Ze body R, B,
R’ lezia na priamke. Vieme toto nejako pri-
stupnejsie sformulovat? Ano: Uhol RBR’ je
priamy. Nech velkosti uhlov ARB, AR'B,
B RAB, R'AB st po rade «, 3, v, §. Preco
’ sme oznacili prave tieto uhly? Uhly v a §
R vyjadruji polohu bodov S, S’ vnttri jed-
notlivych kruznic a uhly o a § zase hovoria, pod akym uhlom vidime zo zodpovedajicich kruznic tsecku AB.
Preto tieto uhly popisuju celt situdciu. Dokazované tvrdenie je ekvivalentné s tym, ze o + 3+ v + 6 = 180°. Uhly
vyjadrované pomocou «, 3, v, ¢ teda predstavuju akusi spolo¢nii re¢ pre predpoklady a dokazované tvrdenie a stoji
za pokus oznacit ich prave takto.
Z tetivovych stvoruholnikov ABRT a ABR'T' vieme vyjadrit |[SATB| = a, |$AT'B| = 3. Tymto sme sa zbavili
bodov R, R/, na dokaz tvrdenia o+ 3 + v + & = 180° ich nepotrebujeme. Starajme sa radsej o to, ako si situaciu
dalej zjednodusit. Mame tam stale vela priamok a dve kruzmice. Ale tie kruznice st rovnolahlé podla bodu H,
ktory je priese¢nikom osi OO’ a spolo¢nej dotycnice TT'. Obe spomenuté priamky st v nasej situdcii podstatné,
preto tento smer ivah vyzerd slubne. Zobrazme v tejto rovnolahlosti kruznicu k' na k. (Rovnako by sme to mohli
naopak, ale potom by nadm tam zostali ¢iarkované body, takto ostani neciarkované.) Bod B sa zobrazi do nejakého
bodu C, bod A do bodu D, bod S’ do bodu S, bod T’ do T. Uhol AT’'B sa zobrazi do DTC a oba teda maji
rovnaku velkost 3. Kruznice k' sme sa zbavili, moézeme si nakreslit novy obrazok, kde uz nebude.

T/
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Pozrieme sa na vec v novom svetle a zistime niekolko zauji-
mavosti. Priamky AB, CD, ST st rovnobezné. Preto uhol
ASD ma velkost v + §. Velkost uhla ADB je rovnaké ako
velkost uhla AT B, teda «. Velkost uhla DAC' je rovnakd
ako velkost uhla DTC, teda 3. Co s bodom O? Skér, nez ho

zahodime, pozrime sa, ¢i nie je na nieco uzito¢ny. Priamka
M 5l OT je kolma na dotyénicu HT'. NavySe vieme zistit velkost

uhla AOD, je to 180° — o — 3 (skiste to sami, nakreslite
si k tomu novy obrazok a vyuzite, Ze O je stred kruznice).
Ale toto znamend vela, dokazované tvrdenie plati prave
vtedy, ked $tvoruholnik ASOD je tetivovy (potom ASD
a AOD maja rovnaku velkost).

Pozndmka: Nech P je priesec¢nik uhloprie¢ok. Uhol APD

m4 tiez velkost 180° — o — 3. To by znamenalo, ze body S,
B P, O lezia na kruznici nad tetivou AD. Tieto body vSak
lezia na priamke. To znamend, Ze dva z nich by boli totozné. Kedze O a S aj O a P st vo vSeobecnosti rozne,
musia to byt body S a P. Z toho vyplyva toto tvrdenie: Nech k je kruznica a H bod mimo nej. Vezmime nejaké
dve seCnice kruznice k prechadzajice bodom H tak, aby vznikol rovnoramenny lichobeznik ABCD vpisany do
kruZnice. Potom prieseénik uhlopriecok tohto lichobeZnika je pevny bod nezavisly od volby se¢nic. (A my uz vieme,
ze je to bod S z nasej tlohy.)

C

T

Pokracovanie rieSenia: Ostdva ndm dokazaft, Ze Stvoruholnik ADSO je tetivovy. (Nakreslite si dalsi obrazok, kde
bude len tento stvoruholnik a objekty, pomocou ktorych je uréeny, teda kruznica k, priamky HT a AD a body S
a 0.) To je ekvivalentné s tym, ze HD - HA = HS - HO (mocnost bodu ku kruznici). Zrejme HS - HO = HT?
z Buklidovej vety v pravouhlom trojuholniku HTO a HD - HA = HT? z mocnosti bodu H ku kruznici k. A sme
hotovi. Este raz si prejdeme cely postup a overime, Ze nepotrebujeme ziaden dal$i rozbor pripadov okrem toho
v uvode.

Poznamka: V poslednej ¢asti dokazu sme akosi odskocili od poc¢itania uhlov. Spravili sme to kvoli strucnosti a tiez
pre ilustraciu vyuZzitia mocnosti bodu ku kruznici. Neznamen4 to vSak, Ze rieSenie sa poc¢itanim uhlov ned4 dokondit.
Ale je to zdlhavejsie a poznam len jediné takéto riesenie, ktoré vyuziva prieseénik uhloprie¢ok a jeho vlastnosti
spominané v predoslej poznamke. Skuste takéto rieSenie cez pocitanie uhlov néjst.

Tetivovost stvoruholnika ADSO sa da dokazat aj inymi sposobmi. St vSak nérocnejsie z pohladu pouZitych po-
znatkov. Napriklad v kruznicovej inverzii so stredom O podla kruZnice k sa body H a S zobrazia na seba. Body A,
D st samodruzné. Obrazom priamky prechadzajicej bodmi H, D, A je kruZnica, prechadzajica obrazmi tychto
bodov a navyse stredom O. Tymi obrazmi st body S, D, A a sme hotovi.

Iné riesenie:

Obrazky sme si nakreslili, zadanie pochopili, uhly oznadili, ale nikam sme sa nedoratali. Ni¢ to, stavaju sa aj horsie
veci. Ale ¢o dalej s prikladom? VSimnime si predoslé riesenie. Skladé sa z niekolkych krokov. Preto nevidno stvis
medzi predpokladmi a dokazovanym tvrdenim, nevieme, ako zac¢at, ani ktorym smerom sa uberat. Pomohlo by
nam, keby sme vedeli tilohu rozlozit na niekolko jednoduchsich ¢asti. To sa d4 dosiahnut tak, Ze nejaky medzikrok
uhddneme. Ako? Narysujeme si velky presny obrézok. A potom skuSame hddat, ¢o plati. Napriklad zostrojime
kruznicu cez tri body. Nelezi na nej nejaky pouzitelny stvrty? Nie st nejaké priamky rovnobezné? Mozno je nieco
vhodne symetrické? A tamten trojuholnik, pre¢o vyzerd tak rovnoramenne? Nakreslime si dalsi obrazok, odlisny
od prvého. Zase ten trojuholnik vyzera rovnoramenne? Alebo pravouhlo? LeZia nejaké trojice bodov na priamke?
Co keby sme si tam dokreslili nejaki dalsiu priamku? Kruznicu? Predlzili tise¢ku? Takto ziskame niekolko hypotéz,
ktoré potom otestujeme na dalSom presnom obrazku.

Ked uvedeny postup vyskisame na tejto tllohe, mdzeme si v§imnut toto: Body R, B, R’ lezia na priamke. A nielen
to, tato priamka navySe prechddza bodom H (stred rovnolahlosti kruznic). Priamky AS a BS’ s rovnobezné.
Aj priamky AS’ a BS st rovnobezné. Trojuholnik SS’A je rovnoramenny. Stvoruholnik ASBS’ je kosostvorec.
Stvoruholnik RSOB je tetivovy (aj daldie tri §tvoruholniky tohto typu). Na Iubovolnom z tjchto pozorovani uz
vieme vybudovat rieSenie.

Budeme pouzivat rovnaké oznacenie ako v predoslom rieseni. Nech AR a BS’ st rovnobezné. Z tejto rovnobeZznosti
vyplyva, ze tieto priamky st rovnolahlé podla bodu H v rovnolahlosti, ktora zobrazi kruznicu k na kruznicu k’.
(Pretoze bod S’ je obrazom S.) V tejto rovnolahlosti sa R zobrazi na B, preto body R, B, H lezia na priamke.
Priamky BR, AS’ su tiez rovnobezné (lebo situdcia je symetrickd podla osi OO’), preto aj body R’, B, H lezia na
priamke. Zostédva dokézat rovnobeZnost priamok AR a BS’. KedZe bod B je obrazom bodu A v osovej simernosti
podla osi O0’, je to ekvivalentné s rovnoramennostou trojuholnika SS’A (poriadne to uvézte). Toto sa d4 dokazat
vypoctom vyuzivajicim podobnost trojuholnikov a Pytagorovu vetu pre mnozstvo pravouhlych trojuholnikov na
obrazku, ako mnohi z vas aj urobili. Jaro Knebl vSak nasiel elegantné geometrické zddévodnenie. Priamka AB je
chordalou kruznic k a k', preto pretina tisek 7" na spolo¢nej dotyénici v jeho strede M (z mocnosti bodu M
k danym kruZniciam mame MT? = MA - MB = MT'?). Ked si to kolmo premietneme na priamku OO’, tak
prieseénik priamky AB s OO’ je stredom tsecky SS’. Hotovo.
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Komentér: VSimnite si, Ze druhé rieSenie (t. j. posledny odstavec) je stru¢nejsie ako prvé. Priblizne takto si predsta-
vujeme rieSenie, ktoré poslete. Obrazok, popis oznacenia (tu je samozrejme len odkaz na predoslé riesenie), a potom
retaz tvrdeni, pricom dalSie vyplyvaju z predoslych a je pri nich spomenuté, preco vyplyvaju. Netreba opisovat, ako
ste si nakreslili 42 obrazkov a v8imli si, Ze nejaké priamky st rovnobezné. Staéi napisat, Ze rovnobezné su a dokaz
tohto tvrdenia.

Este raz by som na zéver pripomenul, Ze kreslit si obrazky nie je hanba. Ja som si ich nakreslil pri ratani tejto
ulohy vySe dvadsat. Kreslite si novy obrazok zakazdym, ked chcete nieco zistit, ale prekdzaja vam v uz nakreslenych
obréazkoch nepodstatné veci, ktoré nesiivisia s vasim aktudlnym problémom. Piste si jasne, ¢o idete dokazovat, overit,
zistit.

Uloha é&.12: Ndjdite najvicsiu a najmensiv mozni hodnotu vijrazu
sin z cos y + sin y cos(2z) + sin z cos(4x),

kde x, y, z su redlne cisla.

Prémiovd dloha za (bezvyznamny) plusovy bodik: Viete zistit (a poriadne dokdzat), ¢ dany vgraz nadobida véetky
hodnoty medzi minimom a mazimom?

Riesenie: (opravoval Buggo)

Mame pred sebou vyraz s tromi premennymi x, y, z. Tie vystupuju ako argumenty goniometrickych funkcii. Nas
vyraz nie je symetricky: jeho hodnota sa moéZe zmenit, ked zamenime niektoré dve premenné. TieZz si mozeme
v8imnut, Ze ak budeme Tubovolné dve premenné povazovat za nemenné (teda ich budeme vnimat ako konstanty),
tak z nasho vyrazu dostaneme periodicku funkciu v tretej premennej.

Nagou tlohou je ndjst maximum a minimum tejto funkcie. Tu nas moze napadnit viacero moznych pristupov
k rieSeniu problému. Mozeme vysktsat tipnif si tieto hodnoty (extrémy) a potom dokazat zodpovedajice nerovnosti
a zistit, ¢i rovnost moze nastat. Je otdzne, ako lahko by sa ndm robil takjto dokaz bez dalsieho skiimania vyrazu.
Dalej si mdZeme pomocou pocitaca vykreslit graf tejto funkcie (ked%e je to funkcia troch premennych, tak grafom
by mohla byt akdsi peknd animécia) a z grafu odpozorovat nieco zaujimavé, napriklad konvexnost, intervaly, na
ktorych je funkcia rastiica v niektorej premennej, lokdlne extrémy... Tieto informdcie by ndm mohli pomoct pri
dokaze. Boli by to vSak skor akési voditka, nakolko obrazok ndm vytvori dobrii predstavu, ale ako dokaz ho pouzit
nemozeme .

Dalsou moznostou je vyuzit masinériu derivacii. Tu véak mame problém, Ze funkcia, ktorti skiimame, je funkciou
troch premennych a derivovanie takychto funkcii je zlozitejsie ako funkcii jednej premennej. Vyrazy, ktoré by sme po
zderivovani stretli, by nds mohli velmi rychlo vydesit a vziat ndm chuf pre dalsie riesenie prikladu. Tento pristup
v sebe tieZz ukryva mnohé zakerné pasce (spomeiite si na ulohu 12 z prvej série). Preto by mal byt aplikovany
len ¢lovekom, ktory naozaj déverne pozna derivovanie funkcii viacerych premennych a plne rozumie pouzivanym
metédam.

Tiez sa mdzeme pokusit dany vyraz zhora odhadnif nejakym inym vyrazom. Nésledne sa pokusit ndjst maximum
nerovnosti (AG nerovnost, Cauchyho-Schwarzova nerovnost, nerovnost prerovnania (rearrangement inequality),
Bernoulliho nerovnost. .. ). Alebo mdzeme zhora odhadnit jednotlivé ¢leny vyrazu a sucet tychto odhadov dat na
druhti stranu nerovnosti.

My sa vyberieme poslednou cestou, podobne ako viaceri z vés.

Pokiisme sa odhadnit kazdy zo stc¢inov. Vieme, Ze funkcie sin aj cos nadobidaji hodnoty od —1 po 1. Dostéavame
teda (vSimnite si nové oznacenie)

V =sinz cosy + siny cos (22) + sin z cos (4z) < 3.

Moéze nas vyraz niekedy nadobtidat hodnotu 3?7 Moze byt kazdy zo sti¢inov rovny jednej? Ak by to tak bolo, tak
by muselo platit sinxz = cosy = £1. To by potom znamenalo, Ze siny = 0 a teda druhy vyraz siny cos (2z) by bol
rovny nule, ¢o nechceme. Musime preto najst lepsi odhad.

Sktisme si vyraz rozdelit na dve Gasti vy, v2 a odhadnime ich jednotlivo (rozdeleni je viac, treba skasat).

sin x cos y + siny cos (2z) + sin z cos (4x)

V1 v2
Vieme, Ze
sinz cosy < |sinz||cosy| < |cosy|
a analogicky dostavame
siny cos (2z) < |sinyl.

Teraz mozeme napisat odhady pre v1 a vs.

[cosy| + |siny|
1

V1

U2
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Vyraz vs = |cosy| + [siny| vyzerd tak, Ze by sa dal zhora pekne odhadnat. Tento odhad sa d& urobitf viacerymi
sposobmi. Pokiiste sa ol sami. Tu uvaddzame jeden zo spdsobov s vyuzitim Upravy na $tvorec, ind moznost je
vyuzit, Ze vyraz vs mé nazorni geometrickil interpretaciu stuvisiacu s jednotkovou kruznicou. Namiesto hladania
maxima nezédporného vyrazu vz mozeme hladat maximum vyrazu v2. (Dobry dévod na toto je znalost vztahu
sin?y + cos?y = 1.)

v3 = (|siny| + |cosy|)? = sin y + cos? y + 2|siny|| cosy| = 1+ [2sinycosy| = 1 + |sin2y| < 2.

TakZe maximum vyrazu vs je v/2. Rovnost nastava pre |sin2y| = 1, najdite takéto y. Keby rovnost nenastavala,
tak nas odhad nestaci, lebo sa nedosahuje pre ziadne y, potom ani odhad pre cely skimany vyraz V nebude
tesny (ziskame sice horné ohranicenie vyrazu V', ale nebude to maximum). Pozor: kedZe sme nas vyraz rozdelili na
dve Casti, musime potom overit, ¢i rovnost pre jednotlivé casti moze nastat stcasne. Toto si poriadne rozmyslite,
napriklad obe ¢asti vyrazu 22 + (1 — x)? vieme odhadnit zdola ¢islom 0, ale pritom minimum sktimaného vyrazu
nie je 0 (overte).

Z uvedeného vyplyva, ze

sin x cosy + siny cos (22) + sin z cos (4z) < 1+ V2.

Podme teraz zistif, ¢i nastdva rovnost. Po dlh§om alebo kratSom hladani zistime, Ze rovnost nastéva napriklad pre
x =7/2, y = —7m/4 a z = w/2. Hladanie vieme urychlif tym, Ze sa pozrieme, kedy nastdva rovnost v odhadoch
vjrazov vy, vs, v3. Maximélna hodnota vyrazu V zo zadania je teda &islo 1+ v/2.

Ako to vyzera s minimom? Nie je ndhodou pravda, Ze minimum bude —(1 4 1/2)? Poktisme sa to nejako dokazaf.
Chceli by sme ukézat, ze ak nas vyraz nadobtda pre nejaké x, y, z hodnotu ¢, tak pre nejaké iné ', y’, 2/ nadobtida
hodnotu —q. Po kratkom zamysleni sa nad vlastnostami goniometrickych funkcii si uvedomime, Ze nieco také naozaj
plati a staéi polozif 2’ = —z, ¥ = —y, 2’ = —z. To znamena, 7e —1 — /2 je naozaj minimom nagho vyrazu.

A ako to bude s nadobtidanim vSetkych hodnot medzi maximom a minimom? Na pomoc si zavoldme spojitost.
Oznacme si F(z, y, z) funkciu prislichajicu vyrazu zo zadania. Chceli by sme postupne po spojitych funkcidch
,precestovat” z maxima do minima. Urobime to tak, Ze najprv si zmenime x, potom y a nakoniec z. Tato cestu
nam buda realizovat tri funkcie, medzi ktorymi budeme ,prestupovat®:

o = rl 5 )
s s
2 5)
s Vs

F(_E’ T ')

KedZe vSetky tri funkcie si spojité a v ,prestupovych bodoch“ maju rovnakd hodnotu, pri ceste z maxima do
minima prejdeme cez vSetky hodnoty. Teda vyraz nadobuda vSetky hodnoty medzi maximom a minimom.
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Pozndmka: V&imnime si vyraz 1/2%, kde x je nenulové reélne &islo. Viete zistit, aké ma maximum a minimum? Kedze
vyraz je zhora neohrani¢eny, o maxime nemdze byt ani reci. Hodnota 0 je zrejme najlep$im dolnym ohrani¢enim,
aké vieme ziskat, ako si iste s radostou rozmyslite. (Nezabudnite na dokaz.) Nie je to vS8ak minimum, pretoze dany
vyraz tito hodnotu nikdy nenadobtida. VyrieSenim predchadzajicej llohy sme teda dokézali, Zze vyraz zo zadania
mé maximum aj minimum. T4to pozndmka zase hovori, Ze tto vlastnost nemé kazdy vyraz.

Uloha &.13: Ndjdite vsetky funkcie f : Zt — Z% také, Ze pre vsetky kladné celé cisla m, n je ¢islo (m? + n)?
delitelné cislom f(m?) + f(n).

Riesenie: (opravovala Janka)

(Podla Ondra Buddca.)

Nasim cielom je néajst vietky také funkcie f, ktoré spliiaji podmienku v zadani. Sktisme o hladangch funkciach
zistit nieco viac, najjednoduchsie asi bude zistif funkéné hodnoty pre konkrétne &isla. Dosadme naprv za m? aj za
n ¢islo jedna. Dostévame, ze f(1) | 2, takze f(1) € {1,2}. Ak podobnym spdsobom dosadime za m? aj za n ¢islo
Styri, zistime, ze f(4) € {1,2,4,8,16,32}. Navyse ak skiisime m? = 4 a n = 1, uvidime, ze f(1) + f(4) € {5,25}.
Jediné hodnoty tomu vyhovujice st f(1) =1 a f(4) = 4.

Tieto zistenia ndm nendpadne podstavaju hypotézu, Ze rieSenim je prave funkcia f(n) = n. Této funkcia vyhovuje
zadaniu, ale eSte stale nevieme, ¢i je jedind. Skisme dosadzovaf dalej, ale teraz uz vSeobecnejsie. Vyuzime, ze
uz pozname hodnotu f(1) a 7e ak p je prvoéislo, tak p? ma len troch delitelov. Polozme m? = 1 an = p — 1.
Dostavame, ze (f(p — 1) +1) | p?, teda f(p—1) € {p—1,p? — 1}. Uz vieme, Ze predpoklad f(p—1) = p— 1 nevedie
k sporu. Skiisme sa teda venovatf druhej moznosti a ukdzme, Ze nemdze nastat. Dosadme m? = 4, n = p— 1. Mame
(p? +3) | (p + 3)%, ¢o moZeme prepisat ako

(p+3)? 6p + 6
pP+3 pP+3

ezZ".

Pre p > 7 je druhy z uvedenych zlomkov kladny a mensi ako jedna, pri¢om vSak m4 byt aj celym ¢islom, o je spor.
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Sktisme teraz vyuzit novy poznatok f(p — 1) = p — 1 pre prvocislo p > 7. MoZeme p — 1 dosadit za n a dostavame

(m*+p—1)?

T+ p-1 2

Uvedeny vyraz skiisme upravit tak, sme v éitateli ziskali rozdiel m? — f(m?). Tak dostdvame

(m? — f(m?))?
fm?)+p—-1-
Vsimnime si, ze pre p > (m? — f(m?))2 — f(m?) je nezédporny zlomok v predchadzajticom vyraze mensi ako jedna.

KedZe je zarovei celym ¢islom, je rovny nule a f(m?) = m? pre vietky m € Z+.
Teraz uz kone¢ne moézeme zistovat nieco aj priamo o f(n). Podobne ako v predchadzajicom kroku, mé platit

2m? — f(m?) +p—1+

(m? +n)?

M T +
m2 1 F(n) S/

Ked uvedeny vyraz, podobne ako pred chvilou, upravime do tvaru

(n— f(n))?
m2 + f(n)’

opif nahliadneme, ze pre m? > (n — f(n))? — f(n) je nezédporny zlomok v predchadzajicom vyraze mensi ako
jedna. KedZe je zaroven celym &islom, musi platit f(n) = n pre kazdé n € ZT.

m? — f(n) +2n +

Uloha ¢&.14: V rovine si dané dve koneéné mnoZiny bodov A, B. Pre kazdi mnoZinu C $tyroch navzdjom réznych
bodov z mnoZiny (AU B) existuje priamka, ktord oddeli mnoZinu (C N A) od mnoZiny (C N B) (priamka oddeluje
dve mnoziny bodov prdve vtedy, ak sa body jednej z tychto mnoZin nachddzaji vnitri jednej z polrovin urcengch
touto priamkou a body druhej mnoZiny sa nachddzaji vnitri tej druhej polroviny). DokdZte, Ze existuje priamka,
ktord oddeluje mnoZiny A a B.

RieSenie: (opravoval PetoN)

Pre jednoduchsie vyjadrovanie nazjvajme body mnoZiny A ¢ierne a body mnoziny B biele. Dalej o dvoch mnoZinach
bodov (t.j. o nejakych rovinnych ttvaroch) povieme, Ze sa prenikaji, ak maja aspoii jeden spoloény bod. A eSte sa
dohodnime, Ze ak povieme, ze nejaky bod lezi v, resp. na nejakom utvare, myslime tym, ze je prvkom toho utvaru,
t.j. moze byt aj na hranici. Mame ukdzat, Ze ¢ierne a biele body vieme oddelit priamkou. Ked si predstavime nejaké
dve kone¢né mnoziny bodov, ktoré sit oddelené priamkou, uvedomime si, ze aj ich konvexné obaly st oddelené tou
istou priamkou.

Pripomenime si, ze konvexny obal koneénej mnoZiny bodov je mnohouholnik (pripadne tsecka ¢ bod), ktory do-
staneme, ked pospajame vSetky body mnoziny tseckami a vyfarbime vSetky vzniknuté trojuholniky. In4d moZnost
je natiahnut okolo vSetkych bodov gumicku a potom ju stahovat, kym to ide. Pre vSeobecnt mnozinu sa konvexny
obal definuje ako prienik vSetkych konvexnych mnozin, ktoré danii mnozinu obsahuji. Moznosti, ako ho definovat,
je viacero. Pre potreby néasho riesenia pod konvexnym obalom konecnej mnoziny bodov M rozumieme konvexny
mnohouholnik Oy, ktorého vrcholy st z mnoziny M a ktory obsahuje (vnutri a na obvode) vSetky body z M.
Pritom ak vSetky body mnoziny M lezia na jednej priamke, pod Oj; rozumieme tsecku, ktorej krajnymi bodmi s
dva najvzdialenejSie body z M a ak M obsahuje iba jeden bod, tak Oy = M (v oboch tychto pripadoch budeme
hovorit o Oy, Ze je degenerovany). Uvedomme si, Ze keby sme chceli byt dosledni, mali by sme dokazat, ze taky
utvar Oy vzdy existuje. Premyslite si, ako by ste ho pre Tubovolni koneéni mnozinu M konstruovali.

Pokiisme sa tulohu vyriesit tak, Ze najprv dokdZzeme, ze O4 a Op sa neprenikaju a potom ukéZeme, Ze existuje
priamka, ktord oddeluje O4 a Op. Kedze A C O a B C Op, budi touto priamkou oddelené aj mnoziny A a B
a uloha bude vyriesena.

Predpokladajme sporom, ze O4 a Op sa prenikaju. Teda existuje nejaky bod P,
ktory lezi v oboch konvexnych obaloch. Zrejme musime nejako vyuzit predpoklady zo
zadania o mnozine C. Bod P je prvkom Op, takze urcite lezi v niektorom trojuholniku,
ktorého vrcholy st biele. (PretoZze Op vieme vzdy rozdelif na trojuholniky, ktoré
nemaju spolo¢né vnitorné body a ktorych vrcholy st vrcholmi Op. Takéto rozdelenie
sa vola trianguldcia mnohouholnika. Ak je Op degenerovany, buda aj trojuholniky
degenerované.)

Ak je bod P priamo jednym z prvkov mnoziny A, t.j. ak je ¢ierny, potom méame
trojuholnik s bielymi vrcholmi, v ktorom je ¢ierny bod. Tu uz méame spor so zadanim,
lebo ked ddme do mnoziny C' tieto tri biele vrcholy a ¢ierny bod P, nevieme ich oddelit priamkou do dvoch polrovin:
akonéhle budt v nejakej polrovine tie tri biele vrcholy, bude tam aj cely trojuholnik, ktory tvoria, teda aj bod P.
TakZe P nemdze byt ¢ierny. Rovnako sa da ukdzaft, Ze nemdze byt ani biely.
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Ay Vyberme sa z bodu P na prechéddzku po polpriamke Tubovolnym smerom. Zrejme v neja-
kom okamihu opustime ako prvy jeden z obalov O 4 alebo Op. Bez ujmy na vSeobecnosti
predpokladajme, Ze najprv opustime O 4 (nevadi, ak opustime oba obaly naraz). Ozna¢me
Q@ bod, v ktorom sa to stalo. Bod @ je este stdle aj v O4 aj v Op, nie je teda ani Cierny,
ani biely (z rovnakych dovodov ako P). Avsak @ lezi na obvode O 4, lezi teda na usecke,
ktord ma ¢ierne krajné body, ozna¢me ich A; a As. Zmenime smer nasej prechadzky a po-
krac¢ujme z @) dalej po tsecke QA;. Kedze A; je ¢ierny, nemdze lezat v Op (inak by sme
A B, ho mohli zobrat na zadiatku za bod P, o tom sme ale ukdzali, Ze nie je ¢ierny). Preto
v istom okamihu kracania po QA; opustime v nejakom bode R obal Op. Bod R lezi na
obvode Op, teda na nejakej tisecke By By s bielymi krajnymi bodmi. Zaroven ale leZi aj na tisecke A;As. Takze
usecky B1 By a A1 As sa prenikaji. Ked teraz ddme do mnoziny C éierne body A;, As a biele body By, Bs, nevieme
ich oddelit priamkou do dvoch polrovin. Totiz akonéhle st v nejakej polrovine body A; a As, je v nej aj celd usecka
A1 As s bodom R, Cize nie celd tsecka By Bs je v opa¢nej polrovine, z ¢oho vyplyva, ze aspon jeden z bodov Bj,
B5 nie je v opacnej polrovine. Dostali sme tak spor so zadanim.
Ukézali sme, ze O4 a Op sa neprenikaj. Zostava najst priamku p, ktora ich oddeluje. Dobrou myslienkou je zobrat
dvabody X € O4 aY € Op také, ze dlzka tsecky XY je najmensia mozné. Priamkou p potom bude os tisecky XY
Pred tym, ako ukdZeme, Ze priamka p oddeluje dané obaly, si uvedomme, Ze taka tisecka XY naozaj existuje. Pre
vSeobecné mnoziny O4 a Op to nie je vzdy tak, napriklad ak by mnozina O 4 bola vnitro jedného $tvorca a mnozina
Op vnutro druhého Stvorca, ktory sa s O 4 neprenika, tak takd usecku XY nendjdeme. Ku kazdej totiz vieme najst
kratsiu. V naSej situdcii st v8ak O4 a Op neprenikajice sa konvexné mnohouholniky (v pripade degenerovanych
obalov tisecky ¢i body). Pre ne vieme najkratsiu tsecku XY skonstruovat tak, Ze ndjdeme minimalnu vzdialenost d
spomedzi vSetkych vzdialenosti medzi dvoma vrcholmi z O4 a Op a spomedzi vSetkych vzdialenosti medzi vrcholom
jedného a stranou druhého obalu (kedZe tychto vzdialenosti je koneény pocet, minimum spomedzi nich uréit vieme).
Ak je tse¢ik s minimalnou dlzkou viac, vyberieme Ifubovolnt z nich. Takto najdena tsecka XY dlzky d bude
najkratSou moznou tseckou medzi bodom z O4 a bodom z Op, skiiste si sami uvedomit, preco je to tak.

Majme teda tsecku XY taki, ze X € O4, Y € Op a pre lubovolné body
X' € 04,Y" € Op plati | X'Y'| > | XY|. KedZe obaly sa neprenikaju, st
body X a Y rozne. Os tsecky XY ozname p. Tvrdime, Ze p oddeluje
O4 od Op. Predpokladajme sporom, ze to neplati. Bez ujmy na vse-
obecnosti nech v polrovine urcéenej priamkou p, v ktorej je bod X, lezi
nejaky bod Z z obalu Op. Kvoli konvexnosti mnozZiny Op celé tsecka YZ
lezi v Op. Z obrazka vidno, Ze tsecka YZ je seCnicou kruznice k so stre-
dom X a polomerom |XY| (YZ mé s k spoloény bod Y, pritom nie je
doty¢nicou, preto je nutne se¢nicou), teda na nej lezia body W, pre ktoré
plati | XW| < | XY|. Nasli sme teda body Y/ =W € Op, X' =X € O4
také, ze | X'Y’| < |XY|, ¢o je v spore s vyberom bodov X a Y. Takze p
naozaj oddeluje dané konvexné obaly. Tym je tloha vyrieSen4.

Poznédmka: Napriek tomu, Zze sme prave tlohu vyriesili, tvrdenie zo zadania neplati! Zoberme Ay
dvojprvkovii mnozinu bodov A = {43, A3} a jednoprvkovi B = {Bj} taki, Zze B lezi vnutri
tisecky Aj As. Ziadna mnozina C' $tyroch navzajom réznych bodov z mnoziny (AU B) neexistuje.
Takze mnoziny A a B spliiaju predpoklady zadania, zrejme sa vSak nedaja ziadnou priamkou
oddelit. Porozmyslajte, ako treba upravit zadanie, aby tvrdenie platilo. A skiste najst miesto A
v rieSeni, kde sme spravili chybnt avahu.

Uloha sa dala vyriesit aj bez pouzitia konvexnych obalov. Stacilo uvazovat minimalnu vzdialenost medzi bodmi
(resp. medzi bodom a tseckou) z mnoZzin A a B. Pre dant najkratsiu vzdialenost a tsecku, ktord ju realizuje, sa
rovina rozpadne na niekolko sektorov. Potom uz sta¢i rozobrat, aké body mézu byt v jednotlivych sektoroch. Takto
ulohu riesil Ondrej Buddé.

By

Komentar: Viaceri ste sformulovali dobré tvrdenia, ale neuntvali ste sa s ich dékazmi. To, Zze obaly O4 a Op sa
neprenikaj, vobec nie je zrejmé. Nestadi to odbavit nakreslenim jedného obrazka. Takisto treba zdovodnit, Ze
neprenikajtce sa obaly sa daju oddelif priamkou. Napriklad keby v zadani nebola podmienka konecnosti mnozin
A, B, tvrdenie by neplatilo.
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