Koreépondenén)'f Matematick)'f Seminér

Vzorové riesenia 2. série letného semestra 2006/2007

Uloha é&. 1: Niajdite vietky prirodzené ¢isla n, ktoré st delitelné ¢islom 41 a majii presne 41 kladnych delitelov.
RieSenie: (opravovala Ajka)

V rieSeni budeme ¢asto pouzivaf rozklad na prvocisla. Preto si na priklade zopakujeme, ¢o to vlastne je: prvoéiselny
rozklad é&isla 60 je 22 -3 - 5.

Najskor skusime vyriesit jednoduchsiu tlohu, moZno si nieco uzito¢né v§imneme. Néjdime kazdi mocninu prvocisla,
ktord mé 41 delitelov a je delitelnd 41. Jediné prvodislo, ktoré prichddza do tvahy, je 41, ind¢ by jeho mocnina
nebola delitena 41. Takze sktsme &islo tvaru 41%. Jeho delitelmi st &isla 1,41,412, ..., 41% a ako si lahko spoéitame,
je ich k + 1. My potrebujeme, aby ich bolo 41, takze k bude 40 a hladané ¢islo bude 4140,

Teraz sa pozrieme na ¢isla, ktoré si delitelné aj ¢imsi inym ako 41-kou a vyhovuju zadaniu.

Maéme ¢islo n delitelné 41, takze sa da napisat v tvare n = 41% - b, kde b uz nie je delitelné 41. Sktsme zistif podet
delitelov v konkrétnom pripade. Majme 412 - b, kde b bude 32 - 7. Ako vyzeraja delitele nasho ¢isla? V prvom rade
je delitelom &isla n kazdy delitel ¢isla b a potom 41-nasobky a 412-nasobky delitelov &isla b. Vsetky delitele st
vypisané v nasledujtcej tabulke.

1, 3, 7, 3-3, 3.7, 32.7
41-1, 41-3, 41-7, 41-3-3, 41-3-7, 41-32.7
412 .1, 412-3, 412.7, 41%2-3-3, 412.3.7, 41%2-3%2.7

Kazdy delitel ¢isla n je v tabulke aspon raz. Cisla v riadku st vzdy rozne. A &sla z roznych riadkov tiez nemozu
byt rovnaké, lebo st vzdy ndsobkom inej mocniny ¢isla 41 (vyuzili sme, Ze b nie je delitelné 41). Takze kazdy delitel
je v tabulke jediny raz.

Celkovy podet delitelov je pocet delitelov ¢isla b (teda podet ¢isel v jednom riadku) krét pocet roznych mocnin
¢isla 41 (pocet riadkov); v priklade uvedenom hore je to 6 - 3 = 18.

Vratme sa k vSeobecnému pripadu n = 41% - b. Nech b > 1, takZe b ma aspon dvoch delitelov (jednotku a samo
seba).

Tu ale nastava problém. Cislo a by malo byt asponi 1, lebo n ma byt delitelné 41. Ale tiez by malo byt menej ako
40. Keby bolo aspoii 40, tak ¢islo n by malo aspoti 42 delitelov, konkrétne 419,412, ..., 410 a aj b, lebo je to delitel
n a nenachddza sa medzi uz vymenovanymi (prec¢o?).

Pocet riadkov v tabulke, ktorti by sme ziskali vypisanim vSetkych delitelov ¢isla n ako v priklade hore, je rovny
a + 1. Teda bude medzi 2 a 40. Potom celkovy pocet delitelov bude nasobkom tohto ¢isla. Ale 41 je prvodislo,
nemoze byt nasobkom nicoho iného ako jednotky a seba samého. Takze ¢islo tvaru 41¢ - b moze vyhovovat len
v pripade b = 1. Ten sme uZ presktimali v ivode. Jedinym riesenim je n = 4140,

Uloha é&. 2: Stvorec so stranou n vyfarbime tak, Ze ho rozdelime na n? jednotkovych stvorcekov a kazdy z tychto
Stvordéekov vyfarbime prave jednou z farieb Cervena, zelend alebo modra. Néjdite najmensie n také, ze pri lubo-
volnom zafarbeni §tvorca so stranou n vieme najst riadok alebo stlpec obsahujiici aspori tri stvoréeky rovnakej
farby.

RieSenie: (opravovala Zuzka)

V tejto tlohe sa zaoberame §tvorcami, ktoré nijako nie je mozné ofarbif tak, aby v ziadnom riadku ani stlpci
neboli tri §tvoréeky rovnakej farby. (Presnejsie, hfaddme najmensi taky stvorec.) Nuz, vyzerd to, ze ked zac¢iname
od stvorca 1 x 1, vieme ho takto ofarbit, rovnako aj Stvorec 2 x 2... takto pokrac¢ujeme, kym nepride. .. zdzracny
zlom! Odrazu sa objavi §tvorec, pre ktory to uz nejde. Ako ho ale n4jst? NuZ, pozrime sa na to z tejto stranky.
Predstavme si $tvorec, ktory sa da ofarbif tak, Ze v ziadnom jeho riadku ani stipci nie st tri §tvoréeky rovnakej
farby a pokiisme sa o fiom Cosi zistif. Vieme, 7e k dispozicii mame tri farby. Ak v Ziadnom riadku ani stipci nie
su tri Stvorceky rovnakej farby, znamend to, Ze st tam z kazdej farby najviac dva Stvorceky. To znamena, ze
strana takéhoto $tvorca méze byt najviac 6. Pre §tvorec so stranou dlzky 7 uz teda musime maf v riadku aspoi
tri Stvordeky rovnakej farby. Toto pomerne jednoduché pozorovanie sa pre vSeobecnejSie pripady zvykne nazyvat
Dirichletov princip.

Fajn. Uz sme ukazali, Ze pre n = 7 sa nam nikdy nepodari ofarbif Stvorec tak, aby v Ziadnom riadku alebo stipci
neboli tri politka rovnakej farby. Vytvorili sme si tak hypotézu: Zeby to nase hladané n bola prave sedmicka?
Na to, aby sme to mohli smelo vyhlasit, potrebujeme este ukdzatf, Ze je to skutocne to najmensie n s danou
vlastnostou. A to znamena ukéizat, Ze vSetky mensie prirodzené ¢isla tuto vlastnost nemaji. Takze nas novy ciel je
pre n € {1,2,3,4,5,6} najst nejaké ofarbenie, pri ktorom v Ziadnom riadku ani stipci nemame tri policka rovnakej
farby. Ak také najdeme, neplati, ze pre lubovolné ofarbenie mame vzdy v nejakom riadku alebo stipci tri tvorceky
rovnakej farby, ¢o je presne to, ¢o chceme. To je uz jednoduchd tloha, aha:
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Pre n = 6 sme nasli vhodné ofarbenie. Pre vSetky mensie n ndm potom staéi ,vyseknit“ z tohto $tvorca mensi
Stvorec s rozmermi n X n a mame vhodné ofarbenie aj prer.

Tym sme teda ukazali, Ze pre vietky n mensie ako 7 vieme néjst také ofarbenie, ze v Ziadnom riadku ani stipci nie
st tri policka rovnakej farby a zéroven, ze pre n = 7 takéto ofarbenie nendjdeme, ¢o by sme sa aj potrhali. Hladané
n je teda skutocne n = 7.

Uloha é&. 3: Ajka a Bebe hrajii kartovii hru s balickom 32 kariet. Za¢ina Ajka, potom sa hrac¢i na tahu striedaji.
V jednom tahu moéze hra¢ z balicka zobrat jednu kartu alebo prvociselny pocet kariet. Prehrdva ten, kto nemoze
urobit tah. Ktory z hrd¢ov ma v tejto hre vitazni stratégiu? Popiste ju.

Pozndmka: Vitazna stratégia pre hrica je popis, ako ma tento hrac¢ tahat tak, aby urcite vzdy vyhral bez ohladu
na to, ako hra jeho super. Samozrejme, takato stratégia moze zavisiet od stuiperovych tahov. Zvycajne tahy vitaznej
stratégie popisujeme sposobom ,ak super potiahne sem, potom urobim takyto tah, inak. .. “.

RieSenie: (opravovala Zuska)

Nacrtneme si dva mozné postupy, ktoré vedu k rieseniu 0 1 2 31 41| 5 6 71811 9|10
tejto tlohy. Kedze hric¢i mozu zobratf aj jednu kartu, P|V | V|V |P|V \Y%

vyhrava ten, kto nenechd na kope ani jednu kartu. Ok- 11|12 (13|14 | 15|16 | 17|18 19| 20 | 21
rem toho moéZe v hre nastat 32 situécii, podla toho, A% A% A%

kolko kariet ostalo na kope. Poklisme sa o ¢o najviac 22 123124 (25|26 (2728|129 |30 311 32
situdcidch rozhodnut, ¢i st vyhrdvagice (hraé¢, ktory je \V4 \V4 Vv

v takejto situécii na fahu, urcite dokéze vyhrat) alebo
prehrdvajuce (hraé, ktory je v takejto situacii na tahu, nemdze vyhrat, ak stper nie je iplné trdlo). To, ¢o zistime,
zaznac¢ime do prvej tabulky.

Vsetky situacie, v ktorych je na kope prvociselny po- 0 1 2 3 14| 5 6 718 19|10
Cet kariet alebo jedna karta (aby sme sa tolko nena- P|V|I IV |V ]|P |V ]|V ]|V A%
pisali, dohodnime sa, Ze budeme dalej aj jednotku ra- 11 (12 (1314|1516 | 17|18 19| 20 | 21
tat k prvocislam), si ur¢ite vyhrdvajice, pretoze hrac v A% v A% A% A%
moze zobrat vSetky karty a vyhral. Naopak, situdcia 4, 2212312425126 127128 129301 311 32
¢ize situacia, v ktorej na kope ostali Styri karty, je iste \Y% \Y% AV Vv

prehrdvajuca. Hra¢ nemoze vziat vSetky Styri karty, no
nech vezme hocijaky iny pocet, ktory moze (1, 2 alebo 3 karty), ostane na kope prvociselny pocet kariet, a teda
protihrac je vo vyhrdvajicej pozicii.

To vsak znamené, Ze ak vieme protihraca donutif fahat z kopy Styroch kariet, vyhrali sme. Za vyhravajtce teda
mozeme oznacif vSetky pozicie, z ktorych ked potiahneme prvodiselny podet kariet, ostant Styri karty.

Najmensia neoznacena situacia je 8. Z nej vieme potiah- 0 1 2 31 41| 5 6 718119 |10
nut 1, 2, 3, 5 alebo 7 kariet, teda len na vyhrdvajice p|VvVv| V|V |P |V |V ]|V P |V]|V
pozicie, z ¢oho vyplyva, ze 8 je prehrdvajica pozicia. 11112 (13114 | 15|16 | 17|18 |19 | 20 | 21
Takymto spésobom moZeme pokracovat, az kym nevy- vViP|V|V| V| P|V |V |V|P|V
plnime celd tabulku. 22123 |24 (2526 |27 |28 |29 |30 31| 32
Vidime, ze 32 je prehrdvajuca pozicia, teda ak bude viv]|P|V|I V|V |P|V]|V|V|P

druhy hra¢ Bebe hrat poriadne a vzdy potiahne na vy-
hrdvagicu poziciu (¢o sa uréite dé, vzhladom na to, ako sme vytvorili tabulku), uréite vyhra.

Iné riesenie:

Druhy postup je vlastne zjednodusenim toho prvého, navyse pomocou neho vymyslime pre Bebeho ovela jednoduch-
Siu stratégiu. Pozrime sa na vysSie vyplnenu tabulku. Nie je podozrivé, ze prehrdvajice st prave situdcie s poctom
kariet delitelnym ¢islom Styri? KedZe Styri nie je prvocislo, nemozeme z 32 (ani Ziadneho iného poétu delitelného
Styrmi) odobrat tolko kariet, aby sme dostali éislo delitelné styrmi. Po Ajkinom prvom fahu je teda na stole podet
kariet, ktory po deleni 4 dava zvysok jeden, dva alebo tri. Bebe vSak moze potiahnutf jednu, dve alebo tri karty
tak, aby Ajke na kope ostal opit pocet kariet delitelny 4. Ak bude Bebe takto tahat stale, Ajke sa nikdy nepodari
potiahnuf tak, aby na kope ostal podet kariet delitelny 4, teda ani 0. KedZze pocet kariet na kope sa stale znizuje,
skor alebo neskor po Bebeho fahu na kope neostane ziadna karta. Ak bude Bebe vzdy fahat tak, aby po jeho tahu
ostal na kope pocet kariet delitelny 4, urcite vyhré.

Komentér: Ako vidite, Gloha sa dala vyriesit celkom jednoducho, stacilo si uvedomit niekolko logickych stuvislosti.
Napriek tomu ju drviva viicSina z vas rieSila pracnym vypisovanim. Ak ste na ni¢ nezabudli, mate to za 9 bodov.
Nabudice ale vyskuSajte nad lohou najprv trochu popremyslat. Usetrite si kopu prace, najméi ak bude v baliku
pre zmenu 3200 kariet.
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Uloha é.4: Mame nejaké podmnoziny mnoziny M = {1,2,...,12}. Vieme o nich, %e Ziadne dve z nich nemaji
rovnaky pocet prvkov a ziadna z nich nie je podmnozinou inej. Kolko najviac takych podmnozin mézeme mat?
RieSenie: (opravovali Zuzk:a) a Rasto)

Mnozina M mé dvanast prvkov, a preto jej podmnoZiny maji najmenej nula a najviac dvanast prvkov. Vyberdme
takl kombindciu podmnozin, aby kazd4 z nich mala rézny pocet prvkov, a preto ich mézeme dostat najviac trindst.
Vysledkom je teda ¢islo n medzi nula a trinast. Skupinu podmnozin mnoziny M budeme nazjvat dobrou, ak spliiaja
podmienku zo zadania. Na vyrieSenie tlohy by sme potrebovali ndjst n dobrych podmnozin a ukézat, ze viac sa ned4
dosiahnut. Jednoduchym vysktsanim vieme vytvorit napriklad takéto 3 podmnoziny: {1}, {2, 3,4}, {5,6,7,8,9,10}.
Takze n bude aspon 3.

Teraz za¢neme znizovat hornt hranicu. Jedind 0-prvkovd podmnozina je prazdna. Prazdna mnoZina je podmozinou
Tubovolnej mnoziny, a preto by sme spoloé¢ne s fiou uz nemohli vybrat ziadnu intt podmnozinu. Ak chceme dosiahnut
n viac ako jedna, tak nemodzeme mat vo vybere prazdnu mnozinu. Podobne je to s 12-prvkovou podmnozinou. T4 je
tiez jedind a je rovnd M. Preto Tubovolné dalsia vybratd podmnozina je jej podmnozinou. Preto v tomto momente
uz vieme, Ze n je najviac 11.

Skuisime najst jedenast dobrych podmnozin. Musia maf rozne velkosti a nemodzu mat nula a ani dvandst prvkov.
Maéame preto prave jednu podmnozinu pre kazdu z velkosti od jedna po jedendst. Nech jednoprvkovd podmnoZina
obsahuje ¢islo z. Potom jedendstprvkova musi obsahovat vSetky ostatné ¢isla, lebo to nemdze byt jej nadmnozina.
Ked vSak chceme vytvorif dalsiu podmnozinu, tak do nej nemoézeme dat x, lebo by ta jedno-prvkova bola jej
podmnozinou. Ked do nej neddme z, tak potom je podmnozinou tej jedendstprvkovej. Preto, ak by sme mali
v nasom vybere jedno a aj jedendst prvkovit podmozinu, tak k nim uz nevieme vybrat dalSie. Z toho dostavame,
Ze n je najviac desaf.

Pre pocet 10 by sme sa méarne snazili dokdzat, Ze to nejde. D4 sa totiz vybraf napriklad nasledujicich 10 podmnozin.

My={1,2 3 4,5 6,7 8,9, 10, 11}
M,={3,4,5, 6,7 8 9,10, 11, 12}
M;=1{2,3, 4,5, 6,7 8,9, 12}
M, =1{2, 3, 4,5, 6,7 11, 12}
Ms=1{2, 3, 4, 5, 8, 11, 12}

Mg ={2, 3, 6, 8, 11, 12}
M;={2, 7,8, 11, 12}

Mg = {2, 9, 11, 12}

M, = {2, 10, 12}

My = {1, 12}

Nagli sme desat podmnozin spliiajicich podmienky a ukézali sme, Ze ich viac ako 10 nevieme najst. Tym je nasa
tloha vyriesena.

Uloha é&.5: Uhol pri vrchole A trojuholnika ABC ma 60 stupiiov, jeho strana AB ma dlzku 4 cm a strana AC
mé dlzku 6 cm. Rozrezte tento trojuholnik na tri asti tak, aby sa z nich dal bezo zvysku a bez prekryvania zlozit
pravidelny Sestuholnik.

RieSenie: (opravovali Lenka a Katka)

Mame trojuholnik rozdelif tak, aby sme z neho vedeli dostat nejaky tutvar. Co keby sme najprv rozdelili tento
trojuholnik na nejaké malinké Casti? Vedeli by sme potom nejako pomocou tychto malinkych asti poskladat
Sestuholnik? Skisme.

C N4s trojuholnik vSak nie je nijako pravidelny (nie je rovnostranny
a zrejme ani rovnoramenny). A z nejakych malych nepravidelnych
dasti by sa nam asi fazko skladal pravidelny Sestuholnik. Ten ma4
vnutorné uhly velkosti 120 stuptiov. Uhol pri vrchole A je 60 stup-

G nov. Tak by sme nejako mohli nakreslit malé rovnostranné troju-
holniky. Prilozenim dvoch rovnostrannyh trojuholnikov totiz vieme
,vyrobit“ 120 stupniov. Ak by sme si nakreslili sief rovnostrannych

je tiez stcatou nejakého rovnostranného trojuholnika (trojuholnik
AB’C). Nech S; je stred tsecky AC, Sy stred BC' a S5 stred B'C.
(Na obrazku st oznacené este body E a F'. Tie pouzijeme v neskor-
gich tvahdch.) Z obréazka sa d4 odpozorovat niekolko skutoénosti.

trojuholnikov so stranou dlzky 1 cm, dal by sa tam celkom pekne na-
pasovat nas trojuholnik ABC (vid obréazok) a mozno aj nas budici
sestuholnik.

/\/ Ked sa lepSie pozrieme na obrazok, zistime, Ze trojuholnik ABC

Bod B je v dvoch tretindch strany AB’.

Usecka 5155 je stredna priecka trojuholnika AB’C. Preto je trojuholnik S;S5C podobny s trojuholnikom AB'C.
Rovnako aj trojuholnik S;55C je podobny s trojuholnikom ABC'. Preto Sy je tiez v dvoch tretindch strany S;.5%.
Takze C'B sa pretne s 5155 v mrezovom bode Ss.

Trojuholnik Sy EB je zhodny s trojuholnikom SoGC.
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Ak by sme prelozili trojuholnik Sy FB na miesto trojuholnika SoGC, vznikli by ndm zrazu dva rovnaké lichobez-
niky ABEF a FEGC. Oba s tromi stranami dlzky 2 cm a jednou zékladiiou dlzky 4 cm. Ak prilozime lichobezniky
ABEF a FEGC k sebe dlh§imi zdkladiiami, dostaneme pravidelny Sestuholnik.

Ak sa pozrieme este raz pozorne, tak sme prekladali iba tri ¢asti trojuholnika ABC'. Boli to ABEF, trojuholnik
SoEB a stvoruholnik FES;C. Toto sme cheeli — z troch ¢asti trojuholnika ABC' zlozit Sestuholnik.

Uloha ¢&. 6: V rovine mame danti tisecku AB a tiez mame zadant dlzku h. Uvazujme vietky mozné body C' také,
Ze v trojuholniku ABC bude mat vyska na stranu AB velkost h. Pre ktory z tychto bodov C' je stcin velkosti vysok
trojuholnika ABC' najvicsi?

Riesenie: (opravovali Ondéaé¢, Kacicka, Drak)

Dalsia geometria za nami. Niektori ste si s fiou poradili lep#ie, ini sa zas zamotali v kope vypoétov, & v nepresngch
uvahéch, za ktoré si vela bodov nevysluzili. Hned v8ak uvidite, Ze to vobec nebolo také tazké.

V trojuholniku ABC mame dant dlzku strany AB oznadend ¢ a aj vysku na tato stranu, ktorej velkost je h.
Pozndme stranu a vysku, preto vieme vypocitat obsah S trojuholnika ABC; S = ch/2. Obsah S je tym pddom
rovnaky pre vsetky mozné trojuholniky ABC. Dalej si predstavme, 7e uz mame nakreslené body A a B. Bod C
bude lezat na priamke p rovnobeznej s AB, ktorej vzdialenost od AB je h. A ¢o to mame vlastne zistit? Kedy je
sudin vySok ¢o najvidsi? Oznacme si v, a v, velkosti vysok na strany a a b. Stcin vySok hv,vp je najmensi vtedy,
ked je najmensie v,v, (lebo h sa nemeni).

Teraz uz ni¢ oc¢ividné nevidime a tak je ¢as, aby sme vytiahli vSetky moZné vzoréeky a skusili vyraz v v, upravit
na nieco, ¢o by ndm v tejto situécii viacej pomohlo. Ked sme tu uz mali ten obsah, skiisme to s nim znovu. Plocha
S sa dé vyjadrit aj ako S = av,/2 alebo S = buvy /2. Ak si z tychto vztahov vyjadrime vysky, dostavame v, = 25/a
a v, = 25/b. Pre stéin vysok plati v,v, = S?/4ab. Kedze S?/4 je pre vietky trojuholniky ABC rovnaké, je zrejmé,
ze ¢im vACSI je sGéin v,vp, tym mensi je stcin ab a naopak. Teda namiesto hladania najvicsieho v, v, staéi hladat
najmensi sacéin ab. MoZno sme si velmi nepomohli, ale stc¢in stréan sa predstavuje jednoduchsie ako sicéin vysok.
To, Ze sa obsah nemeni, sa uz ukizalo ako uzitocné, tak ¢o by sme to nepouzili znovu. Staci si spomentt na dalsiu
moznost, ako ho vyjadrit. Ozna¢me ~ uhol strén a a b. Plati S = (absin~)/2, ¢ize ab = 25/ sin~y. VSimnime si, Ze
zase tu mame nejakd nepriamu imeru. Cim mensie je ab, tym vicsi je sin~y a naopak. Teda ab je minimalne prave
vtedy, ked sin~v je maximalny. Namiesto najmensieho sti¢inu vySok ndm staéi ndjst taky bod C, aby bol sin~y ¢o
najviacsi. Ak nic¢ iné, aspon sme sa zbavili sacinu. Ako vyzerd funkcia sinx? Samozrejme zaujima nas len pre z,
ktoré mozu byt uhlami trojuholnika, teda x € (0, 7). Z grafu Tahko vyéitame, Ze na intervale (0,7/2) rastie od 0
ku 1, ¢o je maximum, a na intervale (r/2, ) klesa naspit na nulu.

Moze sa nam stat, Ze existuje taky bod C, pre ktory v = |[$ ABC| = 7/2, teda trojuholnik ABC' by bol pravouhly
s pravym uhlom pri C. Vtedy C lezi na Téalesovej kruznici nad polomerom AB. Toto méze nastat len vtedy, ak
h < ¢/2, lebo len vtedy m4 p prienik s tou kruznicou. (Premyslite si to.) Potom méme maximélny siny = 1 a teda
aj maximdlny sacin vysok.

Zostal ndm pripad ked h > ¢/2. Vtedy p lezi iplne mimo Téalesovej kruznice nad AB a teda vSetky mozné uhly
~ st mensie ako 7/2. Vieme u%, Ze sinz je na intervale (0,7/2) rastica. Aby bol najvicsi sin-y, musi byt co
najvacsi uhol « (v tomto pripade je uhol ~ ostry, premyslite si dovod). Po nakresleni mnohi z vas usudia, Ze to
bude vtedy, ked trojuholnik ABC bude rovnoramenny. Naozaj to tak je a zdovodnenie je jednoduché. Oznaéme si
Cy ten z bodov na priamke p, ktory lezi aj na osi AB, teda trojuholnik ABCj je rovnoramenny. Nech k je kruznica
opisana trojuholniku ABCj. Sami sa presvedcte, ze tato kruznica sa dotyka priamky p. Pre kazdy bod D z dlhsieho
oblika AB kruZnice k plati, ze |SADB| = | ACyB| = v (obvodové uhly). A pre kazdy bod C, ¢o lezi mimo kruhu
ohrani¢eného k v polrovine ABCy, plati |¥ACB| < |4 ACyB|.} Kedze vetky body priamky p okrem Cy stt mimo
spominaného kruhu, bod Cy ma najvicsi uhol 7 a to je to, ¢o sme cheeli.

Odpoved je teda jednoduché, pre h < ¢/2 je hladany trojuholnik pravouhly s pravym uhlom pri C' a inak je
rovnoramenny so zakladnou AB.

Iné riesenie:

Dalo sa postupovat aj pomocou velkosti polomeru opisanej kruznice. Vieme, ze plati

ch  avg bvy,  abc

S:

2 2 2 4R’

kde R je polomer opisanej kruznice. Vyuzitim prvych troch rovnosti dostavame hv,v, = 85%/abe. Do toho dosadime
abe 7 poslednej rovnosti a mame hv,vy, = 252/ R = h?c?/2R. Teda velkost stéinu vysok zavisi len od R, lebo h a ¢
st konstanty. Ked sa snazime dostat minimalne R, dospejeme k rovnakému vysledku.

Komentar: Tento priklad bol fazky akurdt v tom, Ze vysli dva rozne pripady. Na tom si vylamal zuby nejeden
z tych, ktori riesili analyticky. Nasli sa aj velmi pekné rieSenia podobné & rovnaké ako vzorové riesenie. Ti, ktori
sa exaktne nedopracovali k nejakému vysledku, sa nés snazili presvedéit o ich pravde, no prave oni si vic¢Sinou
vybrali len jeden z tych pripadov (pravouhly ¢&i rovnoramenny) a druhy ani nespomenuli. Mdme este jednu malt
radu do Zivota — ked uz maéte rieSenie a vidite, Ze je spravne, nemusite pisat dve strany o tom, ako ste na to prisli
a podobne. Stac¢i to, ¢o je nutné. Na druhej strane, ak ratate analyticky, skuste pisat vSetky tpravy, nech je pre
nés vedicich Tahsie najst vim chybu alebo rieSenie odfajknitf a dat vam 9 bodov.

IDékaz tohto znameho faktu je vo vasich silach. Ako to stvisi s obvodovymi uhlami? A ¢o vieme povedat o vnitornych bodoch
kruhu ohraniceného kruznicou k?
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Uloha é&.7: Predstavme si nekonecnii §tvorcekovii siet. Do kazdého Stvorceka vpiSeme jedno z éisel 1, 2, 3, 4.
Toto ¢islo bude udavat pocet réznych &isel vpisanych do susednych §tvoréekov. (Stvoréeky st susedné prave vtedy,
ak maji spolo¢ni stranu.) Napriklad okolo Stvordeka, v ktorom je napisané ¢islo 1, musia byt vSetky Styri ¢&isla
rovnaké. Zistite, ¢i sa da nasa Stvorcéekovd siet vyplnit tak, aby sme kazdé z ¢isel 1, 2, 3, 4 pouzili aspori raz.
Riesenie: (opravovali Ivka a Kenny)

Po chvili vpisovania ¢isel do Stvoréekovej siete mdzeme nadobudnit presveddenie, Ze sa asi podla zadania vyplnit
nedé. Sktsime preto tlohu vyriesit sporom — budeme predpokladat, Ze existuje rieSenie (vyplnenie nekoneénej siete
podla zadania) a ukdZeme, Ze niekde nastéva spor. Tym ukéZeme, Ze neexistuje Ziadne vyplnenie siete tak, aby sme
kazdé z c¢isel pouzili aspon raz.

’ ‘ 1 ‘ 2 ‘ 3 ‘ 4 ‘ 5 ‘ Maéame vyplneni Stvoréekovii siet. Nadjdeme si v nej nejakt Stvorku. Zo zadania vieme,

A 4 Ze pri Stvorke je urcite aj jednotka. NavySe okolo jednotky su vSetky c¢isla rovnaké,
Bl4]1|4 méame teda jednotku a okolo nej tvorky, ako na obrazku. Stvorka susediaca so Stvorkou
C 4 na policku C2 musi byf na policku D2, pretoze ak by bola na C1 alebo C3, susedila
D 4 by s dvoma Stvorkami, ¢o by bol spor s tym, Ze $tvorka mé susedif so $tyrmi roznymi
E ¢islami.
Podobnou tvahou zistime, Z%e jednotka susediaca s polickom D2 musi byt na policku ’ ‘ 1 ‘ 2 ‘ 3 ‘ 4 ‘ 5 ‘
E2. Ked to takto pekne budeme ,rozsirovat“, prideme az k tomu, Ze nasa sief musi [ A 1 4
obsahovat ,mriezku® z jednotiek a §tvoriek. Cast z nej mame na obrazku vedla. Dalej Blal1l4al4l1
vieme, Ze kazdé ¢islo treba pouzif aspoii raz. Preto niekde musime mat ¢islo 3. Nech je na C 413 4
politku C3 (mriezka je symetricka, tak je to vlastne jedno). Co moze byt na policku C4? D 1 1
Ani jednotka ani Stvorka to byt nemoZe, pretoZe Stvorka na B4 uZ susedi aj s jednotkou El 4114144

aj so Stvorkou. Ak by tam bola dvojka, na D4 musi nutne byt trojka. Potom ale policko
D3 susedi s dvomi roznymi éislami, ¢o nas nuti dat na toto policko dvojku. Trojka na C3 potrebuje susedif s tromi
roznymi ¢islami, no susedi len s dvomi, ¢o je hladany spor. Teda na C4 nemoze byt dvojka, bude tam trojka.
Na policku D3 musi byt dvojka (aby trojka na C3 susedila s tromi réznymi ¢islami), potom na D4 musi byt trojka.
(Kvoli dvojke na D3.) Teraz uz mame spor, pretoze trojka na C4 susedi len s dvomi roznymi &islami. Stvoréekova
sief sa neda vyplnit podla zadania.

Komentar: Vidsina z vas tllohu vyriesila dobre, mnohi ale zabudli odévodnit, preco v Stvoréekoch 2 x 2, ktoré nam
ostali po vyplneni mriezky zo $tvoriek a jednotiek, nemoze byt uz ziadna jednotka alebo stvorka. Je to sice lahké,
no napisat to treba.

Uloha é&. 8: Kazdy bod trojrozmerného priestoru je zafarbeny jednou z piatich farieb. Kazda farba je pouZita na
zafarbenie aspon jedného bodu. Dokazte, Ze existuju Styri body navzajom roznej farby leziace v jednej rovine.

RieSenie: (opravoval Peto G.)

Skiisme tvrdenie z tilohy dokazat sporom. Predpokladajme, Ze v celom priestore zafarbenom podla zadania neexis-
tuje ziadna Stvorica roznofarebnych bodov leziacich v jednej rovine. Podme sa pozriet, ako tento nas zafarbeny
priestor vyzerd a odvodif niektoré zakonitosti, ktoré v fiom musia platit.

Zadanie nam garantuje, Ze kazdou farbou je zafarbeny aspon jeden bod priestoru. Oznac¢me si teda farby ¢islami
1 az 5 a nech A; az As st nejaké body zafarbené postupne tymito farbami, kazdy tou, ktorej ¢islo nesie v nazve.
Z nasho predpokladu v Gvode vyplyva, ze kazda rovina obsahuje body najviac troch réznych farieb, teda napriklad
rovina uréend bodmi A; A; A3 obsahuje len body farby 1, 2 alebo 3.

Pozrime sa teraz na lubovolnd priamku p v nasom priestore. Ak by obsahovala tri rozne zafarbené body, stacilo by
k nim pridat Iubovolny bod priestoru, ktory je inej farby a tieto Styri roznofarebné body by uréite lezali v jednej
rovine (obsahujticej priamku p). Preto kazda priamka moze obsahovat najviac dve rozne farby. Napriklad priamka
A4As obsahuje iba farby 4 a 5. To znamend, Ze priamka A4As nemdZe mat ziaden priesecnik s rovinou A; AsAs,
pretoze by sme ho nemali ako zafarbit. Musi byt teda s touto rovinou rovnobezna.

KedZe by sme radi dosli k nejakému sporu, potrebujeme presktimat vlastnosti objektov, na ktoré sa vztahuje ¢o
najviac z nami odvodenych pravidiel. Potom sta¢i dufat, Ze nebude mozné splnit vSetky naraz a vytazeny spor je
na svete. Pozrime sa teda na kolmy priemet priamky A4As do roviny A; As As.2 Oznaéme si tito priamku ¢. Kedze
lezi v rovine Ay A3 Az, zjavne obsahuje iba body farieb 1, 2 a 3. Priamky ¢ a A4 A5 s vSak rovnobezné, preto uréuju
rovinu. Ak chceme, aby tato rovina obsahovala najviac tri farby, moze priamka g obsahovat najviac jednu z farieb
1, 2, 3, priamka A4As totiz zjavne obsahuje farby 4 aj 5. Preto priamka ¢ musi byt jednofarebné. Kedze farby 1,
2 a 3 st zatial v naSich ivahach rovnocenné, mozeme bez ujmy na vSeobecnosti predpokladat, Ze ¢ mé farbu 1.
Teraz to uz stadi len doklepnit. Priamka ¢ sa nemdZe pretinat s priamkou As Az, pretoZze td neobsahuje ziaden
bod farby 1. Obe tieto priamky lezia v rovine A;AsAs, musia teda byt rovnobezné. Preto aj priamka AsAs je
rovnobeznd s priamkou A4As. To vSak znamend, Ze tieto dve priamky lezia v jednej rovine. Této rovina potom
obsahuje Styri roznofarebné body As, Az, A4 a As, ¢o je hladany spor.

Iné riesSenie:

Podla Katky Turekovej. Uvazujme 10 priamok, ktoré dostaneme pospdjanim kazdej dvojice bodov z mnoziny
{A1,...,A5}. Nech g je rovina, ktord vSetky tieto priamky pretina. (Rozmyslite si, preco takd existuje.) Ak o
obsahuje najviac tri farby, méZeme bez ujmy na vSeobecnosti predpokladat, Ze st to farby 1, 2 a 3. Potom vsSak

2Skuste si premysliet, ze by nam stagila Tubovolna priamka v rovine A; As A3 rovnobezna s AgAs.
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neméame ako zafarbif prieseénik ¢ a priamky A4 As, pretoze ako vieme z prvého riesenia, kazda priamka je najviac
dvojfarebnd. Tym paddom sme nasli spor a mozeme ist na zmrzlinu.

Iné riesenie:

Due to Maja Alif. To make our considerations clearer, let us call the colours “purple”, “creamy”, “strawberry red”,
“chocolate brown” and “deepsky blue”. The rest of the solution is similar to the previous ones. :)

Uloha ¢&.9: Je dany lichobeznik ABCD s dlhsou zakladiiou AB. Vniitri strany BC lezi bod K. Z bodov C, B
zostrojme rovnobezky s priamkami KA, KD (v tomto poradi). Dokazte, Ze sa tieto rovnobezky pretni na priamke
AD.

RieSenie: (opravoval Bus)

Dostal som skvely nadpad — precitam si rieSenia, ktoré ste poslali, vyberiem z nich
to najkrajSie a to sem pekne opiSem. Ale ¢uduj sa svete, po prvom prelistovani
som nenasiel ani jedno pekné rieSenie, vSade sa to hemzilo zlomkami a rovnicami.
Nakoniec som si vSak vSimol jedno nendpadné zahranicéné riesenie od Maje Alif, nasej
momentdalne jedinej slovinskej rieSitelky, ktoré bolo ako-tak stru¢né, tak ho tu teda
odprezentujem.
Zostrojené rovnobezky s priamkami K A a K D urcite niekde pretnt priamku AD —
nech je to v bodoch K; a K. Stadi dokézat, ze body K; a Ky st totozné. (Toto si
K  premyslite, Casto sa takiato alebo podobnd tvaha vyuziva v dokazoch.)

Zo zadania vieme, Ze strana AB je dlhs$ia ako strana C'D, preto sa priamky BC a AD

pretinaji niekde ,za“ stranou C'D. Oznaéme si ich prieseénik S a v§imnime si niekolko
B dvojic podobnych trojuholnikov: SDC ~ SAB, SK:C ~ SAK, SDK ~ SKsyB.
Z tychto podobnosti vyplyvaju rovnosti pomerov

SD| _|SC| |SE)| _|SC|  |SD| _ |SK] "
SA| T |SBI" [SA] T |SK|' [SKs| ~ SB[

Aby ste nemuseli prili§ premyslat, nasledujici vypodet rozpiSem pekne krok za krokom.

SK\| _|SK)| [SA| _|SC| [SA| _ |SC| |SB| |SA| _|SD||SB| |SA| _ |SD| |SB| _ |SK||SB| _
SKa| ~ [SA] [SKa|  |SK|[SKa| ~ |SB||SK||SKa| — |SA||SK|[SK,| ~ |9Ka| [SK| ~ |SB] |SK]|

To znamend, ze |SK;| = |SKs|. KedZe body K; a K lezia na tej istej polpriamke urcenej bodom S, st totozné.
Dékaz je hotovy.

Asi je vdm jasné, Ze ten posledny uvedeny vypocet je vysledkom dlhSie trvajicej snahy a niekolkych mozno ne-
uspesnych pokusov o vyuzivanie vztahov (1). Vyzera trocha umelo, d& sa vSak lahko skontrolovat. Skiste si pred
odoslanim precitat vase vlastné rieSenia a odstranit z nich zbytoc¢né ¢asti, nie vSak na tkor zrozumitelnosti a pres-
nosti.

Iné riesenie:

Toto riesenie je len pre drsné povahy, za nasledky jeho precitania zodpovedate sami. Boli ste varovani.

Polozme celt situdciu do komplexnej roviny; nech O = 0 + 0i je priese¢nik priamok AD a BC (preco existuje?).
Nech L je prieseénik rovnobezky s AK prechddzajicej bodom C. Nech w; je (nenulové) komplexné ¢islo také,
7e K = w1 A3 Potom C = wyL. Nech wy je komplexné &islo také, ze D = wy K. Potom D = wyw; A. Zobrazenie
zodpovedajice nasobeniu ¢islom wiws je teda rovnolahlost zobrazujica bod A do bodu D. Tato rovnolahlost zobrazi
bod B do bodu C, preto C' = wiws B.

Co chceme dokézat? Rovnobeznost priamok KD a BL, teda platnost vzfahu L = wy;B. Toto je ekvivalentné
s wiL = wiwe B. Kedze wi L = C, sme hotovi.

Uloha &.10: Cisla 1,2, ...,n st v tomto poradi napisané na obvode kruhu. V jednom kroku mézeme dve susedné
¢isla a, b nahradit ¢islami (a +b)/2, (a+b)/2. Je mozné dosiahnut po koneénom pocte krokov, aby vSetky napisané
¢isla boli rovnaké?

Riesenie: (opravoval Skrecok)

(Podla Tomd$a Kocdka.) VyskGsajme sa najprv pohrat s malymi n. Pre n = 1 nie je ¢o riesit, pre n = 2 ndm
staci spriemerovat 1 a 2 (v celom rieSeni budeme pod ,spriemerovanim® éisel a a b rozumiet ich nahradenie ¢islami
(a +b)/2, (a+b)/2). Pre n = 3 ndm opét staci jedno spriemerovanie ¢isel 1 a 3 (ich priemer je 2). Pre n = 4 sa
nam to takisto lahko podari — spriemerujeme 2 s 3 a 1 so 4 (susedia v kruhu), ¢im dostaneme namiesto vSetkych
Cisel 5/2.

Pre vyssie n to uz tak lahko nepdjde a pokial skiSame dost dlho, asi ndm v hlave skrsne napad, Ze pre vicsie n to
nepdjde vobec. Ako to ale dokézaf... Pri bystrom pohlade na nakreslené kruhy ¢isel si mozno vSimnut, Ze ak si
vezmeme miniméalne a maximalne ¢islo v kruhu (v pripade, Ze ich je viac, vezmeme lubovolné z nich), tak postupnost
¢isel od minima k maximu oboma smermi je neklesajica. Inak povedané, ak ideme od minima k maximu, tak sa

3Nasobenie komplexnym &islom sa da geometricky interpretovat ako Spirdlova podobnost, t.j. zloZenie otocenia a rovnolahlosti s
rovnakym stredom.
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nestane, aby sme prisli k nizSiemu ¢islu nez bolo to predchddzajtice. Plati to pre postupnost v smere hodinovych
rudiciek aj pre postupnost v smere opa¢nom.

Skiisme tito odvaznu myslienku dokazaf. Budeme postupovat tak trochu induktivne — na zadiatku je postupnost
od minimélneho ¢isla 1 k maximélnemu n oboma smermi neklesajica (jedna z postupnosti ma len dva ¢leny).
Teraz ndm staci ukazat, ze spriemerovanie hocakych dvoch susednych éisel z kruhu ndm tato vlastnost neporusi.
Ak chceme spriemerovat dve lubovolné ¢isla a < b rozne od minima a maxima, tak zrejme je a blizSie k minimu
nez b (uvedomte si, ze priemerovat dve rovnaké ¢isla nemé zmysel). Oznaéme si eSte ich susedov z, y, pri¢om

r<a<b<uy.
Po spriemerovani z toho dostaneme
< a+b a+bd <
x = ,
2 2 Y

teda nasa vlastnost sa nepokazila. (Predchadzajtace nerovnosti platia kvoli tomu, Ze 2z < 2a < a + b < 2b < 2y.)
Co sa ale stane, ak je jedno z ¢isel a < b minimom ¢& maximom? DokazZeme iba jeden pripad, kedy si za a vezmeme
minimum. Ostatné pripady (pripad b je maximum a pripad, Ze a je minimum a ziroveii b maximum) sa dokézu
podobne, prenechdvame to na Sikovného ¢itatela. Ak teda vezmeme za a minimum a za b jedno jeho susedné éislo,
tak druhé susedné ¢islo z moze byt viiéSie ako priemer a a b. Potom po spriemerovani a ostane minimom, aj ked
novym minimom a nasa vlastnost — neklesajiicost od minima k maximu — sa opét nepokazi. TakZe nasa odvazna
myslienka bola spravna.

Pozrime sa teraz na situdciu odzadu (v takychto ulohach, kde treba dosiahnut nejaky stav, je to ¢asto velmi
uzitocné). Na konci st vSetky ¢isla rovnaké a st rovné (n + 1)/2 (dé sa na to prist velmi jednoducho, staéi si
v8imnuat, Ze pri priemerovani sa nemeni stacet ¢isel v kruhu). Jeden fah pred koncom museli byt vedla seba dve
disla, z ktorych jedno malo hodnotu (n+ 1)/2 — k a druhé (n + 1)/2 + k pre vhodné k& > 0, aby ich priemer bol
(n+1)/2. NavySe je k # 0, aby sme tymto spidtnym fahom vyrobili iny stav. Predposlednym fahom sme ziskali
dvojicu rovnakych ¢isel (n +1)/2,(n 4 1)/2, lebo v kruhu nie st ziadne iné rovnaké susedné ¢isla. Preto dva fahy
pred koncom museli existovat dve susedné ¢isla, ktoré mali hodnotu (n+1)/2—1a (n+1)/2+1 pre vhodné [ > 0.
V kruhu ndm navyS$e ostalo aspori jedno éislo s hodnotou (n 4 1)/2 vdaka tomu, ze n > 5.

Bez ujmy na vSeobecnosti nech je k > [. Potom je v kruhu (dva fahy pred koncom) ¢islo (n + 1)/2 — k minimom
a (n+1)/2 4 k maximom. KedZe st tieto dve ¢isla vedla seba, musia byt vdaka nasej dokdzanej vlastnosti vietky
¢isla usporiadané vzostupne od minima k maximu. Musia byt teda v poradi

n+1 n+1 n+1 n+1 n+1

n+1
—k l l k.
2 ) 2 b 2 ) ) 2 ) ) 2 +7 2 +

A méame spor, ved éisla (n+1)/2—1a (n+1)/2+1 by mali byt susedné. Dokézali sme, Ze pre n > 5 sa pozadovany
stav dosiahnut neda. Dobre vidno aj to, pre¢o ndm to pre malé ¢isla este fungovalo.

Iné riesenie:

Este naznak iného riesenia pre tych, ktorych to zaujima. Je o Cosi fintovejsie — na zaciatku si od vSetkych Cisel
v kruhu odratame ich priemer, teda (n+ 1)/2. TakZze méame kruh s éislami (—n +1)/2 aZz (n — 1)/2 a nasim cielom
je dostat v kruhu samé nuly (kedZze (n + 1)/2 je to, ¢o sme chceli dostat na konci pred odratanim). Rozmyslite si,
ako sa moze pri priemerovani menit pocdet nil v kruhu a ako sa dé toto riesenie dokoncit.

Komentér: Gratulujem vSetkym, ktorym sa podarilo ziskat viac ako tri body. Nebolo ich bohuzial vela. Co sa tyka
nespravnych rieSeni, ¢asto sa opakovala jedna chyba. Ak rozdelime ¢isla 1 aZz n na polovicu, v jednej polovici je nizsi
priemer nez potrebujeme, v druhej vyssi nez potrebujeme. Z toho prehldsime, Ze potrebujeme urobit tah ,medzi“
tymito polovicami, teda spriemerovat trebars 1 s n, a Ze potom to uz nejde. Ale ¢o ak si najprv urobime nejaké
priemery vnutri polovic a az potom budeme priemerovat ,medzi“ polovicami? UvaZovali ste teda iba o jednej
konkrétnej situdcia. (Aj ked sa vdm to moZno zdalo dostato¢ne hodnoverné ako vSeobecny dokaz.)

Uloha é&.11: Dany je tetivovy $tvoruholnik ABCD s priesecnikom uhloprie¢ok P. Ozna¢me E, F po rade piity
kolmic z bodu P na priamky AB, CD. Dokézte, ze os tisecky EF rozpoluje tisecky BC' a DA.

RieSenie: (opravovala Katka Kvak)

(Podla Misa Szabadosa.) Pooznacujeme si najprv body a uhly, ktoré budeme pri rieSeni pouzivat. Body @, X, Y
st po rade stredmi tseciek AD, AP a DP a uhly «, §, v s vnitornymi uhlami trojuholnika DAP pri vrcholoch
D, A, P (pozri obrazok).

Zadanie tlohy si trochu pozmenime. Nebudeme ukazovat, Ze os tsecky EF rozpoluje strany AD a BC, ale ekvi-
valentné tvrdenie, Ze trojuholnik EFFQ je rovnoramenny so zékladiiou EF (premyslite si, Ze tymto vyrieSime aj
pdvodna tlohu).

Usecky XY, QY a QX st stredné priecky v trojuholniku DAF, preto ho rozdeluji na $tyri zhodné trojuholniky
s nim podobné. Z podobnosti tjchto trojuholnikov vieme ¢osi povedat o velkostiach uhlov, konkrétne sa ndm hodi

[IPXQ[=a+ 5= |3PYQ|.
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Pozrime sa teraz na trojuholniky AEP a DF P. Stvoruholnik ABC D D
je tetivovy, a preto su velkosti uhlov PDF a PAFE rovnaké (ob- o P
vodové uhly nad tetivou BC). Okrem toho uhly PEA a PFD st Y .- C

pravé, preto trouholniky PAE a PDF st podobné podla vety wu.
Potom vsak aj trojuholniky PXFE a PY F st podobné, lebo maji

rovnaké uhly pri vrchole P a st rovnoramenné (| XP| = |XE| = Q Y X P
|XA| a|YP| =|YF| = |YD|). Z tejto podobnosti sa nam zide, Ze “
|SEXP| = |4 PYF|. Vyplyva z toho, ze “\

\
IFEXQ| = [§PXQ| +[¥EXP| = [§PYF[+[JQYP| = [§QY F|. X

5

Vsimnime si, Zze z Talesovej vety a z vlastnosti strednych priecok B
|[EX| = |AX| = |QY], podobne |FY| = |DY| = |QX]|. Preto tro- A E B

juholniky EXQ a QY F st zhodné podla vety sus. To v8ak znamend, %e |[EQ| = |FQ|. Trojuholnik EFQ je
rovnoramenny so zakladiiou EF, a preto os tsecky EF prechddza bodom (). Analogicky sa da ukéazaf, Ze os
prechidza aj stredom usecky BC.

Este je vhodné sa zamysliet, ¢i sme vyrieSili tlohu pre vSetky mozné polohy bodov F a F. Ak by bol uhol ACD
(teda aj uhol ABD) tupy, body E a F by lezali mimo tseéiek AB a C'D. Pri rieSeni by sa ndm vSak uvahy a vypocty
nezmenili. Ak by bol uhol AC D pravy, postup by sa ndm znacne zjednodusil, lebo bod E by ndm splynul s bodom
D abod F s bodom A (samotny postup v tomto pripade uz nechdme na vés).

V ¢om spoéiva podstata rieSenia? V uvazovani o stredoch tsefiek AP a DP. Stred tsecky AD sa (aj ked trocha
nepriamo) spomina v zadani, takZe nas neprekvapi, Ze s nim pracujeme. Videli sme, Ze stred prepony v pravouhlom
trojuholniku je zaroven stred kruZnice opisanej tomuto trojuholniku, ¢o umoziuje lahko poditat uhly pri fiom.
A stredné priecky st tieZ nie na zahodenie. Vidime, Ze body X a Y ndm nespadli z neba — vopred sa d4 tusit, ze
na nie¢o sa moézu hodit.

Iné riesenie:

Velmi struéne si nacrtneme iny pristup k tlohe. VS§imnime si trojuholnik APD. Nad jeho stranami mame podobné
pravouhlé trojuholniky AEP a DF P. Chceme dokézat, ze |QF| = |QE)|. Bod @ je stredom strany AD, vysktSajme
celtl situdciu zobrazif v stredovej stimernosti so stredom @ (takyto trik bezne pomaha, ked mame ¢osi robit
s taznicou QP). Nech P’ je obraz bodu P v spominanej simernosti. Utvar APDP’ je rovnobeznik, ktorému
st opisané dva obdlzniky (trocha ich treba dokreslif, protilahlymi rohmi jedného z nich st bod F' a jeho obraz
v stimernosti). Chceme dokazaf, Ze tieto dva obdlzniky maji rovnako dlhi uhloprie¢ku (premyslite si, Ze chceme
naozaj toto). Ktory predpoklad sme este nevyuzili? Podobnost trojuholnikov AEP a DF P. St pravouhlé, takze ich
strany vieme pomocou uhlov vypoéitat lahko. Ostava technicka ¢ast dokazu: vyjadrit dizky uhloprie¢ok pomocou
nejakych zakladnych prvkov uréujicich situaciu a porovnat vyjadrené dizky. To prenechavame vam, mili Gitatelia.

Komentér: Uloha nebola jednoducha, len mélo z vas sa s tiou tspesne popasovalo. Niektori tusili, akymi cestickami
sa vybrat, len sa im to nepodarilo dotiahnut do konca. Nabudtice vam prajem vela trpezlivosti a moZno aj viac
Stastia pri hladani spasonosnej myslienky.

Uloha é&.12: Rozhodnite, ¢i existuje titvar U, ktory sa da pokryt 25 kruhmi s priemerom 2, ale neda sa pokryt
100 kruhmi s priemerom 1. Ulohu rieste pre nasledovné titvary U:

a) pravouholnik,

b) mnohouholnik,

¢) konvexny mnohouholnik.

Poznamka: Za tlohy a) a b) je spolu 7 bodov, za tlohu c¢) body navyse.

RieSenie: (opravovala Erika)

a) NaSou ulohou je zistit, ¢ existuje taky pravouholnik, ktory sa dé pokryt 25-timi kruhmi s priemerom 2 cm a nedé
sa pokryt 100 kruhmi s priemerom 1cm. UkaZeme, Ze neexistuje. Rozdelme preto obdlznik strednymi prieckami
na §tyri zhodné obdlzniky. Tieto mensie §tvoruholniky st podobné s pévodnym Stvoruholnikom s koeficientom
1/2. Vieme, Ze pdévodny obdlznik pokryjeme 25-timi kruhmi s priemerom 2cm. To znamena, e mensie obdlZniky
vieme pokryt (vdaka podobnosti) 25-timi kruhmi s poloviénymi priemermi. Dokopy teda $tyri mensie obdizniky
pokryjeme 100 kruhmi s priemerom 1cm.

b) Ak ukédZeme, Ze existuje mnohouholnik U, ktory sa d& pokryt 25 kruhmi s priemerom 2 cm a je v fiom niekolko
vybrangch bodov, ktoré sa nedajt pokryf 100 kruhmi s priemerom 1cm, tak sme skonéili a ttvar splhajtci pod-
mienky zadania existuje. Vpisme do kruhu s priemerom 2 cm pravidelny 11-uholnik a sktisme zodpovedat otazku,
kolko najviac vyznaénych bodov (vrcholov, resp. stredov) tohto 11-uholnika vie pokryt jeden kruh s priemerom
1cm. Po chvilke zistime, Ze najviac dva (rozmyslite si to). Pospajajme 25 takychto pravidelnych 11-uholnikov tak,
ako vidno na obrazku. Kvoli jednoduchosti vezmime za vybrané body, ktoré sa budeme snazit pokryvat, vyznacené
body z obrazka — teda vsetky vrcholy a stredy 11-uholnikov bez mnoziny vrcholov, v ktorych sa susedné 11-uholniky
stretavaju. Lahko zistime, Ze vybranych bodov je dokopy 204.
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Aj pre takto pospajané 11-uholniky plati, Ze kruh s priemerom 1 cm pokryje nanajvys dva vybrané body (dokazte
sami, Ze trojicu bodov A, B, C' vyznacenych na obrazku kruh s priemerom 1cm nepokryje). Dokopy mame 204
izolovanych bodov, ktoré sa snazime pokryt. Kazdym zo 100 kruhov s priemerom 1 cm vieme pokryt nanajvys dva
body, teda dokopy vieme pokryt najviac 200 bodov. CiZe existuje bod mnohouholnika U, ktory nie je pokryty.
Utvar U, ktory sme vytvorili, sa teda da pokryf 25-timi kruhmi s priemerom 2cm a nedé sa pokryt 100 kruhmi
s priemerom 1 cm.

Komentéar: Viaceri ste prisli na to, ze staci zvolit n-uholnik dostatoc¢ne ,,blizky* Gtvaru V tvorenému 25-timi kruhmi
s priemerom 2 cm, ktorych stredy st kolinedrne a susedné kruhy sa dotykaji. No v tomto pripade sa nestaci odvolat
na to, ze kedze sa limitny atvar V' neda pokryt, tak sa ani blizky ttvar nedd pokryt. Ked sa odvolavate na limity,
tak nestaci intuitivna predstava. Limity st podstatne rozsiahlejsia kapitola matematiky, a pokial sa chcete na ne
odvolédvat, tak treba pouzit silnejsi aparat ako intuiciu.* V skratke uvddzame naért, ako si predstavujeme mozné
exaktné rieSenie cez limity (bez dokazov jednotlivych bodov):

1) Dokézeme, 7e v mnohouholniku blizkom ttvaru V pokrytom niekolkymi kruhmi s priemermi 1cm existuje
bod A leziaci v troch kruhoch s priemerom 1cm (sta¢i aj na hranici).

2) Pre prieniky dvojic tychto troch kruhov so spoloénym bodom méame, Ze maximélny z obsahov tychto prienikov
je zdola ohranic¢eny kladnym ¢islom L (toto ¢islo je spolo¢né pre vSetky polohy troch pretinajtcich sa kruhov).
Na zéklade toho vieme, Ze nech sa akokolvek snazime, nikdy 100 kruhmi s priemerom 1 cm nepokryjeme ttvar
blizky atvaru V, ktorého plocha je S(V) — L (pricom S(V) je obsah ttvaru V).

3) Teraz mozeme s ¢istym svedomim skonstruovat limitny mnohouholnik, ktory sa da vpisat do V a jeho plocha
je vécsia ako S(V) —

Uloha &.13: Nech n > 3 a 1,22, . .., T s dané kladné redlne ¢isla. Oznacme Tpt1 = X1 & Tpyo = To. Dokazte,
ze plati
- T n ~ T n
; i+2
57127 alebo ngf.
= Tit1 T Tigz 2 Tt i 2

RieSenie: (opravovali Ondrac¢, Kacicka, Drak)

Na tomto priklade je netradi¢né, Ze mame dokézat platnost aspoii jednej z dvoch nerovnosti. Ak ste si vraveli, Ze
to vas chceme len zmiast a pustili sa do dokazovania jednej z tych inak velmi podobnych nerovnosti, skondili ste
v slepej ulicke. Nejaké zaujimavosti o jednotlivych nerovnostiach sa mozete doc¢itat na konci tohto vzoraku.
Vidime, Ze obe su cyklické, no nie st symetrické a jednu vieme na druhi previest tym, Ze spermutujeme indexy
(namiesto zj dosadime z,,4+1_x). Teraz potrebujeme nejakt myslienku. Ako sa len d4 dokézat, Ze aspon jedna
z nerovnosti plati? Jednoducho; s¢itame ich a dostaneme

D) Dl D=l
= %

] T Ti T Tit1 = Tit1 + Tit2

i+1 + Tiy2

Ak dokdzeme, Ze tato nerovnost plati, musi platif aspori jedna z povodnych (premyslite si to). NavySe tato nova
nerovnost je symetrickd. Mame ukézaft, ze stcet nejakych zlomkov je aspoii n. To by sa dokazovalo ovela Tahsie, ak
by éitatele aj menovatele zlomkov boli rovnaké, potom by sme napriklad mohli pouzit, Ze pre kladné realne &isla
a1,a3, - .., 0, plati

ai | Gz | apa

an
+—=n,
as  as an ai

¢o dostaneme pouzitim AG nerovnosti na lavii stranu.
Skratka a dobre, bolo by fajn trochu si t nerovnost este poupravit. Mozno nie prirodzeny, ale asi najjednoduchsi
sposob je nasledovny. Ku kazdému ¢lenu tej sumy umelo pri¢itame a odc¢itame jednotku, dostaneme

n n n
Z Ti+Tiys Z [% T Ti1 + Tip2 + Tigz 1} . [ Ti+ Tit1 i Tit2 + Tiy3
Tit1 + Tiy2 Tit1 + Tit2 5 [ Tit1 T Tive  Tip1 + Tigo

i=1 i=1

4Mo#no tomu este neverite, ale intuicia niekedy zlyhdva. Matematici sa o tom presvedéili pred asi 150 rokmi. Viete si predstavit
funkciu, ktord je spojitd (da sa nakreslit jednou suvislou ¢iarou), ale nikde nema derivaciu (nikde nie je hladkd)? Ale existuje, bestia.
Ak sa o nej chcete dozvediet viac, pozrite si nie¢o o Weierstrassovi.
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Vyuzitim tohto v nerovnosti dostdvame ekvivalentni nerovnost

n
Z [ Ti + Tiq1 4 Tix2 + -731'—&-3} _
LTt T Ttz Tipr + Tigo

alebo

n n
Z Ti+ Tit1 n Z Tiv2 + Tiy3 > o,
= Tit1 t Tig2 Y Tit1 + Tito

A uz to je, ¢i nie? Obe tie sumy, ¢o sme dostali, st presne takého typu, ako sme uz spominali, ¢itatele aj menovatele
su tvaru x; + x;41, ale st navzdjom posunuté. Preto

~ x;, +x LRy + x;
Z 1+1 Zn aj Z i+2 1+3 Zn
T

= Tit1 t Tig2 T Tit1 + Tito

a teda ich stiéet je aspon 2n, ¢o sme chceli.

Vréatme sa spitf k nerovnosti

n

n

Yo
i1 LTi+1 + Ti42 -2

Nazyva sa Shapirova (podla H. Shapira) a je to jedna z velmi nevda¢nych Tahko vyzerajtcich cyklickych nerovnosti.

Kto by sa odvazil tvrdit, Ze takd oku lahodiaca nerovnost bude platit len pre parne n < 12 a nepéarne n < 237
Ukrajinsky matematik Vladimir Drinfeld vSak tento vysledok este zlep$il. Dokézal, Ze pre vSetky n plati

n

€T, n
Z Y5
Y Tigl T Tiy2 2

kde vy ~ 0.9891 ..., alebo presnejsie: je to 1(0)/2, kde 1 je konvexny obal funkcii f(z) = e=® a g(x) = 2/(e* +e%/?).
Netusim, preco to plati a nerozumiem tomu poriadne, no ak vas to zaujalo, urcite si o tom nieco precitajte,
na internete je toho vela.

Uloha é&.14: Riesime rovnicu a® + b® + ¢” 4+ d*! = e'® v kladnych celych ¢islach.

a) Dokazte, Ze tato rovnica m4 asporii jedno rieSenie.

b) Zistite, ¢i mé& tdto rovnica konec¢ne vela rieSeni.

Riesenie: (opravoval Mazo)

Maéame dokazaft, Ze t&4 rovnica mé rieSenie. Sktisime nejaké malé uhadnut. Nié. Vyskisame kopu éisel na poéitaci. Nié.
V poriadku, asi by ndm to nedali dokézat, keby to bolo také trapne. Skiisme vyriesit jednoduchéiu tlohu, a® = e'3.
(Vyrieste.) No, dost jednoduché. Nagli sme vSetky riesenia, st v tvare (a,e) = (m!'3,m3). Uz toto napoved4 ¢osi
k povodnej tlohe, ale este to tam tak dobre nevidno.

Tak skisme trebars a® + 0 = f%. Fuj. Ani rozlozif na stéin, ani skiimanie zvyskov nedava vela. Preco sa to
ned4 rozlozif na sucin? Lebo st rozne aj zdklady, aj exponenty. Keby sme mali rovnaky zaklad, vieme to rozlozit,
napriklad a* + a” = a*(a® + 1). Keby sme mali rovnaky exponent, tie# vieme nieco rozlozit, napr. a” — b" =
(@—0b)- (a1 4.+ 1.

Exponenty st pevné (3, 4 a 5), zmenit ich nevieme, ostant rozne. Ale vieme zmenit zéklad tak, aby bol rovnaky
pri vSetkych mocnindch. Nechceme tiplne vyriesit t rovnicu, predbezne postaci, ked najdeme jedno riesenie. Nech
teda a = m®,b=mY, f = m? pre nejaké prirodzené ¢islo m. Dostaneme rovnicu m3® +m® = m*?, v ktorej uz &osi
na sucin rozlozit vieme. Nech trebars 3z > 5y. Potom

mY(m3*% 4 1) = m*?, teda m3E 1 = mAFY,

Zrejme m > 2 a 4z — by > 1. Preto prava strana je delitelna ¢islom m. Ak 3z > 5y, bude lava strana po deleni m
dévat zvySok 1, a to je spor. Preto 3x = 5y. NavySe z naSej rovnice teraz vieme zistit, ze m = 2 a 4z — 5y = 1.
Hladéme teda trojicu (z,y, z) = (5y/3,y, (1 + 5y)/4). Pre y = 12k + 3 dostaneme® nekonec¢ne vela takjchto trojic
a tymto trojiciam zodpoveda nekonecne vela rieSeni nasej rovnice.

Tak, lahSiu Glohu sme vyriesili, a metéda sa polahky d4 pouzif na zadani tlohu. Drzime vam pri tom palce, mili
Citatelia.

5Ako sme nasli toto ¢&islo? D& sa uhadnuf. Ale d4 sa tiez zistif pomocou ¢&inskej zvyskovej vety. Ak ju ne-
poznate, skuste sa po mnej obzriet a pridat si ju do repertodru poznatkov, ktoré viete pouzivat. Napriklad
http://en.wikipedia.org/wiki/Chinese_remainder_theorem.



