Koreépondenén)'f Matematick)'f Seminér

Vzorové rieSenia 2. série zimného semestra

Uloha é&. 1: Najdite a popiste spésob, ako zostrojit trojuholnik ABC, ak je dana dlzka taznice na stranu AC,
vysky na stranu AB a velkost uhla pri vrchole B.

Riesenie: (opravovali Zuzka C., Lenka)

Nakreslime si na za¢iatok pekny obrézok. (Ako inak sa d4 zacat geometrickd loha?) Pozndme velkost taznice ¢y,
vysky v, a uhla (3. Zac¢at mozeme konstrukciou ktoréhokolvek z tychto ttvarov, otdzka je, éi potom budeme vediet
v konstrukeii aj pokracovat :).

Za¢énime napriklad uhlom 3. O dlzkach stran trojuholnika nevieme nié¢, vieme
ale narysovat dve polpriamky zvierajice uhol 8. Ozna¢me ich BX, BY (ako
na obrazku). Aby sme riesenie zbyto¢ne nekomplikovali, dohodnime sa na tom,
ze ulohu najskor vyriesime len v polrovine danej polpriamkou BX, v ktorej
lezi polpriamka BY. V opacnej polrovine potom dostaneme dalSie rieSenie
zobrazenim nasho trojuholnika v osovej stimernosti podla osi BX.
ty Zatial teda médme bod B. Niekde na polpriamke BX budeme hladat bod A,
na polpriamke BY bod C. Vzdialenost bodu C od strany AB (a teda aj
Y A B od polpriamky BX) je v. (kedZe velkost vysky je vzdialenostou vrchola od
protilahlej strany). Musi teda nutne lezat na priamke (oznac¢me ju p) rovno-
beznej s BX, o ktorej plati |p, BX| = v.. Mame teda C' = pnN BY Ako najdeme bod A? Nevyuzili sme este taznicu
tp. T4 ndm sice ni¢ nepovie o bode A, no vieme, Ze vedie do stredu strany AC' (ten si ozna¢ime Sp). Ak sa ndm
podari zostrojit Sp, bod A uZz nijdeme lahko. Plati, Ze |Sy, B| = tp. Mnozina vSetkych bodov vzdialenych od B
o vzdialenost ¢, je kruznica k(B, ;). Bod S} teda leZi niekde na tejto kruznici. Okrem toho je to stred strany, teda
leZi aj na strednej priecke trojuholnika ABC'. Z vlastnosti strednych priecok vieme, ze kazdé z nich je rovnobezné
s jednou zo strdn trojuholnika a jej vzdialenost od tejto strany je rovnaka ako jej vzdialenost od vrcholu, ktory
nepatri tejto strane. Zostrojme preto priamku (ozna¢me ju ¢), na ktorej lezi strednd priecka trojuholnika ABC
rovnobeznd so stranou AB. Takto sme nasli bod S, S, = ¢ N k. Vieme, Ze je to bod leziaci na strane AC. Ak ho
teda spojime s bodom C, dostaneme priamku, na ktorej této strana lezi (a teda na nej musi lezat aj bod A). To je
uz super, lebo bod A okrem toho lezi aj na polpriamke BX, preto A = BX N CS,. Tralaldda, a mame trojuholnik
ABC! )
Iny pristup je v nacrte si dokreslit trojuholnik ABC na rovnobeznik ABCD. Ako? Predstavme si, ze trojuholnik
ABC' uz méme hotovy. Bod B zobrazime v stredovej simernosti podla S a tak dostaneme bod D. Z tohto kroku
je jasné, ze dlzka uhlopriecky BD je 2t,. Dalej vieme, Ze uhloprie¢ky v rovnobezniku sa rozpolujt, preto stred
BD je zaroven stredom AC, ¢ize nasim bodom S,. To je super, lebo presne tento bod potrebujeme! Vsimnite
si, Ze tu v nadrte trocha carujeme s dokreslovanim obrazku. Priamo pri konstrukcii potom za¢neme pomocnym
utvarom (rovnobeznik) a cez neho sa dostaneme k vytazenému trojuholniku. Rovnako ako v prvom pripade najprv
zostrojime uhol 3. Potom rovnobezku p vo vzdialenosti v. od BX, aby sme nasli bod C. Na tejto rovnobezke bude
lezat aj strana C'D. KruZnicovym oblikom k(B,2t;) polahky ndjdeme bod D. Tak moZno zostrojit uhlopriecku
BD anéjst jej stred Sp. Ten spojime s bodom C. .. hotovo. Ind moznost je jednoducho viest rovnobezku z bodu D
s BC, aby sme nasli bod A. A mame trojuholnik ABC.

D C , p Diskusia:

Pocet rieseni tilohy zavisi od dlzky 5, v. a uhla 3. Pozrime sa na to, ako:

Ak je dlzka t, mensia ako polovica v., kruznica k a priamka ¢ sa nepretni,

preto nikde nedostaneme bod S,. Uloha teda v tomto pripade nema4 riesenie.

Ak je tp, = v./2, priamka ¢ a kruznica k sa pretnt v jedinom bode, a to
A B priamo nad bodom B. Co to znamen4 pre uhol 3? Aby mala tiloha riesenie,

£ musi byt nutne tupy. (Skuste si to nakreslit.)

Ak je t, viicsie ako v./2, priamka ¢ a kruznica k sa pretnt v dvoch bodoch, ale kedze uhol 3 je dany, vidy ndm

vyhovuje len jedno z nich. Ak je uhol § pravy, vyhovuji ndm obe rieSenia.

Pri konstrukcii cez rovnobeznik je to to isté, akurat sa pozerdme na dlzku 2¢, a na to, ako sa pretina s p (pri

roznych uhloch f3).

S

Uloha é&.2: Dlzky zékladni lichobeznika ABCD st |AB| = 15 cm a |CD| = 9 cm a jeho vyska je 4 cm. Ked
predlzime strany AD a BC, tak sa pretnii v bode E. Bod F je stredom strany AB, bod G je stredom strany BC.
Zistite obsah trojuholnika FGE.
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Riesenie: (opravovali ZuzkaM a Rasto)

Obsah nami hladaného trojuholnika Spgg nevieme priamo z tdajov zo zadania vypodcitat. Nasa stratégia by
mohla byt, Ze si skisime uvedomit, ¢o vSetko vieme hned zo zadania, pripadne, ¢ si nevieme nieco jednoducho
odvodit. A nésledne z tychto znamych veci skisime vyskladat aj Spog. Z tdajov v zadani vieme hned vypocitat
obsah lichobeznika ABCD. Co sa tieZ d4 po nakresleni obrazku vsimnat je, Ze trojuholniky ABE a DCE vyzerajt
podobne. Naozaj st podobné, lebo maju vsetky tri uhly rovnaké. Uhol pri vrchole £ maja spolo¢ny a zvysné dva sa
stthlasné uhly, pretoze AB je rovnobezné s C'D. Mozno by sa ndm vdaka tejto podobnosti podarilo vypoéitat obsahy
aj tychto dvoch trojuholnikov. Tieto obsahy by nam mohli velmi poméct. Usecka EF je faznicou trojuholnika ABE,
to znamena, Ze ho deli na dva trojuholniky (AFE a FBE) s rovnakym obsahom (maju rovnaki vysku a poloviént
zékladniu). Od obsahu trojuholnika FFBE potom uz len odpoéitame obsah trojuholnika FBG a dostaneme obsah
nami hladaného trojuholnika FGE.

Sktisime preto zacat s obsahom trojuholnika ABE. Dlzka jednej jeho zékladne AB je 15. Na vypocet obsahu
potrebujeme zistif eSte vysku na tato stranu. Oznaéme ju v1. Vyuzijeme podobnost trojuholnikov ABE a DCE.
Preto, Ze st tieto trojuholniky podobné, tak maja dizky vsetkych svojich stran a aj vySok v rovnakom pomere.
Oznac¢me vysku na stranu DC' v trojuholniku DCE ako ve. Zarovei v; = vg +4 (vyska trojuholnika ABE sa rovna
suctu vysky trojuholnika DCE a vysky lichobeznika ABCD), a preto

E
|AB| _ v _ 4+
|DC| B V2 n (%)
Dosadime za |AB|, |DC| a vypocitame vy

15 4+ D C

9 - V2 ’ G
15’()2 = 36+ 91}2,

A F B
vy = 6cm.

Potom v; = vy +4 =6 +4 = 10cm a uz vieme vypocitat aj Sapg.

AB| - 15-10
SABE:| 2| U 5 =  75cm?.

Pokracujme obsahom trojuholnika F'BE. Uz skor sme si povedali, ze jeho obsah je rovnaky, ako obsah trojuholnika
AF B. Tieto dva spolu tvoria trojuholnik ABFE, preto je obsah trojuholnika F'BE je polovica z obsahu trojuholnika
ABE, ¢ize 37,5cm?.

Na zaver uZ potrebujeme len odpoditat od obsahu trojuholnika F'BE obsah trojuholnika FBG. Podobne ako
v predchadzajicom pripade vyuzijeme, ze bod G lezi v strede strany BC'. Pri pohlade na obrazok vidime, ze tisecka
F@G je taznicou v trojuholniku F'BC, preto obsah trojuholnika F'BG bude polovicou obsahu trojuholnika FBC.
K zakladni F B, ktora m4 dlzku 7,5 (pretoze je to polovica strany AB) prislticha vyska, ktora je rovnaka ako vyska
lichobeznika ABCD, ¢ize 4. Preto Sppc = (7,5-4)/2 = 15cm? a Sppg = Srpc/2 = 7,5cm?. Ked tento obsah
odpocitame od Sppg, dostaneme, Ze Spar = 37,5 — 7,5 = 30 cm?.

Uloha é&. 3: Na stranach AB a DC obdlznika ABCD st body F a E zvolené tak, ze AFCE je kosostvorec. Zistite
dlzku tsecky EF, ak viete, Ze |AB| = a a |BC| = b.

RieSenie: (opravovali Baja a Buggo)

Ako prvy si nakreslime dobry obrazok. To znamend nacrt, ktory je do- D F C
stato¢ne velky a prehladny. Teraz si na obrazku pooznacujeme dizky
a iné uzitocné informacie, ktoré pozndme alebo potrebujeme zistit. Vy- u
uzijeme pri tom zdkladné vlastnosti kosoStvorca (strany maji rovnaki
dlzku, uhlopriecky sa rozpoluji a st na seba kolmé). Teraz sa na nas : b
obrazok mozeme pozrief poriadne :).
Vidime, Ze chceme vyjadrif |EF| = 2u. Poktisme sa preto skiimat, vztahy z

medzi pismenkami a Gtvarmi, ktoré tieto pismenka predstavuji. Na ob- /5]
réazku vidime kosostvorec, niekolko trojuholnikov a obdlznik. Vidime, ze A x E a—x B
neznama dlzka u je stcastou viacerych atvarov.

Ulohu budeme riesif tak, Ze sa poktsime dizku u vyjadrit viacerymi spésobmi (rovnicami) a ich skombinovanim
ziskaf riesenie tilohy.

Ked sa na obrazok pozrieme poriadne, uvidime viacero moznosti, ako zistit dizku v pomocou a a b.

e Pojdeme na to cez podobnost. Viimnime si, Ze trojuholniky ABC a ASFE st podobné (podla uwu). To znamen4,
ze z/a = u/b. Teda u = b- z/a. Teraz je nas jediny problém nezndma z. Ten vSak hravo vyrieSime a pouZitim
Pytagorovej vety pre trojuholnik ABC dostaneme z = v/a? + b2 /2. Po dosadeni dostédvame

b
|[EF| =2u=—va?>+b%.
a
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e Zamerajme sa na trojuholniky ESC, ABC a EBC. Vsetky st pravouhlé a preto pre ne plati Pytagorova
veta. Ak si z trojuholnikov EBC, ABC vyjadrime postupne z, z, tak z ESC uz moézeme polahky vyjadrif u
a nasledne |F'E| v pozadovanom tvare.

e Vsimneme si trojuholnik AFS. Dokreslime si vysku na stranu AFE a jej pitu si ozna¢ime W. Potom pre tsecky
WE a WS dostaneme |[WE| =x —a/2 a |WS| = b/2. Pouzitim Euklidovej (alebo Euklidovej a Pytagorovej)
vety pre vhodné trojuholniky (zistite ktoré!) dostaneme hladané rieenie.

e Vezmime si trojuholnik AEF. Dopliime viysku na stranu AE. Dalej postupujeme podobne ako v predchadza-
jucom pripade. (Vyskusajte si.)

e Vyuzijeme vztahy pre vypocet obsahu. Obsah kosoStvorca mozno vyjadrit dvoma sposobmi. S = x-b (zédkladia
krat vyska) alebo S = uz/2 (sGéin uhlopriecok deleny dvoma). Po vzdjomnom (a spravnom:)) dosadeni
dostaneme opit chceny vysledok.

Komentér: MoZeme vidiet, ze Glohu bolo moZné riesit viacerymi spdsobmi. (DokéZete najst dalsie?) My sme si

.....

Uloha é&. 4: Je dany pravouhly trojuholnik ABC' s pravym uhlom pri vrchole C. Nech CD je vyska na stranu AB,
CF je taznica na stranu AB a CFE je os uhla BCA. (Body D, E aj F lezia na prepone AB.)

RieSenie: (opravovali Tka a Hanka)

C Prvym krokom k tspesnému vyrieSeniu geometrickej ilohy (a to nielen
tejto), je dostatocne velky obrézok. Tak si ho nakreslime a podme sa
@/ nan pozrief lepsie. Este predtym si vSak skisme ujasnif, ¢o vlastne

by sme si na obrazku mali v§imaf. Mame dokdzat rovnost uhlov,
takZe naSa pozornost by mala byt zamerana predovSekym na ne, dalej
na vsetky kolmice, rovnobezky, osi uhlov, rovnoramenné trojuholniky

a B a podobne. (Co vés este napada?)
A r /E D B Ozna¢me si uhol BAC pismenkom «. Potom |t ABC| = 90° — a, lebo
\ / stucet uhlov v trojuholniku ABC' je 180°.
Vsimajme si postupne body D, E a F', ktoré sme ,pridali“ k ,,obycaj-

nému“ pravouhlému trojuholniku ABC. Usecka C'F je faznica, preto F je stred strany AB. Kedze AB je prepona
pravouhlého trojuholnika, bod F' je zaroven stred talesovej kruznice. To ale znamend, 7e |FA| = |FB| = |FC|
a trojuholnik AC'F je rovnoramenny. Preto o = |[SFAC| = |4 FCA|.

Teraz sa podme zaoberat bodom D. Je to pita vysky z bodu C, preto |[SCDB| = 90°. Trojuholnik BCD je
pravouhly a my uz poznéame velkost uhla CBD. Stéet uhlov v trojuholniku BC'D je presne tak, ako v kazdom
inom 180°, preto | BCD| = a.

Uz nam ostal len bod E. Ten lezi na osi uhla ACB, preto [SACE| = |{BCE| =90°/2 = 45°.

Uz si len ujasnit, na ¢o sme vlastne prisli. Vyjadrime si velkost uhlov DCFE a ECF.

|<DCE| = |4BCE| - |94BCD|=45° — «
|SECF|=|4<ECA|—|SFCA| =45° —
Tym sme ukézali, Ze tieto dva uhly sa rovnaja.

Komentér: Alebo skor ak ste sa docitali az sem, skiste sa eSte zamysliet aj nad tymto :)Musia byt body D, FE
a F vzdy v takom poradi, ako sme uviedli vo vzorovom rieseni? Nemoézu byt napriklad v opacnom? A nemoze byt
v strede bod F'? Skuiste nad tym porozmyslat a do budtcnosti pri rieseni podobnych tloh tieto moZnosti preverte.
Mozu tvorit podstatnt dast rieSenia danej tlohy.

Uloha é&. 5: DIzky stran trojuholnika st tri za sebou idice prirodzené ¢isla. Vieme, Ze v tomto trojuholniku je os
uhla kolmé na taznicu. Najdite dlzky stran tohto trojuholnika.

RieSenie: (opravovali Ajka a Mito)

Zo vsetkého najskor si nakreslime pekny obrazok. Miesto pre obrazok sme tu nechali, teraz sa dohodneme, ¢o vsetko
si tam nakreslite. Trojuholnik zo zadania si ozna¢ime ABC'. Os uhla méze vychddzat napriklad z bodu A a faznica
z bodu C, ich priese¢nik ozna¢ime X.! Taznica rozdeli tsecku AB v bode S na dve rovnako dlhé tsecky. Mbzete
zacat kreslit :).

Podme teraz do obrazku dopliiat tidaje zo zadania. Vieme, Ze os uhla a faznica st na seba kolmé, preto plati
|[IAXC| = |[FAXS| =90°. Tiez vieme, ze |[<XAS| = |< X AC|. Posledn4 informécia zo zadania, ktord sme zatial
nepouzili je, Ze dlzky stran trojuholnika st tri za sebou idtice prirodzené? &isla. Mohli by sme teda oznacit dlzky
stran trojuholnika napriklad ako n, n +1 a n + 2, alebo ako n — 1, n a n + 1. Skiisme sa teraz zamysliet nad tym,
ktora stranu oznacime n. Jednu zo stran pri vrchole s osou uhla? Alebo stranu oproti tomuto vrcholu? Zrejme treba

IRozmyslite si, pre¢o faznica a os uhla nemézu vychadzat z jedného vrchola a zaroven byt na seba kolmé. Ked si to rozmyslite,
dokazte to. Naozaj.
2Slovo prirodzené budeme vo zvysku vzorového riesenia vynechavat.
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rozobrat obe tieto moznosti.® Rozvetvenie riesenia na Sest moznosti by v takejto skorej faze mohlo byt pomerne
nevyhodné — nechajme si preto toto oznacenie na neskor, ked uz o nasom trojuholniku zistime aj nieco viac.
Dobre, pouzili sme teda vSetky tdaje zo zadania, ktoré sme uznali za vhodné. To znamend, zZe teraz uz musime
nie¢o naozaj objavit alebo dokazat. V nagom trojuholniku vieme velkosti niektorjch uhlov; dlzky stran nepozname
Ziadne. Preto je prirodzené zamerat sa na uhly, tam sa mame ¢oho chytit. Ked si vSimneme mensie trojuholniky,
v ktorych niektoré uhly pozname, rychlo si uvedomime, ze vieme dopoditat aj nejaké dalsie. Konkrétne zistujeme,
ze |IXSA| = |[9XCA|. (Rozmyslite si.) To ale znamend, Ze trojuholnik ASC' je rovnoramenny s ramenami AS
a AC. A kedZe S nie je iba hociaky bod, ale stred strany AB, tak plati aj |AS| = |SB]|. Zistili sme teda nieco aj
o dizkach — konkrétne to, ze tsecky AS a AC st rovnako dlhé. To je v¥borné, pretoze sme o krok blizsie k tomu,
aby sme mohli vyuZit zvy$né informécie zo zadania.

Podme si to pekne zhrnaf a pozrief sa na to, ako daleko vlastne sme. Z informacii, ktoré sme zistili o dizkach stran
vyplyva, ze strana AB je dvakréat takd dlha ako strana AC. Zrejme nie je tazké uveritf, Ze tento poznatok je dost
dobry na to, aby ndm umoznil priklad priamociaro doriesit. (Totiz tdto podmienka je spolu s tym, Ze strany sa tri
po sebe idice &isla, velmi silnd.)

Je niekolko spdsobov, ako pokracovaf a najst vietky mozné dizky stran; my si ukédZeme dva, ktoré sa nam pacia.

Pruy sposob: Hladdme tri po sebe iduce ¢isla, z ktorych jedno je dvojndsobkom druhého. Isto si hned vSimneme
dvojice jedna a dva a potom aj dva a $tyri. Ked tieto doplnime na postupnost troch po sebe iducich ¢isel, dostavame
1,2,3 a 2,3,4. Mame teda dve rieSenia. Ak sktisime ndjst dal$iu dvojicu, prvym kandiddtom su ¢isla tri a Sest.
Avsak tie sa nedaju doplnit na tri po sebe idice éisla, pretoZe st od seba prilis daleko. Ak pokra¢ujeme v hladani,
¢isla v nasledujtcich dvojiciach sa od seba vzdaluju stale viac a viac. Podme to preto dokézat, nie je to vobec tazké.
Ak vezmeme ¢islo vicsie ako dva, jeho dvojnasobok je od neho vzdialeny o viac ako dva. Jednotlivé ¢isla v trojici
za sebou iducich ¢ésel st od seba vzdialené najviac dva. Preto strana AC nemoéze byt dlhsia ako dva. Hotovo.

Druhgj spésob: Podme oznacit dizky stran trojuholnika tromi za sebou idticimi &islami, ako sme mali pévodne
v plane. Zrejme je strana AC kratsia ako AB a to bud o jedna, alebo o dva.? Ak oznaéime dlzku strany AC
pismenom n, dostdvame bud |[AB| = n + 1 alebo |AB| = n + 2. Zaroven vsak plati |[AB| = 2|AC]|, preto bud
n—+1 = 2n alebo n+ 2 = 2n. VyrieSenim tychto dvoch rovnic dostdvame v prvom pripade n = 2 a v druhom n = 1.
Preto |AB| = 2n je $tyri, respektive dva. Doplnenim tychto dvojic na trojice po sebe iducich ¢isel opét dostavame
rieSenia 2,3,4 a 1,2, 3. (Pritom sme si potichu rozmysleli, preco dvojicu 1,2 doplnime na 1,2,3 a nie na 0,1,2 —
— pretoze ak |[AC| =n a |AB| =n+ 1, tak | BC| moze byt aj n — 1.)

vSetci ste si vSimli, Ze trojuholnik ASC je rovnoramenny. Obcas bol vsak problém v tom, Ze ste podcenili dokaz
tohto tvrdenia a rovnoramennost ste nezdovodnili. Este dastejsie sa stdvalo, Ze ste nevysvetlili, pre¢o ak hladame
dve ¢isla, z ktorych je jedno dvojnasobkom druhého a musia byt v za sebou idtcej trojici, tak jedinymi moZznymi
su tie z rieSenia. Toto vobec nie je zrejmé a aj ked samotny dokaz je pomerne lahky, uréite to treba vysvetlit. O to
viac, ze na tom v podstate stoji celé rieSenie. Bodovanie bolo pomerne benevolentné a preto sa za kazdu z tychto
nepozornosti dalo prist o dva body. Jeden bod sa dal stratit za to, Ze ste si nevsimli, Ze rieSenie 1,2, 3 nevyhovuje,
tak ako my vo ,vzorovom* rieSeni. Dovod je, Ze tieto tri ¢isla nesplitaji trojuholnikovii nerovnost a teda netvoria
trojuholnik.

Uloha é&.6: Bod M lezi vniitri strany BC' rovnostranného trojuholnika ABC. Nech N je taky bod leziaci vniitri
polroviny uréenej priamkou BC neobsahujicej bod A, Ze trojuholnik BM N je tiez rovnostranny. Nech P, @), R st
stredy useciek AB, BN, C M. Dokazte, Ze aj trojuholnik PQR je rovnostranny.

Riesenie: (opravovali Miso K. a Jakub)

Vyskytlo sa vela réznych a peknjch rieSeni. VAcSinou ste
tlohu riegili hrubou silou, a to bud pomocou analytickej
geometrie alebo kosinusovej vety. V tomto pripade to tak-
mer vzdy viedlo k spravnemu rieSeniu, aj ked to tak ne-
musi byt vzdy. Ale vyskytli sa aj rieSenia cez podobné alebo
zhodné trojuholniky, alebo pouzitim otocenia alebo rovno-
Tahlosti. Dalej uvddzame jedno velmi pekné a nazorné rie-
Senie pomocou troch zhodnych trojuholnikov.

Oznacime si |[AP| = a, |BQ| = b. Nech stredy tseciek BC
a BM st postupne S a T.

Potom |PB| = |PS| = |BS| = a, lebo PS je stredné priecka
trojuholnika ABC. Podobne |BQ| = |T'Q| = |BT| = b, lebo
TQ je stredna priecka trojuholnika BM N. Dalej postupne 4 P B

3A este niekolko dalsich, ktoré vzniknti oznadenim aj tretej strany.

4D4 sa postupovat aj tak, ze vyskuSame vSetky kombinAcie &isel n,n + 1 a n + 2. Pritom si moézeme usetrit trochu prace tym, ze
si uvedomime, %e AC je kratsia ako AB a podla toho aj musime oznacif ich dizky. Teda jediny rozdiel by bol v tom, #e takto by sme
rozoberali tri moznosti, v rdmci nich by sme vsak postupovali v podstate rovnako.
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vyratame dizky TR a SR

|[BM| = 2b,

|MC| = 2a-—2b,

|CR| = a-b,
TR| = |BC|~|CR|~ |BT| = 2a—a+b—b=a,
|SR| =|BC|—|CR|—|BS|] = 2a—a+b—a=0b.

Velkost uhla PBQ je 120°, lebo |[$ABC| = 60° a |[SMBN| = 60°. Velkost uhla PT'C' je 120°, lebo je to susedny
uhol k uhlu PSB, ktorého velkost je 60°, pretoZe je sihlasny s uhlom ACB.

Velkost uhla MTQ je 120°, lebo je to susedny uhol k uhlu QT B, ktorého velkost je 60°. (Je stihlasny s uhlom
BMN.) Teraz sa pozrieme na trojuholniky PBQ, RTQ a PTR. Plati v nich |[PB| = |RT| = |PT| = a,
|BQ| =|TQ| =|RS|=ba|IPTC| = |4PBQ| = |<MTQ| = 120°. Podla vety sus st tieto trojuholniky zhodné
a preto |PQ| = |QR| = |RP| a trojuholnik PQR je rovnostranny.

Pozndmka: Nakoniec by sme véas este radi upozornili na ovela vSeobecnejsie tvrdenie, ktoré si mozete overit a do-
kézat. Totiz poloha trojuholnikov ABC a BM N nemusi byt vobec takéd Specidlna ako bola v tomto zadani. Plati
tvrdenie: Nech ABC a DEF st dva Iubovolné rovnostranné trojuholniky (v jednej rovine), pri¢om ichvrcholy st
znacené v poradi proti smeru hodinovych rucic¢iek. Nech P, @), R s postupne stredy tusec¢iek AD, BE, CF. Potom
trojuholnik PQR je rovnostranny.

Uloha é&.7: Dany je trojuholnik ABC. Bod B’ je obraz bodu B v stredovej stimernosti so stredom C, bod C’ je
obraz bodu C' v stredovej sumernosti so stredom A a bod A’ je obraz bodu A v stredovej stimernosti so stredom B.
a) Zistite pomer obsahov trojuholnikov AC'A’ a ABC.

b) Zmazeme body A, B, C a ostant len body A’', B’, C'. D4 sa z tychto troch bodov zrekonstruovat trojuholnik
ABC'? Svoju odpoved tiplne zdévodnite.

RieSenie: (opravovali Ivka a Kenny, vzorové rieSenie napisal Mazo)

a)  Porovnavame obsahy trojuholnikov. Obsah trojuholnika mézeme urc¢it ako polovicu stcinu vysky a zdkladne.
Pomer obsahov moZeme uréit, ak pozname pomery zodpovedajicich zakladni a vysSok. Nuz, narysujeme, odmeriame,
vypocéitame. Vyjde pomer 1,87. (Nie, nevnucujeme toto konkrétne ¢éislo :).) Novy obréazok, 2,03. Spriemerujeme,
odhadneme, asi je to presne 2. Vieme to dokézat?

V naSom pripade je najvyhodnejsie zvolit zédkladne na priamke AB, spolo¢nej stranaim AB a AA’ skimanych
trojuholnikov.

Nech bod C mé od priamky AB vzdialenost v. Nech V je péta kolmice z bodu C na priamku AB, tsecka CV
urc¢uje vzdialenost v. Obraz tejto tsecky v stredovej stimernosti so stredom A urcuje zase vzdialenost bodu C’ od
priamky AB. Tato je vSak tiez rovnd v, lebo stredova stimernost je zhodné zobrazenie, teda zachovéva vzdialenosti.
Tuato vlastnost si mézete Tahko dokazat s vyuzitim zhodnych trojuholnikov.

Vyisky trojuholnikov ABC a AA’C’ st teda rovnaké. Zakladia trojuholnika AA’C’ je dvakrat dlhsia ako zdkladna

Pozndmka: Niekedy nestaci ratat obsah trojuholnika tak ako teraz, napriklad ak nepozndme vysku. Co potom?
Pozrite si v tabulkich niekolko dal$ich vzorcov, pomocou ktorjch vieme vypodcitat obsah trojuholnika. Viete ich
odvodit? Alebo inak skontrolovat ich spravnost? Daji sa pouzit na nieco iné ako na vypocet obsahu? b)  Najprv

si to narysujeme, aby sme mali presny obrazok a mohli skusit nie¢o uhadnut. Co vieme o situdcii? Napriklad vieme
vysledok z Casti a). Skisme preto pouvazovat o obsahoch. Ked trocha zjemnime tvahu, ktorou sme k tomuto
vysledku prisli, dostaneme, Ze trojuholniky ABC’ a A’BC’ maji rovnaky obsah ako trojuholnik ABC (rovnaka
zékladnia, rovnakd vyska). Zopakovanim tejto Givahy pre iné trojuholniky dostaneme, ze aj trojuholniky BCA’,
B'CA’, ACB’, AC'B’ maja rovnaky obsah ako trojuholnik ABC'. Ozna¢me tento obsah S.

Maéame dany trojuholnik s vrcholmi A’ B’, C’. Tento trojuholnik mé obsah 7S. Ako néjdeme bod A v jeho vnitri?
Bod A lezi na prieseéniku priamok C’A a A’A. Tieto priamky sice nepozndme, ale vieme, Ze obsah trojuholnika
C'A’A je dve sedminy obsahu trojuholnika A’B’C’. KedZe tieto dva trojuholniky maju spolo¢ni zékladiiu C’A’,
pozname pomer ich vySok. A kedZe pozname velkost vysky trojuholnika A’ B’C’ na stranu A’C’, pozname aj vzdia-
lenost bodu A od priamky A’C’. Preto bod A lezi na rovnobezke s priamkou A’C’ vo vhodnej vzdialenosti. Tym
istym sposobom uréime vzdialenost bodu A od priamky A’B’, vyjda styri sedminy vysky trojuholnika A’B’C’ na
stranu A’B’. Rovnobezky s priamkami A’'B’ a A’C’, ktoré pouZijeme v konstrukcii, maju vzdy préve jeden prie-
secnik. (Prec¢o?) Analogicky ako bod A zostrojime body B, C. Netreba zabudnit na dékaz spravnosti konstrukcie,
prenechavame ho na vas.

Iné riesSenie:

Narysovali sme presny obrazok. Myslienka sktimat obsahy sa nadm vSak vytrvalo vyhyba. Co ideme hladaf na
tom obrazku? Cosi, ¢o suvisi so stredovou stimernostou. Bod A je stredom tsedky CC’. Podobne B je stredom
AA’ a C je stredom BB'. Naco st stredy stran v trojuholniku? Ano, taznice a stredné priecky. Taznice sa delia
nepodarilo.) Tak teda tie stredné priecky, kdeze si? Zatial tam nie s, treba ¢osi dokreslif. A to tak, aby sme
vyuzili to, o médme. Bod A je stredom tsec¢ky C'C’. Preto by tymto bodom mala prechiddzat stredné priecka
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nejakého trojuholnika. T4 je rovnobeznd so zdkladiiou tohto trojuholnika. Mame dve moZnosti; bodom C totiz
prechadzaju dve priamky — kandidati na zékladne. Nech D je bod na priamke A’C’ taky, ze priamky AD a BC
st rovnobezné. Nech E je priese¢nik priamok BC a A'C’. Usecka AD je strednou prieckou v trojuholniku C'CE,
preto |C'D| = |DE|. Use¢ka BE je strednou prieckou v trojuholniku A’AD, preto |DE| = |EA’|. Dokopy méme,
7e body D, E delia tsecku C'A’ na tri rovnaké Casti. Preto tieto body vieme zostrojif. Rovnako rozdelime na
tretiny aj ostatné strany trojuholnika A’ B’C’, potom dostaneme body A, B, C ako prieseéniky vhodnych priamok.
(Ktorych?) Dokaz spravnosti konstrukcie a diskusiu si uz spravite aj sami.

Toto riesenie je kratke, ale objavif ho moze trvat aj niekolko dni. Ak sa nam pri rieSeni nedari ni¢ objavit, treba
sa na to vyspat a skusif nieco nové. (Takto sa matematika naozaj robi, ¢o myslite, na kolko novych objavov pride
matematik za svoj zivot?) Mozeme skusit aj zavrhnuty pristup, ktory sme skasali predtym, ak vieme, preco to
predtym nefungovalo a vidime v starom pristupe nejaka novi nade;j.

Pozndmka: Vidime, Ze obsahy, pomery a podobnost navzajom stvisia. Skuste ziskané poznatky uplatnit pri rieSeni
nasledujucich tloh.

.....

3. Trojuholnik ABC ma faznice s dlzkami z,y, 2. D4 sa z tseciek dizok z,y, z zostavif trojuholnik? Ak ano, aky
mé obsah vzhladom na obsah trojuholnika ABC?

4. Zostrojte trojuholnik, ak st dané dlzky jeho faznic.

5. V akom pomere deli os uhla protilahlii stranu? Narysujte, odmerajte, uhadnite a sktste dokézat.

6. Dokéazte, ze taznice delia trojuholnik na Sest éasti s rovnakym obsahom.

Uvedomte si, Ze na dokaz prvej ¢asti tvrdenia (presne Sest Casti) potrebujeme dokazat, ze taznice sa pretinaja v jed-
nom bode. Pri dékaze tohto tvrdenia by mohli pomoct prave obsahy. Co je faznica? Ako rozdeluje trojuholnik?

7. Vyjadrite polomer kruznice vpisanej do trojuholnika pomocou dizok jeho stran.

Nedajte sa odradit, ak sa vdm tlohy nepodari hned vyriesit. Vrafte sa k nim na druhy den. Radi vam pri ich rieSeni
poradime (mazo@kms . sk).

Uloha é&.8: Nech ABCD je konvexny Stvoruholnik. Priamky AB, CD sa pretinaji v bode K, priamky BC, AD
sa pretinaju v bode L. Os uhla AK D pretina priamky BC, AD po poradi v bodoch Q, S, os uhla ALB pretina
priamky AB, CD po poradi v bodoch P, R. Stvoruholnik PQRS je konvexny. Dokéazte, ze PQRS je kosostvorec
prave vtedy, ked sa Stvoruholniku ABC D d& opisat kruznica.

Riesenie: (opravovali Bebe a Skrecok)
Najprv si musime poriadne uvedomit, ¢o chceme dokazovat — PQRS je kosoStvorec prdve vtedy, ked sa Stvoruholniku
ABCD d4 opisat kruznica. Potrebujeme teda ukézat dve tvrdenia (implikacie):

1. Ak je PQRS kosostvorec, potom sa $tvoruholniku ABC D d4 opisat kruznica.

2. Ak sa Stvoruholniku ABCD d4 opisat kruznica, potom je PQRS kosostvorec.

Viaceri z vés si toto zial neuvedomili a zbytoc¢ne prisli o nemélo bodov. Pritom, ako o chvilu uvidite, dokazy tychto
dvoch tvrdeni st porovnatelne tazké (a pokial ste jeden z nich mali, bolo lahké urobit aj ten druhy).

V celom rieSeni si priese¢nik os{ uhlov AKD a ALB oznaéime X. Najprv budeme dokazovat prvé tvrdenie. Pred-
pokladajme, ze PQR.S je kosostvorec, takze jeho uhlopriecky PR a QS st na seba kolmé a rozpoluju sa. NavySe
zo zadania vieme, ze |[JAKS| = |<SKD| = ¢ (¢itaj [fi:]), a |[SALP| = | PLB| = (¢itaj [psi:]). (Priamky K.S
a LP su totiz osi prislusnych uhlov.)

Z tychto vztahov sa snazime dostat, Ze Stvoruholniku ABCD sa d4 opisat kruznica. Sta¢i nam preto ukéazat, Ze
stucet nejakych dvoch jeho protilahlych uhlov je 180°, konkrétne to dokdzeme pre dvojicu uhlov DAB a BCD.

L Pohrajme sa trochu s obrazkom a vyjadrujme si velkosti jednotli-
vych uhlov. Ak si ¢itate toto, napiSte na debatu KMS odkaz obsa-
hujici slovo ,,brutalne®. Okolo bodu X su pravé uhly, preto mézeme
pisat

ISXPK| = |[4XRK|=90°~¢ a [IXSL|=|IXQL|=90°—.

Teraz sa pozrime na Stvoruholnik APX.S. Pozndme v 1iom tri uhly,
takze si mozeme dopoditat stvrty:
|[<SDAB| = |4SAP| = 360°— |[JAPX|—|4PXS|—|4XSA|
= 360° — (90° — ¢) — 90° — (90° — ¥)
90° + ¢ + 2.
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Dalej uhly CRX a XQC st susedné k uhlom X RK, resp. XQL, teda vo $tvoruholniku CRXQ plati vztah

[4BCD| = [|[4QCR| = 360° - |§CRX|~[JRXQ| - [$XQC]
= 360° — (90° 4 ) — 90° — (90° + 1)
90° — ¢ — 1.

Ako ale bystré oko vidi, to je presne to, ¢o sme cheeli dokéazat, lebo

|[<DAB| + |<BCD| = (90° + ¢ + ¢) 4+ (90° — ¢ — 1) = 180°.
Teda plati nase prvé tvrdenie, ze ak je PQRS kosostvorec, potom sa Stvoruholniku ABCD d4 opisat kruznica.

L Podme sa pustit do druhého tvrdenia. Predpokladajme,
ze stvoruholniku ABCD sa d4 opisat kruznica. Preto mo-
zeme oznadit velkosti jeho uhlov pri vrcholoch A, B, C, D
postupne ako «, 3, (180° —a), (180°—3). Vpisujte si ozna-
éenia dalSich uhlov do obrézka, nechali sme vam tam
miesto. Pokrac¢ujme ale dalej. .. Velkost uhla ALP si mo-
Zeme vyjadrit ako

_[JLAB| |3ABL| 180° —a —§3

ALP| =90°
3ALP| = 90° - 2= S =L

pretoze LP je osou uhla ALB. Podobne uréime aj
 3KBQ| |3BCK| _a-p

BKQ| =90°
4BKQ|=90° - 2= L -~
K A P B kedze KQ je osou uhla BKC. V trojuholniku APL po-
zndme dva uhly, podme si dopoditat treti:
0 o a B

|SAPX| =180° — [ DAB| — |[<ALP| =90° — 3 + 3

Uz sa len poriadne zahladme na trojuholnik PX K. Stéet jeho dvoch uhlov je
S APX|+ |4 BKQ| = 90° — £ + g +25 B _ gpe.

To ale znamené, ze jeho treti uhol PX K je pravy. Hurd, mame ¢o sme potrebovali. Vo §tvoruholniku PQRS st
uhlopriecky na seba kolmé. Aby to bol koso$tvorec, sta¢i uz len dokézaft, Ze sa rozpoluji. To ale nie je fazké — osi
uhlov PKR a QLS st kolmé na protilahlé strany v prislusngch trojuholnikoch, tie st potom rovnoramenné,® ¢o
nam uz staéi. (Premyslite si, preco.)

PQRS je naozaj kosostvorec, preto sme hotovi aj s dokazom druhého tvrdenia.

Pozndmka: Este maly (nebodovany) detail. Nakreslili sme si totiz obrézok pre jednu konkrétnu situciu — napriklad
bod K je v tej istej polrovine uréenej priamkou AB ako bod C (,hore*). Pre iné situécie sa tloha riesi rovnako,
zmeni sa nam len oznadenie niektorych uhlov. Je celkom dobré zmienit sa o tom jednou vetou v rieseni, inokedy
by vés to mohlo staf nejaké body.

Uloha é&.9: Majme trojuholnik ABC' s tupym uhlom pri vrchole C a bod D na strane BC taky, ze |AC|+ |AB| =
2|AD|. Taznica CM pretina priamku AD v bode N. Dokazte, e |AN| < 2|N D).

RieSenie: (opravovali Katka Kvak a Jaro)

V riefeni budeme pouzivat standardné oznacenie a, b, ¢ pre dlzky stran trojuholnika ABC a t,, ty, t. pre dlzky
jeho faznic. Oznaéme stred tsecky BC pismenom L. Usecka AL je faznica a taznica CM ju deli v pomere 2 : 1.
N&s pomer |AN| : |[ND| mé byt mensi. To asi bude platit, ak bod D bude blizsie k B nez k C. Skusime si narysovat
aspon jeden presny obréazok, aby sme si overili, kde lezi bod D. Ako sme zostrojili bod D? Lezi na kruZnici k
so stredom A a s polomerom (b + ¢)/2. Zostrojme eSte kruznicu k; so stredom A a polomerom b a kruznicu ko
so stredom A a polomerom c.

Zobrazme situdciu v stredovej stimernosti podla bodu D (prvy
obrazok). Kruznica k; sa zobrazi na kj(A’,b). Usecka AA’ ma
dizku 2| AD| = b+-c. To je viak aj sucet velkosti polomerov kruznic
ko a k. Ked je sti¢et polomerov dvoch kruznic rovny vzdialenosti
ich stredov, tieto kruznice sa dotykaju zvonku v bode leziacom
na usecke spajajucej ich stredy. Z toho je jasné, ze ziaden bod
na kj vnutri ky. Preto tam nelezi ani obraz C’ bodu C.

Preto bod C’ nelezi na usecke BC. Z to méme |BD| < |C'D| =
|CD|. A preto D lezi na tsecke BL.

)

1
]
|
klk’

5Porovnaj s piatou tlohou
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Pozrime sa na tvrdenie, ktoré mame dokézat. Hovori niefo o nejakom po-
mere. Pomery zvy¢ajne vyjadruji nejaké podobnosti alebo rovnolahlost. S po-
mermi sa dobre podita, ked médme v obrazku nejaké rovnobezky. Mame? Ne-
méame. Dokreslime. Na priamke AB mame bod M uréeny znadmym pomerom
|AM|/|BM| = 1. Preto aj pomer |AN|/|ND| vyjadrime pomocou pomerov

na priamke AB. A M K B
Nech K je priesecnik tsecky AB s rovnobezkou s priamkou C'M vedenou bodom D. Potom

AN| _ |AM| _ |BM| ) B _ |CD|+|DB| _ | |BD| _, | _,

IND| |MK| |MK| |cD|]  |cD|  ~ |CD| "~ T

Premyslite si, ako rovnost (*) vyplyva z podobnosti trojuholnikov CM B a DK B.

Iné rieSenie:

Pre zdujemcov ponikame niekolko alternativnych dokazov toho, Ze bod D lezi vnutri tsecky BL. Toto vyplyva
z toho, ze |[AD| > |AL|. Dokadzeme to sporom. Nech D lezi vnutri usecky CL. Uhol ADL je vonkajsi uhol v trojuhol-
niku ADC, teda |SADL| = |4 ACD|+ |4 DAC| > |SACB| > 7/2 je tupy uhol v trojuholniku ADL. V tupouhlom
trojuholniku oproti tupému uhlu lezi najdlhsia strana, ¢o v naSom pripade znamenand, ze |AL| < |AD|, ¢o je spor.
Ostéva teda dokazaf, ze t, = |AL| < |AD|.

e Pre body A, M, L plati trojuholnikova nerovnost. Preto |AL| < |AM|+ |ML| (uvedomte si, Ze toto plati, aj
ked tieto body lezia na priamke). Vieme, ze |AM| = ¢/2 a M L je strednd priecka, teda |AL| < |[AM|+|ML| =
= ¢/2+b/2 = |AD|. Podobnt ivahu mézeme urobif aj v dvakrat zvic¢Senej situacii, ked trojuholnik ABC
doplnime na rovnobeznik.

e Ak ovladame vektory, mame struéné zdovodnenie: 2t, = 2|f,| = |¢+ b < || + |b| = 2|AD].

e Mozeme pouzif znamy vzorec na vypocet dlzky taznice; 4t2 = 2b? + 2¢2 — a2. (Odvodit ho mézeme z kosinu-
sovych viet pre trojuholniky ABC a ABL. Upravime ich tak, aby sme sa zbavili cos 3).

Zacneme s trojuholnikovou nerovnostou (overte si, Ze je to ona):

b—cl<a=b-c?<a®=b+c*—2bc < d?

=202 +2c2 —a® < b4+ 2bc= (b+c)?

1 1 1
éta:§\/2b2+2027a2 < §\b+c\ :§(b+c).

Iné rieSenie:
A na zaver alternativne dokazy toho, Ze ak bod D lezi na tsec¢ke BL, potom plati nerovnost |[AN| < 2|N D).

e Pomery vzdialenosti sa dobre prevadzaji na pomery obsahov. Navyse obsahy sa daju dobre séitavat a od¢i-
tavat.

Ozna¢me symbolmi Sy, Sz, S3, Sy, S5 obsahy trojuholnikov AMN, MBD, ANC, NDC, MDN (nakreslite
si obrazok, fakt to pomoze pri ¢itani dalsieho textu). Trojuholniky AMD a BMD aj AMC a BMC maju
rovnaky obsah, lebo maji rovnako dlha zdkladnu aj prislachajacu vysku. Plati S; + S5 = Ss a S1 + S5 =
= Sy + 5S4+ Ss. Z prvej rovnice vyjadrime Sy, dosadime do druhej rovnice a dostaneme S3 = 255 + S4. Kedze
bod N nie je dalej od bodu M ako tazisko T', plati 2| NM| < |[NC|. Z toho 2S5 < Sy, lebo trojuholniky maja
rovnaku vysku na stranu NM, resp. NC.

Hladany pomer |AN|/|N D] je rovny pomeru obsahov S3/Sy. Vieme, ze

Ss =84 +255 <S4+ 84 =285,4.
A preto S3/S, < 2.

e Najprv si pozrite pozndmku za komentarom. Vieme, ze z = |BD|/|DC| < 1. Nech K = AC'N BN.Z Cevovej

vety pre trojubolnik ABC' méme |AK|/|KC| = x (vSimnite si, ze KD || AB). A z Van Aubelovej vety

|AN| _ |AM| | |AK| _
dostaneme IND| = [BM] + K] = 1+x<2.

Komentér: Prehladny obrazok je velmi dobrym prostriedkom pre hladanie moznosti, ako tlohu riesit. Nacrt (aj
narysovany obrazok) v8ak byva nepresny a nie vSetko, ¢o na fiom ,vidiet na prvy pohlad“ je pravda. Aj preto obréazok
nemozeme pouzit ako dokaz, pokial nezddévodnime, Ze vSetko je na nom nakreslené tak, ako to v skutocnosti je.
Napriklad treba skimat, ¢i body lezia na priamkach/kruzniciach v takom poradi, ako mame nakreslené.

Cast4 tivaha bola, ¢o bude, ak D = L. Najprv treba overit, & to vobec méze nastat. Inak st dalsie avahy o tejto
situdcii zbytocné. A nastat to nemdze, pretoze body A, B, C nelezia na priamke (premyslite si to).

Poznédmka: Nech body X, Y, Z lezia vnutri stran AB, BC, C'A trojuholnika ABC' a priamky AY, BZ, CX sa
pretinaju v bode P. Cevova veta hovori, ze

ICP| _|CY|  |CZ]

\PX|  [BY| |AZ|

AX| |BY| |CZ

|AX] . |BY| . 7] =1, Van Aubelova veta zase vravi, Ze

|BX| |CY| |AZ]
KedZe tieto vety hovoria este o Cosi viac a ¢asto sa pouzivajl, doporuc¢ujeme pozriet si o nich nieco viac na inter-

nete (napriklad planetmath.org/encyclopedia/VanAubelTheorem.html), alebo sa obrafte na vedacich seminéra
(mazo@kms . sk).
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Uloha &.10: Dany je ostrouhly trojuholnik ABC' s priese¢nikom vysok V. Kruznica s priemerom AV pretina
kruznicu opisant trojuholniku ABC v bodoch A a K. Priamka KV pretina tisecku BC' v bode M. Dokazte, ze M
je stredom usecky BC'.

RieSenie: (opravovali Bus a Mi§ac)

V tejto tilohe mame zadany trojuholnik, nejaké kruznice a priemery. Co to pripomina? Akusi hru s uhlami a T4-
najlepsia cesta (najmi pri tlohach s kruznicami). Ked sme uz presedeli nad prikladom mnoho uprsanych vederov
a muza nie a nie kopnif, tak potom moézeme skusit tlohu riesit analyticky. Ukdzeme si dokaz, ktory vychddza len
zo zakladnych poznatkov.

c Na zadiatok si nakreslime (podla moZnosti pekny) obrazok. Aby sme sa

’ v flom ¢o najlep$ie orientovali, je vhodné pomenovat doélezité body. Prie-

K - seénik priamky KV a kruZnice opisanej trojuholniku ABC rézny od K

4> o/ = . ( y ; o . . .

*\ Vv ozna¢ime P. Dalej sa pohrame s (uZ spominanymi) pravymi uhlami a T4-

M p lesovymi kruznicami. VSimnime si, Ze bod K lezi na Télesovej kruznici nad

priemerom AV, preto uhol AKV je pravy. Plati | AKP| = |$AKV| = 90°

a kedZze bod K patri kruznici opisanej trojuholniku ABC, tak tsecka AP

musi byt jej priemerom. Bod B lezi na Téalesovej kruznici nad priemerom

a AP, teda | ABP| = 90°. Inak povedané: tsecka PB je kolma na stranu

AB. Podobne tisecka CV je kolm4 na stranu AB, kedze CV je ¢astou vysky

na stranu AB. Hla, dostali sme rovnobeznost PB || CV. Co keby sa ndm

podarilo dokazat, ze C'V BP je rovnobeznik? Uhlopriecky v rovnobezniku sa

navzéajom rozpoluju. Bod M je prieseénikom uhlopriecok v Stvoruholniku

CV BP. Teda ak CV BP je rovnobeznik, tak M je stredom jeho uhlop-

riecky BC'. To vlastne chceme dokazat. Cize ku $tastiu ndm chyba uz len ukazat, ze PC || V B (potom je uz CV BP
rovnobeznikom). To uz hddam zvladnete.

Iné riesenie:

Ukézeme si eSte iny pristup k rieSeniu tejto Glohy. Chceme dokézat, ze M je stredom strany BC. Ked sa na to
trochu inak pozrieme, tak chceme dokazat rovnost |M B| = |[MC|. To sa d4 tak, Ze si dlzky tjchto tseciek vyjadrime
pomocou vzorcov. V Pytagorovej vete, kosinusovej vete a pod. sa ¢asto vyskytuje vyjadrenie dlzok v druhej mocnine.
Preto moze byt jednoduchsie dokazat, ze |M B|?> = |MC|?. Nemusime sa vSak nutne uchylit k vypoctom, skiisme
este porozmyslat, ¢i by sme nenasli geometrickl interpretaciu tejto rovnosti. Vyraz |M B|? pripomina mocnost
bodu M k nejakej kruznici, pricom M B je dotyc¢nicou k tejto kruznici. Pohladajme vhodnt kruznicu. Bod M je
urdeny priamkou KV, preto skisme opisat kruznicu trojuholniku BKV. Ak by sme dokéazali, ze M B je doty¢nicou
ku tejto kruznici, tak z mocnosti by sme mali [MB|?> = |MV| - |MK|. Use¢ka M B sa dotyka kruznice opisanej
trojuholniku BKV je tvrdenie ekvivalentné s tym, ze |[SV K B| = |4V BM| (obvodovy uhol sa rovna usekovému).
Nasim cielom bude teraz dokdzat rovnost tychto uhlov. Nie je tazké overit, ze |V BM| = 90° — v, kedze VB je
¢astou vysky na stranu AC. Vyjadrime velkost uhla VK B.

|IAVKB| = |JAKV|— |[JAKB| = 90° — |JAKB| = 90° — |JACB| = 90° —

Situéciu, ked bude bod K na druhej strane od bodu A, si premyslite. Dokdzali sme, ze |YVKB| = |[<VBM|,
teda [MB|? = [MV|-|MK]|. Uplne analogicky méZeme opisat kruznicu trojuholniku KV C a dostaneme |MC|? =
= |MV|-|MK]|. Vidime, ze |M B|?> = |MC|?, ¢o sme chceli dok4zat. Podobny postup sa d4 ¢asto vyuzit v tilohéch,
ked méme overit, Ze nejaké dve dlzky st rovnaké.

Uloha &.11: V rovine je dana kruznica k(S,r) a bod A roézny od bodu S. Zostrojte na polpriamke SA bod B
taky, ze |SA| - |SB| = r%. Pri konstrukcii mézete pouzit iba kruzidlo. Popiste vasu konstrukciu pre kazdi polohu
bodu A.

Pozndmka: Pravitko je néstroj, ktory ma jednu nekonecne dlhti hranu a na nej ziadne znacky. Inak povedané,
moZzeme nim zostrojit priamku prechddzajicu dvoma danymi bodmi. Nem4 Ziadnu rysku na rysovanie kolmic.
KruZidlo slizi na rysovanie kruznic s danym stredom a polomerom. Kruzidlo, ako sa zvyc¢ajne pouziva v Skole, slazi
aj na prenasanie vzdialenosti (naberiem vzdialenost do kruzidla, zapichnem ho niekde inde a urobim kruZnicu).
To je pri prisnej definicii kruzidla zakdzané. Akonédhle vytiahnem ihlu kruzidla z miesta, kde som ju zapichol,
kruzidlo sa zatvori. V skutocnosti toto nie je dolezité obmedzenie, pretoze prendsat vzdialenosti vieme pomocou
niekolkokrokovej konstrukcie.

Riesenie: (opravovali Colka a Mazo)

Nagou ulohou je ndjst taky bod, aby platila zadana rovnost. Konstrukcia je vSak stazend o to, Ze modZzeme pouzivat
len kruzidlo. Skiisme na tivod vyskusat, ako by konstrukcia vyzerala s kruZzidlom a pravitkom. Aspoii zistime, kde
vlastne ten bod B lezi. Z podmienok v zadani vyplyva, Ze bod B je jediny bod na polpriamke S A, pre ktory plati
|SB| = r?/|SA|
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C Kde vSade sa moze nas zadany bod A nachadzat? Ak lezi na kruznici k, priamo zo
zadania vyplyva, ze bod B je totozny s bodom A. Neméame ¢o konstruovat. Pozrime
sa na bod A vonku, teda |SA| > r. Zo vztahu zo zadania vyplyva, ze |SB| < r
a preto bod B lez{ vnutri kruznice k. Videli sme uz niekedy vztah podobny vztahu
|SA| - |SB| = r?? Ano, Euklidova veta pre nejaky pravouhly trojuholnik. V nagom
pripade by to bola Euklidova veta o odvesne s dizkou r. Kedze |SA| > r > |SB|,
je preponou nasho trojuholnika tisecka SA a bod B je pitou vysky. Uz vieme, ako
dostaneme treti vrchol nasho trojuholnika: lezi na Télesovej kruznici nad priemerom
SA a tiez na kruznici k, pretoZe jeho vzdialenost od bodu S je r. Ked zostrojime
tento bod, staéi z neho spravit kolmicu na priamku S A a dostaneme hladany bod B ako pétu tejto kolmice. Situdciu
s bodom A leziacim vnutri kruznice si sktste vyriesit sami.

Vréfme sa k pdvodnej tllohe. Mame k dispozicii iba kruzidlo. Za¢iname s kruznicou k, jej stredom S a bodom A.
Konstrukcia z predoslého odseku zlyha hned na zac¢iatku. Aby fungovala, potrebujeme Talesovu kruznicu s prie-
merom SA. A t zostrojit iba kruZidlom nevieme, pretoZe zatial nevieme spravit stred tsecky. TakZe bud budeme
skusat zostrojit iba kruzidlom stred danej tsecky (da sa to), alebo to nechdme tak a skisime nieco iné.

k

M Ked sa pozrieme hlbSie na podstatu Euklidovej vety, zistime, Ze je to vlastne podob-
° nost. (Dokéazte si Euklidovu vetu cez podobnost a uvidite to.) Podobnost funguje aj
vtedy, ked nemame na obrazku nakreslené priamky a pouZivame iba kruZidlo. Preto
nas vztah zo zadania prepiSeme na rovnost pomerov.

|ISB| 7
r o |SA

Néjdeme podobné trojuholniky, v ktorjch st tieto pomery pomermi dizok dvoch
stran. Usecku s dizkou |SA| uz na obrazku méme, k nej do trojuholnika treba treti
vrchol M. Jedna strana tohto trojuholnika ma maf dlzku r, preto zvolime M na
kruZnici k. Teraz je v trojuholniku MSA pomer r/|SA| pomerom dvoch stran zvierajucich uhol s velkostou M SA.
Ten druhy trojuholnik podobny s trojuholnikom MSA méa tiez uhol velkosti MSA, polozme ho teda tak, aby
mali uhol MSA spoloény. Z rovnosti pomerov vyplyva, ze tymto druhym trojuholnikom bude trojuholnik BSM.
(Overte, ze je podobny s trojuholnikom MSA.)

Za bod M potrebujeme zvolit bod, ktory vieme zostrojif. Hned sa pontka priesecnik kruznice £(A, |SA|) s kruz-
nicou k. V tom pripade je trojuholnik M SA rovnoramenny so zékladiiou MS. Preto aj trojuholnik BSM bude
rovnoramenny so zakladilou BS. A preto vieme zostrojit bod B: lezi na kruznici m(M,|MS|) a kruznici s fiou
stimernej podla priamky SA.

Uveden4 tivaha o podobnosti trojuholnikov slizi ako dokaz toho, ze sme naozaj zostrojili bod B, ktory splia vztah
|SA| - |SB| = r?. Symetria podla priamky SA zase zarucuje, Ze takto zostrojeny bod B lezi na polpriamke SA.
Zo vztahu |SB| = r2/|SA| vyplyva, ze hladany bod je jediny.

Vsetko by bolo fajn, keby nasa konstrukcia fungovala pre kazdi mozni polohu bodu A. Potrebujeme vSak, aby
kruznica ¢(A,|SA|) mala dva prieseéniky s kruznicou k. To nenastane pre |SA| < r/2. V takom pripade mame
napriklad tieto moznosti:

1. K danej tisecke vieme najst tisecku s dvojnasobnou dizkou (skiiste, postupujeme ako pri konstrukcii pravidel-
ného Sestuholnika). Zopakovanim tejto konstrukcie vieme k bodu A najst bod A’ na polpriamke SA taky, Ze
|SA’| = n - |SA|. Pre dostato¢ne velké prirodzené ¢islo n uz bude |SA’| > r/2, preto pouzijeme zndmu konstrukciu
a zostrojime bod B’ splhajici vztah |SB'| - |SA’| = r2. Preii plati

2 2
PR e _|SB|.
[SB'| = |SA'|  n-|SAl n

.....

2. Skuisime upravit konstrukciu s kruzidlom a pravitkom tak, aby sme pravitko nepouzili. (Este ste t konstrukciu
nespravili? Tak teraz je ten spravny ¢as.) Toto nie je prave najjednoduchsie, ale d4 sa to realizovat pomocou
niektorych z konstrukeii spominanych v pozndmke na zéver. Vyskasajte si pohrat sa s nimi.

Iné riesenie:

D4 sa uvazovat aj inak. Co vlastne vieme v tivodnej situdcii zostrojit? Dve kruznice. Prva z nich ma stred S
a polomer SA. KedZe je sustrednd s kruznicou k, nedostaneme Ziadne nové body ako prieseéniky uz zostrojenych
kruZnic. Preto tato kruznica je momentalne tplne neuZitoénd. Druhd moZnost je zostrojit kruznicu £ so stredom
A a polomerom AS. Pri konstrukcii s kruzidlom aj pravitkom sme potrebovali Talesovu kruznicu. Mohla by byt
kruznica ¢ touto Talesovou kruznicou? Rozpracovanim tejto idey dospejeme k rovnakej konstrukeii ako v predoslom
rieseni.

Poznamka: Pri rieSeni ste objavili mnoZstvo roznych konstrukeii, ktoré sa daja spravit iba kruzidlom. Tu st niektoré
z nich. Sktste sa pohraf a spravte si niektoré z nasledujtcich kruzidlovych konstrukeii.

1. Obraz bodu C' v osovej simernosti podla priamky AB danej bodmi A, B.

2. Priesecnik danej kruznice s priamkou danou dvoma bodmi.

3. Stred obliuka AB kruznice k; médme dant kruznicu k, jej stred S a body A, B leziace na k.
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4. Prendsanie vzdialenosti kruzidlom. (Zostrojit kruznicu s danym stredom S a polomerom rovnym dlzke tsecky
AB danej bodmi A, B).

5. Prieseénik danej kruznice k(S,r) s priamkou SA danou bodmi S, A.

6. Usecka s dizkou r\/i, ked méme dant tsecku s dizkou 7.

7. Stred danej usecky, stred danej kruznice.

8. Usecka s dlzkou rovnou (1/n)-nasobku dizky danej tisecky.

9. KruZnica opisana trojuholniku s danymi vrcholmi A, B, C.

10. Priese¢nik priamok AB, C'D danych bodmi A, B a C, D.

11. Dotykové body spolo¢nej dotyc¢nice dvoch kruznic.

Komentéar: Citajte si poriadne zadanie. Ak sa tam spomina nejaka polpriamka SA, to neznamena, Ze je dana! Dana
bola len kruznica k, jej stred S a bod A — precitajte si prvi vetu. Polpriamka SA sice existuje a mozeme o nej
hovorit, ale nie je zostrojena. A kruzidlom ju veru celi nezostrojite, nanajvys niekolko bodov.

RieSenia tiloh 12 a 13 zatial nezverejiiujeme, mate moznost ich poslat spolu s trefou sériou.

Uloha é&.14: Dany je stredovo siimerny mnohouholnik M (nemusi byt konvexny). Dokézte, Ze existuje rovnobez-
nik R taky, ze stredy jeho stran lezia na obvode mnohouholnika M a pritom mnohouholnik M je podmnozinou
rovnobeznika R.

Riesenie: (opravoval Mazo)

(Podla Martina Podoldka.) Po nakresleni niekolkych obrazkov si uvedomime, Ze sta¢i uvazovat konvexné mnohou-
holniky M. Rovnobeznik R budeme hladat taky, Ze stredy jeho stréan buda lezat vo vrcholoch mnohouholnika M
(to je tiez jasné z tych obrazkov).

Oznacme S stred saimernosti mnohouholnika M. Predpokladajme, ze
sme pre mnohouholnik M zostrojili rovnobeznik R spliiajici pod-
mienky zo zadania. Nech stredy jeho stran si vo vrcholoch A;, As,
B1, By (obréazok). Ziaden bod mnohouholnika M nelezi mimo pasa ur-
deného priamkami p;, po rovnobeZnymi s priamkou B By. Ked médme
dana tsecku Bj By, tak priamky p;, ps tvoria mnozinu bodov X ta-
kych, Ze trojuholnik B; Bo X mé obsah S (pre pevné kladné redlne ¢islo
S). Body X v spominanom pése ur¢uju trojuholnik B; B X s obsahom
mensim ako S, body X mimo pésa zase urcuju trojuholnik s obsahom

.....

minaného pésu, je A; takym vrcholom mnohouholnika M, Ze obsah
trojuholnika By BsA; je maximélny.

Analogickti ttvahu vieme spravif pre pas uréeny priamkami ¢;, g2. Preto obsah trojuholnika A;AsB> je maxi-
maélny spomedzi obsahov trojuholnikov A1 A>X, kde X je vrchol mnohouholnika M. Z tohto uz vieme, ako néajst
rovnobeznik R pre dany mnohouholnik M.

Nech SA; B; je trojuholnik, ktorého obsah je najvac¢si spomedzi obsahov trojuholnikov SXY', kde X, Y st vrcholy
munohouholnika M (ak mdme viacero moznosti pre volbu A, Bj, vezmeme hociktoré). Nech Ay, By s obrazy
bodov Aj, B; v stredovej simernosti so stredom S. Rovnobeznik R, ktorého stredy stran st body A, By, Aa, Ba,
splha vSetky pozadované podmienky. Vyplyva to z uvedenych tvah.

Vysledkova listina

kategéoria BETA

Por. | Meno Ro¢ skola ke | kg |5 |6|7[8|9(10(11| p | s | >
1. Turekové Katarina 3. GJGT BB 8 2 9199141919 45 | 90
2. Herencsar Albert 2. Gmad GA 4 0 {99997 43 | 88
2. Podolak Martin 4. Gamca BA 7 2 91919191919 45 | 88
4. Bzdusek Tomas 4. GPdC PN 8 2 9191919519 45 | 87
5. Kuncova Alexandra 2. GAlej KE 5 0 |719]91]9]7 41 | 86
6. Szabados Michal 4. SPMNDG BA | 8 5 919181919 44 | 85
7. Dernar Marek 4. GAlej KE 6 0 {9]9[]9(9(8|9]4 45 | 82
8. Alif Maja 3. GCelje 3 0 |819]9]|5 7 38 | 80
9. Jursa Jakub 2. GAlej KE 5 01919919 9 45 | 78
10. Starovska Maria 3. Gamca BA 8 2 9191419 9 40 | 76
10. | Ujhézi Vladislav 3. GPJS RO 7 5 9191811919 44 | 76
12. | Jurikova Katarina 3. GJGT BB 5 0 19/9(8|9|4 39 | 75
12. | Mikul4s Ondrej 4. GBST LC 10| 5 919|977 41 | 75
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Por. | Meno Ro¢ skola ko | kg |5]16]|7|8]9/(10(11 s |y
12. | Spisiak Michal 2. Gamca BA 3 019192 319 32 | 75
12. | Sagat Maridn 3. GSkol PB 5 01919919 6 42 | 75
16. | Balaz Miroslav 3. GLS HE 7 2 91919 119 37|73
16. | Boza Vladimir 3. GDT PP 6 3 91919167 40 | 73
16. | Polacko Martin 2. GAlej KE 5 0 19/19]919 36 | 73
19. | Spesova Nikola 3. GK2 PO 7 2 919|192 6 35 | 72
20. | Kocdk Tomas 3. GPos KE 6 1 91819192 37| 70
21. | Biskupicova Livia 2. GSkol PB 4 0 |8/19]3 5 6 31| 69
21. | Hojc¢ka Michal 2. GKom PE 4 1 9193 1|7 29 | 69
23. Haas Emil 2. Gamca BA 5 019199 27 | 68
23. | Melicher¢ik Martin 3. GPar NR 8 2 9191916 6 39 | 68
23. | Rizman Tomas 2. GVar ZA 4 01]9/9/9]|9]6 42 | 68
23. | Vancakova Judita 4. GPos KE 6 1 98|57 1 30 | 68
27. | Jakubik Jozef 3. GKom PE 6 1 919|549 36 | 67
27. | Kovaléikova Kristina 4. GVar ZA 10 | 2 9198 5 31 | 67
27. | Simanovéa Lucia 3. Gamca BA 6 0 |7]19]9]|5 30 | 67
30. | Kubina Filip 3. GPOH DK 5 0 |7]9]|7]|5 1 29 | 66
31. | Petrucha Michal 2. GMet BA 4 0 |7]9]4 1 9 30 | 65
32. | Hapak Samuel 3. Gamca BA 6 4 413|385 23 | 64
32. | Paulovsky Michal 3. Gamca BA 5 0 |719|8(|1]1 26 | 64
34. | Kuzma Tomas 2. GAlej KE 5 0 |8[8]8]5 29 | 63
35. | Kocisky Tomas 3. Gamca BA 4 1 91918 0 26 | 62
35. | Szabadosova Emilia 3. SPMNDG BA | 6 0 19/4|3|9410 29 | 62
37. Eiben Eduard 2. GPos KE 3 01919 5|5 28 | 61
37. | Holla Barbora 2. SPMNDG BA | 4 0 |719(3|3]|3 25 | 61
37. | Vendel David 2. GPos KE 4 0 |5]19]3|4]3 24 | 61
40. | Liscinsky Miroslav 2. GAlej KE 5 0 19(9]9]5 32 | 60
41. | Fekia¢ Jozef 2. Gamca BA 4 0191919 1 28 | 59
41. | Konecény Lukas 3. GPdC PN 3 019199710 34 | 59
43. | Matejovicova Lenka 3. Gamca BA 8 2 915|518 2 29 | 56
44. | Cevorové Kristina 4. SPMNDG BA | 8 2 919|011 0 19 | 55
45. | Hojc¢kova Martina 4. GJH BA 8 2 9195 310 26 | 54
45. | Hudec Vladimir 2. GVar ZA 4 0 |8/19(3|4 1 25 | 54
47. | Vdovi¢enko Martin 3. GPar NR 7 2 919 6 24 | 52
48. | Magyarova Katarina 4. GBST LC 8 1 91381 2 23 | 51
48. | Melo Matej 2. GsvFA ZA 4 0 |6|5]|2 2 15 | 51
50. | Dlabaja Petr 4. Holesov CR 4 0 1]9|/6|8[|3]3 29 | 50
50. | Zivéédkova Andrea 3. GJGT BB 4 0191913 0 21 | 50
52. | Bendové Lenka 2. GILS TN 2 0 |69]3 2 20 | 49
52. | Csiba Peter 2. SPMNDG BA | 4 0191983 29 | 49
54. | Dvoranova Maria 2. G Surany 4 0191912 2 22 | 48
55. | Godany Martin 4. SPMNDG BA | 7 1 913|810 0 20 | 47
55. | Vrbovskd Maria 3. GJGT BB 5 019 913]|5 0 26 | 47
57. | Cibicek Jozef 4. GJH BA 6 1 0 | 45
57. | Sabova Simona 2. SPMNDG BA | 3 0 [8]9)|2 19 | 45
57. | Zemlicka Martin 4. GLS BJ 4 0 |]6[9]9 1 0 25 | 45
60. | Hodasova Judita 2. Gamca BA 4 0 | 8]1]3 21010 14 | 44
60. | Kobza Vladimir 3. GJGT BB 5 0 |9|5|7|1]1 2 24 | 44
62. | KukliSova Nina 2. GMet BA 5 019 3 12 | 43
63. | Jablonicka Kristina 2. |SPMNDGBA | 4 | 0 [7]4]2 13 | 41
63. | Siagi Miroslav 3. GJGT BB 4 0 91717 0 23 | 41
65. | Bogar Ondrej 4. GLS TN 4 0 |6|9]3 18 | 37
65. | Brida Radoslav 3. Gamca BA 4 0 |6|8]4 18 | 37
67. | Janikova Karolina 4. GVar ZA 6 0 |6[]9]3 18 | 35
68. Hajdin Michal 2. GJH BA 4 0 6|22 10 | 34
69. | Dvoranova Veronika 3. G Surany 6 1 9|2 2 13 | 33
70. | Roh&l Branislav 3. GSkol PB 5 0 0 | 32
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Por. | Meno Roé skola ko | kg |56 7891011 s | >
71. Kotrlova Katarina, 2. GVPT MT 4 0|7 4 2 13 | 30
72. | Lukacisin Martin 3. GJFR LE 3 0 0 |28
72. | Minérik Maridn 3. GPar NR 5 1 911 10 | 28
74. Floridnova Michaela 1. Gamca BA 2 0|8 2 10 | 27
75. | Kotrlova Janka 3. GVPT MT 3 0 14(2]1 0 7 | 26
75. | Sucha Nina 2. GVPT MT 3 019 9 | 26
77. | Biréak Erik 4. SPMNDG BA | 4 0 0 |25
77. | KoSindrova Alena 3. Gamca BA 8 3 0 | 25
77. | Sudolsky Michal 4. GJGT BB 9 6 71815 5 25 | 25
80. | Halaga Jozef 4. GAP SB 4 01917 16 | 16
80. | Nemec Juraj 3. GJGT BB 4 0 0 |16
82. | Alberty Roman 3. GJGT BB 4 0 0|14
82. | Slovik Lukéas 3. GJGT BB 4 0|5 2 0 7|14
84. | Kucbel Maros 3. GJGT BB 4 0 0 |12
84. | Rakovska Elena 4. GBil BA 4 0 0 |12
86. | Szabo Martin 3. GJGT BB 4 0 0 9
87. | Valencikova Romana 2. GJGT BB 3 010 5 5 6
87. | Sramek Martin 3. GTilg BA 4 0 0| 6
89. | Konépkovéa Julia 2. GJGT BB 3 010 0 0| 5
89. | Pazicky Martin 2. GJH BA 2 0|2 0 2|5
91. | Mind4aSova Katarina 2. GJGT BB 3 010 310 3 3
92. | Betka Matej 2. GJGT BB 3 010 0 010
92. | Kapustova Katarina 2. GJGT BB 3 010 0|0 010
92. | Nerer Juraj 3. GJGT BB 4 0 0] 0
92. | Zubnarova Katarina 3. GJGT BB 4 0 0 0

kategoria ALFA, Bratislava
Por. | Meno Ro. skola ko |1]2(3|4|5|6 |7 >
1. Karaskova Natalia 1. Gamca BA 2 9191919193 88
2. Hagara Michal 1. GJH BA 11919191919 86
3. Rudolfova Barbora 1. GMet BA 1 |8|710[5]9]9]|3 83
4. Konec¢ny Jakub 1. Gamca BA 2 9191916913 82
5. Hasik Juraj 1. Gamca BA 2 919191519 81
6. Peit] Toméas 1. SPMNDGBA | 1 [6]9|9]9]7 3 80
7. Magula Mario 1. Gamca BA 1 9187141919 79
8. Belan Tomas 1. SPMNDGBA | 1 [6]9|8[7]7 78
9. Firbas Karol 1. Gamca BA 2 91919 7 76
9. Spisiak Michal 2. Gamca BA 3 817191912 76
11. | Floridnova Michaela 1. Gamca BA 2 7161198 2 75
12. Sabové Simona 2. SPMNDG BA | 3 71918192 72
13. | Zajac Anton 1. Gamca BA 2 918|719 3 71
14. | Formének Michal 2. SPMNDG BA | 3 71971613 68
15. | Buchholcerovid Anna 1. GBil BA 2 913 |7]1719]3 67
16. Kiemenova Lucie 1. GMet BA 1 |8]51]0 919 65
17. | Mieresové Lubomira 0. GJH BA 1 31918 2 62
18. | Vagkovicova Michaela 1. 1SG BA 1 | 7196|556 61
19. | Matulova Daniela 1. GVaz BA 1 |85 |5 |2(|2]1]|3 53
20. | Pazicky Martin 2. GJH BA 2 2 5
kategoria ALFA, zapad

Por. | Meno Ro. skola k,, 2(3|4|5 7 >

1. Konecény Lukas | 3. GPdC PN 3 91919 9 88

2. Bogar Jan 1. GLS TN 1 919|719 3 80

3. Péder Mario 1. GMRS Samorin | 1 91919 75
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Por. | Meno Ro. skola ko 1123456 |7|p]|>
4. Bendova Lenka 2. GLS TN 2 (8|1 |7 |7|6]9]3 58
5. Tomasovi¢ Juraj 1. GPACPN [ 1 | 7|95 |7 0|2 56
6. Repkovéa Lucia 1. GPar NR 1 6 | 4 9 3 52
7. Bosanska Eva 2. GLS TN 2 119]0 1 46
8. Baxova Katarina | 2. GLS TN 2 616 38
9. Simkova Méria 1. GJF Sala 1 25
10. Simora Peter 2. GVBN PD | 2 22
11. | Baxova Jana 1. GLS TN 1 13
12. Babiarova Dana 2. GJab MY 3 0
kategoria ALFA, stred
Por. | Meno Ro. skola ko, [112(3[4|5|6|7|p]|>
1. Bachraty Martin 1. GVO ZA 2 9181919]9]9 90
2. Jago$§ Lubomir 1. GVO ZA 2 91919(9]98 86
3. Tvartzkova Jarmila 1. GSkol PB 1 18519919 85
4. Porembova Alexandra | 1. | BiGSufany | 1 |8 | 5|9 |9 |7 3 80
5. Styrakova Kamila 1. GPOHDK | 1 |8 |5 9|7 5 77
6. Rostdkova Zuzana 1. |GMMHLM | 1 (8199|9624 75
7. Maixner Michal 2. GVar ZA 2 31919(9]9]3 73
8. Laukova Ivana 1. GJL MT 1|38 915]|6 72
9. | Majdis Mojmir 1. | GPOODK | I |65 517 5 67
9. Peresiniova Michaela 1. OA BB 1 [8]9|7161]9 67
11. Ziman Michal 1. GBST LC 1 6|5 15|52 63
12. Kredatus Ivan 1. SPSJM BB 1 613|802 |2]2 54
13. | Kieferova Marika 2. GsvFA ZA 3 313181213 51
14. Kotrlova Janka, 3. GVPT MT 3 8161421 48
15. Lubusky Peter 1. GAK BS 1 42
16. Suchéa Nina 2. GVPT MT 3 7 9 41
17. Selec¢éni Milos 1. GJGT BB 2 3|3 9 26
18. | Fajc¢ikova Patricia 1. GBST LC 1 25
19. | Muathova Denisa 1. GbTR ZA 1 21
19. | Vajdova Zlatica 1. GJGT BB 2 11010 21
21. Oravcova Zosia 2. GJGT BB 3 81913 20
22. | Mind4sova Katarina 2. GJGT BB 3 01010 3 10
23. | Bene Daniel 3. GBST LC 3 9 9
24. | Valencikova Romana 2. GJGT BB 3 01010 8
25. | Kapustova Katarina 2. GJGT BB 3 0]01|0 7
26. | Konoépkova Julia 2. GJGT BB 3 0]01|0 5
26. | Mlynarikova Michaela | 2. GJGT BB 3 0]01|0 1 5
28. | Betka Matej 2. GJGT BB 3 0j]01|0 0
kategéria ALFA, vychod
Por. | Meno Ro. skola ko, |[1]2[3[|4|5|6|7 >
1. Popovi¢ Viktor 1. GJAR PO | 2 9191919913 89
2. Baco Ladislav 1. GPos KE 2 91919191919 86
3. Kicova Kristina 1. GPos KE 1 181919 ]|]9|8]2 81
4. Rigdova Emilia 1. GKuk PP 1 169199793 78
5. Mitro Juraj 1. GJARPO | 1 [|3]9 |7 9 4 7
6. Coculova Zuzana 1. GPos KE 2 919|196 |1]3 75
7. Baranova Jana 1. GAlej KE | 2 9151919 66
8. Huddk Adam 1. [GMRSKE | 1 |[8[6[9]9 65
9. Valkova Monika 1. GAlej KE | 2 9 919 58
10. | Dobransky Marian | 2. GPos KE 3 919171914 51
11. | Leskova Andrea 1. G Lipany 1 (18191997 3 42
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Por. | Meno Ro. skola ko, |[1]2|3 56 p|>
12. | Eiben Eduard 2. GPos KE | 3 919 40
12. Lukacisin Martin 3. GJFRLE | 3 40
14. | Leskova Katarina 1. GLipany | 1 | 6|9 7 31
15. | Zatrochova Zuzana | 1. | GAlej KE | 2 30
16. | Gorcsosova Andrea | 1. | GAlej KE | 2 19
kategéria ALFA, mimo SR
Por. | Meno Ro. skola ko, [1]12(3]4|5 7 >
1. Matas Kopf 1. GMenOP | 1 [8]9]19]|9 |9 85
Vysledkova listina
kategoria GAMA
Por. | Meno Roé. skola 10 | 11 | 12 | 13 | 14 >
1. Balaz Miroslav 3 GLS HE 1 9 7 30
2. Kocak Tomas 3. GPos KE 2 2 18
3. Mikulas Ondrej 4. GBST LC 7 7 22
4. Podolak Martin 4 Gamca BA | 9 9 7 45
5. Ujhazi Vladislav 3 GPJS RO 9 9 28




