Koreépondenény Matematicky Seminér

Vzorové riesenia 3. série zimnej ¢asti 2007/2008

Uloha é&.1: Ondrej dostal na narodeniny tortu v tvare kruhu. Mamicka mu ju rozrezala pétnastimi priamymi
rezmi, z ktorych kazdy prechadzal cez jej stred. Dokazte, ze uhol medzi niektorymi dvoma susednymi rezmi musel
byt nanajvys 12 stupiiov.

RieSenie: (opravovali Ondro M. a MiS4¢)

Mamicka rozrezala tortu p#tnastimi priamymi rezmi, z ktorych kazdy prechédzal cez jej stred. Sklisme zistit nieco
viac o kuskoch, na ktoré sa torta rozpadla. Prvym rezom mamicka rozrezala tortu na dve rovnaké casti. Kazdym
dalsim rezom sa pocet Casti, na ktoré je rozdelend torta, zvysil o dva. Teda torta je rozrezani na 2 + 2 -14 = 30
casti. Kazdé dve protilahlé ¢asti st zhodné, pretoZe su uréené dvojicou susednych rezov (prechadzajucich stredom).
Teraz musime dokézat, Ze pri lubovolnom spdsobe rezania vieme nédjst dva susedné rezy s uhlom nanajvys 12
stuptiov. (Pri uhle susednych rezov rozumieme vzdy ten, v ktorom nie st ziadne iné rezy a teda na rozdiel od uhlu
priamok moze byt aj vicsi ako 90 stupiiov.) Skisme tortu rozrezat rovnomerne. Uhol medzi kazdymi dvoma
susednymi rezmi potom bude 360°/30 = 12°. Tu tvrdenie zo zadania plati, ale je to tak vzdy? Sktsme tlohu
vyriesit sporom. Predpodkladajme, ze by sa ndm podarilo rozrezat tortu tak, Ze medzi kazdymi dvoma susednymi

.....

.....

Preto sme museli nieco zle predpokladat a to mohlo byt len to, Ze kazdé dva susedné rezy zvieraji uhol vicsi
ako 12 stupniov. Takze musi platit opak tohto tvrdenia, ¢ize niektoré dva susedné rezy musia zvieraf uhol najviac
12 stuptiov. A to sme chceli dokazat, ze?

Uloha ¢&. 2: Katka si z dovolenky pri mori priniesla Sest krasnych kamienkov. Kedze sa rada hra, polozila ich na
stol a rozdelila do niekolkych kopok. Potom odobrala po jednom kamienku z kazdej kopky a z nich vytvorila novi
kopku. Ak by takyto krok stale opakovala, kolko kopok a s kolkymi kamienkami by mohla mat na stole po 30
krokoch? Najdite vsetky moznosti a zdovodnite, preco uz ziadne iné neexistuju.

Riesenie: (opravovala Ivka)

Ked sa chvilu budeme hraf so Siestimi kamienkami tak ako Katka, vSimneme si, ze po niekolkjch krokoch budeme
matf na stole tri kdopky a na nich postupne jeden, dva a tri kamienky. (Bez ohladu na to, ako sme kamienky rozdelili.)
Ak spravime dalsi krok, dostaneme znova tri kopky a rovnaké rozloZenie kamienkov. Po chvili nds hranie prestane
bavit, a tak ustdime, Ze po 30 krokoch budeme mat bez ohladu na pévodné rozdelenie kamienkov stale tri kopky
a na nich jeden, dva a tri kamienky. Teraz, ked uz tusime spravnu odpoved, potrebujeme zdovodnit, preco to tak
bude vzdy.

Vsimnime si ako mohla Katka kamienky rozdelif. KedZze méa iba Sest kamienkov, mohla vytvorit najviac 6 kopok.
Rozoberieme teda pripady, ked Katka rozdeli kamienky na jednu, dve, tri, $tyri, pét alebo Sest kopok. Rozdelenie
kamienkov na kopky mozeme zapisat kratSie tak, Ze napiSeme len pocty kamienkov na jednotlivych kopkach.
Napriklad rozdelenie (1,2,3) bude znamenat, ze madme kopky s jednym, dvoma a troma kamienkami. (Dokopy tri
kopky.)

Ak d4 Katka vSetky kamienky iba na jednu kopku, vytvori rozdelenie (6). Ak ich rozdeli na dve kopky, moze
dostat tri rozne rozdelenia — (1,5), (2,4) alebo (3, 3). Pri troch kopkach dostavame znova tri moznosti a to (1,1,4),
(1,2,3) a (2,2,2). Ak ma Katka rozdelit Sest kamienkov na $tyri kopky, tak moze vytvorit rozdelenie (1,1, 1, 3) alebo
(1,1,2,2). Nakoniec, pri vytvoreni piatich kopok dostaneme rozdelenie (1,1,1,1,2) a podobne ak Katka vytvori
Sest kopok, rozdelenie bude (1,1,1,1,1,1). (Rozmyslite si to. Skontrolujte, ¢i sme na ziadnu moznost nezabudli.)
Pozrime sa ako Katka meni kopky svojimi krokmi ak vychadza z nejakého rozdelenia. Katkin krok oznacime Sipkou
—, teda (6) — (1,5) znamend, %e Katka z jednej kopky so Sietimi kamienkami po jednom roku vyrobi dve kopky
s jednym a piatimi kamienkami. Uk4Zeme, Ze sa po niekolkych krokoch dostaneme na rozdelenie (1,2,3) a kedze
plati (1,2,3) — (1,2, 3), tak po tridsiatich krokoch budi kamienky vZzdy rozdelené takto. Spravme prvych niekolko
krokov z kazdého rozdelenia, az kym sa nedostaneme do situécie, v ktorej mame tri kdpky, na ktorych bude jeden,
dva a tri kamienky.

e (6) — (1,5) — (2,4) — (1,2,3)
e (1,5) — (2,4) — (1,2,3)
o (2,4) — (1,2,3)

( 2

)
)

2,2) - (1,1,1,3) — (2,4) — (1,2,3)
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1,1,4) — (3,3) — (2,2,2) — (1,1,1,3) — (2,4) — (1,2,3)
1,2,3)

2,2,2) = (1,1,1,3) — (2, (1,2,3)

e (1,1,1,1,2) — (1,5) — (2,

(
(
(

e (1,1,1,3) — (2,4) — (1,2,
(
(1, (1,2,3)
(

4) —
3)
1,1,2,2) — (1,1,4) — (3,3) — (2,2,2) — (1,1,1,3) — (2,4) — (1,2,3)
4) —
5) —

e (1,L,1,1,1,1) = (6) — (1, (2,4) — (1,2,3)

Vidime, 7Ze Katka sa po najviac Siestich krokoch dostane s kamienkami do rozdelenia (1,2, 3). To znamenad, Ze po 30
krokoch bude v rozdeleni (1,2 3) Ind moznost nie je.

.....

moznosti. Okrem zkonstatovania, ze moznosti rozdelenia kamienkov je 11, treba naplsat aj zdovodnenie, Ze s to
naozaj vSetky moznosti. Ak vdm v zadani prikladu nieco nie je jasné, staci napisat do debaty na naSej stranke,
niekto vam zadanie urcite rad objasni.

Uloha é&. 3: Hanka dostala tazkii domécu tilohu — dokazat, ze suicet 260 4- 730 je delitelny ¢islom 13. Kedze Hanka
je poctivé dievca, tlohu si spravi sama. Skiste to vSak aj vy — viete, len tak pre istotu, aby si to Hanka mohla,
hm. .. skontrolovat, hej, presne tak.

Riesenie: (opravovali Rasto a Zuzk:a))

Podme Hanke trochu pomoct. Mézeme si viimnat, ze 250 a ani 739 nie st az také velké ¢&isla. Hodnoty 230 a 718
nam vyrata aj kalkulacka, potom ich staéi len ru¢ne umocnif na druht. Cislo 260 = 1152921504606846976 dava
po deleni 13 zvysok 1 a &islo 730 = 22539340290692258087863249 dava po deleni 13 zvysok 12, &ize ich sucet je
delitelny 13.

nedal pouzit. Preto si ukdZzeme jeden univerzalnejsi. Ak umocnuJeme ¢islo 2, postupne dostavame ¢isla 2, 4, 8, 16,
32, ... Teraz si mozete v§imnut, ze ked chceme skimat delitelnost trindstimi, nemusime uz dalej zdvojnasobovat
16, ale staci zvySok ¢éisla 16 po deleni 13, ¢ize 3. To preto, lebo 16 = 13 4+ 3 a ked budeme 16 dalej nasobif, tak
2-16 =2-134 2 -3 a nasobky ¢isla 13 ndm uz do celkového vysledku ni¢im neprispeja, lebo vzdy daja zvysok 0.
Postupnym nasobenim éisla 2 dostdvame postupnost zvyskov 2, 4, 8, 3, 6, 12, 11, 9, 5, 10, 7, 1, 2, 4,

8, ... Vidime, Ze po dvandstich krokoch sme opit dostali zvySok 2 a ¢leny sa zacali opakovat. To je ofakavatelné,
lebo je len 13 roznych zvyskov po deleni 13, a tak sa celkom skoro musi staf, Ze sa nejaky zopakuje. Kedze sa
kazdy nasledujici ¢len postupnosti ziskava len z predchadzajtuceho ¢lena, tak aj dalSie ¢isla v postupnosti sa buda
opakovat v rovnakom poradi ako predtym. Teda pre umocnovanie zvySkov ¢isla 2 po deleni 13 méme periédu
dlzky 12. Z toho vyplyva, Ze ¢islo 260 dava po deleni 13 rovnaky zvysok ako éislo 2607412 = 212 Pritom z nasej
postupnosti vidno, ze 2!? dava zvysok 1. Podobne vieme vypodéitat zvysok po deleni 13 aj pre umocnenti sedmicku.
Zistime, Ze periéda opakovania zvyskov je tiez 12, a teda 730 dava rovnaky zvySok ako 7307212 = 76 Pritom 7°
(ako vidno z postupnosti, ktort si sami pre kontrolu vytvorite) déva zvySok 12. Dokopy sme teda dostali zvySok
14+12=13, z ¢oho vyplyva, Ze ¢islo 260 + 730 je delitelné 13.

Niektori z vas nasli aj jeden trikovy sposob. Pre neparne n a Iubovolné &isla a, b plati vztah

a + b = (a—i—b)(a”*l o a"72b+ RS (_l)nflbnfl)’
pricom znamienka na pravej strane sa striedaji. Overte si to jednoduchjym roznisobenim zatvoriek. Nech a = 2%

a b= 7% Potom dostavame 260 4 730 = (24)15 4 (72)15 = (2% + 72)((24)1* — --.) a kedze 2* + 72 = 65 je delitelné
13, tak aj cely vyraz je delitelny 13.

Uloha é&. 4: Najdite vsetky dvojice realnych ¢isel a1, 9, ktoré spliajii obe nasledujiice rovnice a jednu nerovnicu.

4 3

To—2x] = 5,

1 11
r2—-1 x3+1 a3’

vV 17$2 — 5.271 > 1.

RieSenie: (opravovali Mito a Hanka)
Prvé dve rovnice az na tie mocniny vyzeraju v podstate celkom neskodne, tak sa pustime do druhej z nich,
postupnymi tpravami dostavame
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1 1 1
@3-1 a3+1 ol
@B+y -1 - GEUED
278 = w31,
3 = 228 +1.

(V prvom kroku sme rovnicu nésobili st¢inom (z3 — 1)(x3 + 1), v druhom sme nésobili 23 a preusporiadali ¢leny.)

V&imnime si, Ze teraz v oboch rovniciach médme x; a zo v rovnakjch mocninach. Ked nahradime 23 = a a 25 = b,

tak z prvej a druhej rovnice dostaneme ststavu rovnic

b = 2a+1
b—a = 5.
Od¢itanim prvej rovnice od druhej dostaneme —a = —2a + 4 a teda a = 4. Z druhej rovnice potom vyplyva,
zeb=a+5=29. Vredix; a ry to znamena
4
=13 — 4 b—x% = 9

3 Ty = +3
A - \/13 Ty = j:\/g

Z prvych dvoch rovnic teda mame dve riesenia (V/4,v/3) a (v/4, —v/3). Ostava ndm overif, & vyhovuji aj nerovnici

V17x9 — bxy > 1.

Hned si moZzeme vSimnut, ze ak za o dosadime zapornit odmocninu, bude vyraz pod odmocninou mensi ako nula.
Preto tdto moznost nevyhovuje a ostdva nam zaoberat sa tou druhou.

KedZe obe ¢isla x1 aj x2 st iraciondlne, nepodari sa nam vypocitat presni hodnotu vyrazu pod odmocninou. Treba
ho len nejako odhadnif. Ako to vieme urobit? Jednou z moznosti je vSimnuf si, ze V3> V4. (Dokazte umocnenim.)
Preto 5xo — 51 > 0. Tiez zrejme plati, ze 12z5 > 1 a preto 17x9 — 5x1 = bxgs — 5z + 12292 > 0+ 1 = 1. Spojenim
tychto nerovnosti dostdvame 17z5 — 5x7 > 1, ¢o je takmer ekvivalentné s nerovnostou, ktorej platnost sme mali
overit.

Komentér: Najprv si sktiste v8imnut, Ze substitiiciu (nahradenie) a, resp. b, za 3, resp. 23, sme mohli spravif
eSte skor, ako sme sa pustili do rieSenia. Napovedou pre takyto postup mohlo byt to, Ze obe nezndme sa v oboch
rovniciach vyskytuji iba v tretej, resp. druhej mocnine. Sme ale naozaj velmi radi, Ze takéto nahradenie pouzili aj
mnohi z Vés. Teraz pridame pér slov o tom, preco sme nerovnicu neoverovali pomocou kalkulacky. Asi viete, Ze v/3
je iracionalne ¢islo, ¢o znamen4, Ze sa nedd zapisat v tvare zlomku a zarovei je jeho desatinny rozvoj nekone¢ny (bez
periédy). Preto ked tito odmocninu vypoéitame na kalkulacke a v§imneme si iba niekolko (hocikolko kone¢ne vela)
cifier, dopustime sa chyby. To znamend, Ze ¢islo, ktoré takto ziskame, sa nebude rovnat povodnému, alebo, inak
povedané, rovnost v/3 = 1, 73205 ani ziadna podobna neplati. Preto ani hociaky vysledok, ktory pouzitim takychto
rovnosti odvodime, nemusi platit. Co je este horsie, situidciu nezachranime ani tym, ak odmocniny zaokrtihlime. Za
domaécu tlohu najdite dve ¢isla ¢ a d také, ze 3¢ > 2d, ale ked ¢ a d zaokrihlime, nerovnost nebude platit.

Uloha é&. 5: Kika si narysovala konvexny $tvoruholnik ABCD. Potom spojila stredy jeho protilahlych stran a do-
stala tak Styri mensie Stvoruholniky, z ktorych sa jej podarilo poskladat rovnobeznik. Je to ndhoda? D4 sa to vzdy?
Preco?

Riesenie: (opravovali Kaja a Tina)

Urobme to, ¢o Kika. Nakreslime si Stvoruholnik (Obrdzok 1) a vystrihnime. Skiisme poskladat rovnobeZnik. Roz-

strihané Gasti poukladdme k sebe ¢astami, ktoré tvorili strany péovodného Stvoruholnika. Vysledok je na obrazku
(Obrdzok 2).

Obrdzok 1 Obrdazok 2



KMS 2007/2008 3. séria zimnej Casti 4

Tento utvar vyzerd skoro ako rovnobeznik, aZz na par detailov (st nimi napriklad zakrazkované miesta @@ a P
v druhom obrazku v poradi zlava). Otézne je, ¢i sme tieto nepresnosti sposobili neporiadnym strihanim a skladanim,
alebo tento utvar v skutoc¢nosti rovnobeznikom nie je. Pozrime sa na tieto miesta poriadne.

Miesto P: Ukézeme, Ze strany Gtvaru sa ,rovné“ tsecky (nie si ,zalomené“). Potom nédm ostand na obvode Gtvaru
iba $tyri uhly (vidite ich?) a bude jasné, Ze poskladany ttvar je Stvoruholnik (mé Styri strany a Styri uhly).
Na odovodnenie, preco st strany ,rovné“, nam poslizia susedné uhly (pripomenme, Ze ich stacet je 180°). Dvojice
susednych uhlov pri stredoch stran povodného Stvoruholnika ostanti vedla seba aj v novom ttvare. Dokézali sme,
ze poskladany utvar je stvoruholnik.

Miesto @Q: Nastrihané Stvoruholnicky sme k sebe poprikladali rovnako dlhymi stranami. Tu vidime (miesto @),
ze ak chceme Stvoruholnik ako sa patri, musia sa Stvoruholnicky na tomto mieste stretnif v jednom bode a slusne
sa spravat (vyplnit celt plochu $tvoruholnika bez vzajomného prekryvania). Na to aby sme ukazali, Ze ndm strany
malych Stvoruholnikov k sebe zapadnt, musime ukézat, Ze stidet uhlov okolo tohto bodu je 360°. Ked sa pozrieme,
kde st uhly, ktoré sa tu stretdvaji, umiestnené v pévodnom Stvoruholniku, vidime, Ze st to jeho vnatorné uhly.
Preto je ich sucet naozaj 360°. (Zamyslite sa, ako sme vyuzili, Ze priliehajtice strany Stvoruholni¢kov st rovnako
dlhé a preco to tak je.)

Teraz mame poskladany Stvoruholnik a v jeho vnutri st styri malé do seba zapadajiuce stvoruholnicky. Potrebujeme
ukézaf len to, Ze je skutoéne rovnobeznikom. Na to ndm stacéi ukézat, Ze protilahlé uhly poskladaného $tvoruholnika
st rovnako velké. Opit sa pozrime do povodného $tvoruholnika a najdime si tieto uhly (urobte to). Vidime ich
okolo prieseénika spojnic stredov stran. Naozaj st dva a dva z nich rovnako velké (vrcholové uhly). Ked sa teraz
pozrieme na poskladany Stvoruholnik, vidime, Ze oproti sebe st prave rovnako velké uhly.

Nebola to ndhoda, ze Kike sa podarilo poskladat rovnobeznik, d4 sa to vzdy.

Pozndmka: To, ze $tvoruholnik je rovnobeznik, sa dalo ukdzat viacerymi sposobmi. Niektori ste to ukazovali vyuzi-
tim poznatku, Ze spojnice stredov stran sa rozpoluju. Tato vec nie je vSeobecne znama a stoji za vysvetlenie.

Uloha é&. 6: Dvaja hraci hraji takito hru: na tabulu pisu ¢isla od 1 do 1000 vratane, pricom ak je nejaké é&islo ¢
uZ napisané na tabuli, dal$i hra¢ na tahu méze pripisat bud ¢islo ¢ + 1, alebo ¢islo 2¢. Cisla sa z tabule nezotieraji
a kazdé moze byt napisané najviac raz. Prvy hrac¢ zacina, pricom na tabuli je napisané iba ¢islo 1. Vyhra ten, kto
prvy napise ¢islo 1000. Pre ktorého z hrécov existuje vitazna stratégia? Popiste ju. (Vitazn4 stratégia je ndvod ako
hrat a vyhrat, nech sa stper snazi ako chce.)

RieSenie: (opravovali Katka a Mito)

Na zaciatok treba povedat, Za tloha nebola tazkd. Zadanie vSak skryvalo par zaludnosti, bolo ho treba spravne
pochopit. Najskér si vysvetlime, na ¢o si bolo treba dat pozor. Systém hry spoéiva v tom, zZe mdZeme napisat ¢islo
tvaru ¢ + 1 alebo 2c¢ ku hociktorému ¢islu na tabuli, nie len k poslednému napisanému. Ti z vés, ktori robili dalsi
tah v zdvislosti od posledného napisaného ¢isla, riesili int tlohu. Zadanie dalej hovorilo, Ze ¢éislo 1 je uz na tabuli
napisané, nie to, Ze ho napiSe prvy hra¢. Snad je teraz vSetko jasné, podme konecne k rieSeniu tlohy :).

Na hru sa pozrime od konca. Aby sa dalo napisat ¢islo 1000 a vyhrat, musi byt na tabuli napisané jedno z &isel 500
alebo 999. Tieto dve ¢isla st preto prehravajtce a hraé, ktory chce vyhrat, sa im musi snazit vyhnat, alebo musi
printtif protihréca, aby ich napisal. Kedze prehravajice ¢isla st len dve, moze hra¢ napisat na tabulu hociktoré
iné ¢islo bez toho, aby prehral. Kolko je takychto ¢isel? D4 sa kazdé z nich napisat?

Ak je na tabuli ¢islo 1, vieme pomocou operacie ¢ + 1 napisat vSetky ¢isla az po 1000. To by bolo fajn, keby sme
takto nenapisali aj ¢islo 500, ktoré napisat nechceme. Nevadi, zistili sme aspon, Ze ¢isla od 1 po 499 urcite napisat
vieme. Cislo 500 potrebujeme preskoc¢it a na to potrebujeme pouzif operaciu 2¢c. Tou ale vieme ziskavat iba parne
¢isla, ¢ize urcite takto neziskame ¢islo mensie ako 502. Pritom toto ¢islo ziskat vieme ako 2 - 251. Ak uz je 502
na tabuli, vieme, podobne ako v pripade ¢isel mensich ako 500, pomocou ¢ + 1 napisaf vSetky ¢isla az po 998.
Dostévame teda, Ze jediné ¢islo okrem 1 a 1000, ktoré nie je prehravajice a nevieme ho napisat, je 501.

Spolu to je 1000 — 5 = 995 ¢isel, ktoré mozno dopisat, a to je 995 moznych neprehrévajacich tahov. (Vsimnime si,
Ze ich pocet vobec nezavisi od toho, kto kedy aké ¢islo napisal.) Teraz si uz staci uvedomit, ze vdaka koneénému
poétu neprehravajicich tahov sa hra skonéi vzdy, ked sa tieto tahy mint, teda najneskor 996. tahom. Dalej vieme,
ze zacinajuci hra¢ robi neparne fahy a druhy hra¢ v poradi parne fahy. KedZze neprehravajicich tahov je 995,
posledny z nich urobi ten hra¢, ktory zaéinal. Druhy hra¢ nebude mat na vyber a preto napise bud 500 alebo 999,
¢im umoZni prvému hracovi vyhrat. Preto pre prvého hracda existuje vitazné stratégia a t4 znie: nenapisat 500 ani
999 a ked stiper napiSe jedno z tychto ¢isel, napisat 1000. Tym je tloha vyriesend.

Uloha &. 7: Majme nekoneént aritmeticki postupnost, ktora obsahuje iba prirodzené ¢isla. Dokazte, Ze ak obsahuje
nejakii druhtt mocninu prirodzeného ¢isla, potom obsahuje nekonec¢ne vela druhych mocnin prirodzenych éisel.
Pozndmka: Ak si prvy ¢len aritmetickej postupnosti oznaéime ag, tak pre vSetky prirodzené ¢isla n vieme dalSie
¢leny vyjadrit ako a,, = a,_1 + d. To znamen4, %e kazdy ¢len je o d vicsi neZ predchadzajici. Skuste si este
premysliet, Ze plati aj a, = ag + nd.

RieSenie: (opravovali Ajka a Bebe)

Pouzime oznacenie zo zadania. Pozrime sa teraz blizsie na d. Ak by bolo d zdporné, tak od nejakého ¢lena buda
vSetky prvky nasej postupnosti zaporné. Je to tak preto, lebo ag je prirodzené ¢islo a jeho zmensovanim by sme sa
uréite dostali ,medzi“ zapornych ¢isel. Teda d je nezdporné. Ak d je nula, tak tlohu hravo vyriesime. Oznac¢me si
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Stvorec! v nasej postupnosti ako x2. Dalsim ¢lenom po 22 je 22 + d = 22 + 0 = 22, opif §tvorec, no a nekone¢na

postupnost &isel 22 obsahuje nekoneéne vela Stvorcov.

Koniec? Len zdanlivo. Ostava vyrieSit najtazsiu cast, moznost d kladné. V tom pripade st vSetky cleny nasej
postupnosti rozne prirodzené ¢isla. Ako teda dalej? Najprv sa zamyslime nad tym, ako mozu tieto Stvorce vyzerat.
Predstavme si, Ze by boli vietky hladané stvorce mensie ako z2. Preto by muselo existovat nekoneéne vela Stvorcov
mensich ako x2. Ale 22 je konkrétne prirodzené &islo, takZe medzi nim a nulou je presne (z? — 1) &isel, ¢o je len
konecény pocet. (Okrem toho, vSetky ¢leny nasej postupnosti st navzajom rozne, preto aj tieto Stvorce musia byt
rozne.) Teda vetky $tvorce nemodzu byt mensie ako 2. Niekolko ich preto musi byt aj vicsich ako z2. Ale kolko?
Ak by bol vacsi len koneény pocet z nich, tak ndm stale ostane nekone¢ne vela mensich, ¢o nie je mozné. Preto
musi byt nekoneéne vela zo §tvorcov vicsich ako z2. Ak ukaZeme, Ze existuji, tak splnime nasu tlohu. Najlahsie
zrejme bude priamo ich ndjst.

postupnosti. Skiisme najst aspoii jeden z nich. Tento musi byt od z? vi&si o nejaky ndsobok d. (Lebo je taktiez
¢lenom aritmetickej postupnosti.) TakZe chceme, aby x2+dk (A) bolo pre nejaké prirodzené é&islo k Stvorcom. Ktoré
zname $tvorce maju takyto tvar? Podme si nejaké vyskusat. Prvy, ktory ndm asi napadne, je (x4 1)2. Ten je rovny
22 + 2z + 1. No o tomto tvare sa fazko hovori, ¢ je rovnaky ako tvar (A). Chyba ndm v tiom d. Musime skisit iny.
Taky, v ktorom bude vystupovat aj d. Takym je napriklad (x +d)%. Plati (z +d)? = 2? +22d +d? = 2? + d(2z +d).
Kedze v (A) je k Tubovolné prirodzené ¢islo, tak vyhovuje aj k = 2z + d. (Overte, Ze je naozaj prirodzené.)

Je teraz uz koniec? Este stale nie. My sme mali dokdzat, Ze nasa postupnost obsahuje nekonecne vela Stvorcov.
Zatial sme vSak dokézali, Ze ak mame jeden, tak v nej bude aj druhy. Co s tym? Pontikajt sa dva mozné spdsoby
nekonecne vela Stvorcov. Ukazeme si ale elegantnejsie zdovodnenie tohoto zdveru.

Nagou vyhodou v tomto momente je, Ze ak mame nejaky Stvorec, tak vieme tspeSne najst v naSej postupnosti
od neho vicsi. A to by sme mohli vyuzit. Predpokladajme, Ze je Stvorcov len koneény podet. V takomto pripade
si ich vieme vypisat a vybraf najviési spomedzi nich. Tento si ozna¢me y2. No ako sme si pred chvilou ukazali,
ku kazdému $tvorcu vieme néjst vicsi Stvorec patriaci do postupnosti. Pre y? to je (y+d)?. To znamen4, Ze y? nebol
najvicsi Stvorec, a ze sme niekde v naSej avahe spravili chybu. A to sme mohli jedine v predpoklade, Ze Stvorcov
je koneény pocet. Teda naich $tvorcov je nekoneéne vela. Tym je tloha vyrieSend. Koniec :).

Komentar:

Uloha nebola fazka, aviak napriek tomu sa velka ¢ast z Vas dopustila zavaznej logickej chyby. Predpokladali ste,
7e v nasej postupnosti existuje aj ind druhd mocnina okrem zadanej a z toho ste odvodili, ako mé vyzerat. Toto vSak
nemoZete robit. Je to preto, lebo z chybnjch predpokladov mozete odvodif pravdivé, ako aj nepravdivé tvrdenie
(z predpokladu 1 4 1 = 4 odvodite napriklad aj 0 =2). Tento dokaz nefunguje, no existuje sposob, ako sa z tejto
situdcie dostat. Staci overit, ze takyto Stvorec sa naozaj v naSej postupnosti vyskytuje. V budicnosti si na to
davajte pozor.

Uloha é&.8: Nech ABCD je rovnobeznik a E je bod na jeho strane AD. Na tsecke CE lezi bod F tak, ze tisecka
BF je kolméa na tsecku CE. Bod G je osovo stiimerny s bodom F podla priamky AB. Zistite velkost pomeru
|AE|/|DE|, ak viete, Zze A je stred kruznice opisanej trojuholniku BFG.

Riesenie: (opravovali Kubman a Skrecok)

Na tvod vés chceme vSetkych pochvalit, Ze ste objavili mnoho pekngch (aj menej peknych :)) rieSeni. UkdZeme si
najkrajsie z nich.

D C

KedZe A je stred kruznice opisanej trojuholniku BF G, tise¢ka AB
je jej polomer. Predlzme si teraz tisecku AB a zostrojme bod B’
E stredovo simerny s bodom B podla stredu A. Plati teda, Ze body
A, B, B’ lezia na jednej priamke a navyse |AB| = |B’A|.

Vdaka Tdlesovej vete vieme, Ze Iubovolny trojuholnik zostrojeny
nad priemerom kruznice je pravouhly a naopak. Zo spdsobu kon-
B’ A B strukcie bodu B’ potom vyplyva, Ze tisecka BB’ je priemer nasej

kruZnice opisanej trojuholniku BFG.

A uZ nédm vela netreba. Uhly B’AE a B’ BC st zhodné, pretoZe ich zvieraji rovnobezky AD||BC' s tou istou priam-
kou B’B. Trojuholniky B’AF a B’ BC' st preto podobné podla vety wu, maji naviac spoloény |[<AB'E| = |<CB’B|.
Koeficient ich podobnosti je napriklad pomer

IB'Al  |AB| 1

|B'B| ~ |B'B| 2

To ale znamena, Ze aj ostatné prislusné strany st v tomto pomere, konkrétne

|AE| 1

|BC| 2

Lslovo ”stvorec” sa, okrem iného, pouziva aj na oznacéenie ”druhej mocniny”, napr. §tvorec a je to isté ako druha mocnina a
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V rovnobezniku ABCD plati |AD| = |BC|, preto je aj pomer |[AE| k |AD| rovny 1/2. Teraz uz lahko uréime
hladany pomer

|[AE| _ |AD])2 1
|DE|  |AD|—|AD|/2 1

Hotovo.

Komentar: Viaceri sa pustili do rozoberania moznych poléh bodu F'. Je to samozrejme chvéalitebné a v geometrickych
ulohach zvicsa potrebné, tato tloha vsak bola vynimkou. V zadani sa totiz piSe, Ze body FE, F' lezia na useckdch AD,
resp. C'E. Premyslite si, preco vtedy naozaj nemoze nastat ind situdcia nez té, ktord sme uvazovali vo vzorovom
rieSeni.

Uloha é&.9: Dokazte, ze ¢isla 1,2,...,16 vieme rozmiestnit na Sachovnicu 4 x 4 tak, Ze kazdé pouZijeme prave
raz a rozdiel ¢isel na Iubovolnych dvoch polickach susediacich stranou bude najviac 4. Dokézte, Ze ich nevieme
rozmiestnit tak, aby sme opéit kazdé pouzili prave raz ale rozdiel ¢isel na lubovolnych dvoch susednych polickach
bol vzdy najviac 3.

RieSenie: (opravoval MiS4c)

Na dokaz prvej ¢asti staci najst také rozmiestnenie &isel, pri ktorom je rozdiel Iubovolnych dvoch susednjch ¢isel?
najviac Styri. Po chvili bddania lahko nejaké néjdete, napriklad tieto:

112 1] 3|4 11247
5|16 | 718 3|5 |8 |11
9 [10 | 11| 12 6 |9 |12 | 14
13|14 | 15| 16 10 | 13 | 15 | 16

Po chvili vpisovania ¢isel do Sachovnice nadobudneme presveddéenie, Ze rozmiestnif ¢éisla tak, ako popisuje druhd
dast zadania, sa naozaj neda. Ako ale dokazaf, Ze to nejde? Pri vpisovani ¢isel si mdzeme vSimnut, Ze najvyhod-
nejSie je umiestnit ¢isla 1 a 16 ¢o najdalej od seba. Pozrime sa na to, v akej vzdjomnej polohe mézu byt tieto
¢isla na Sachovnici. Nech je vzdialenost dvoch poli¢ok na Sachovnici minimalny podet policok, ktoré treba prejst
od jedného policka k druhému. Napriklad vzdialenost susednych polic¢ok je jeden a vzdialenost poli¢ok susediacich
rohom je dva. Umiestnime niekde ¢isla 1 a 16 a zoberme si Tubovolnii postupnost susediacich poli¢ok ktord ich
spaja. Na tychto polickach musia byt &isla tak, aby rozdiel nasledujicich bol najviac 3, teda napriklad 1, 4, 7,
10, 13 a 16. V tejto postupnosti sme vyuzili najvicsie mozné rozdiely medzi susednymi polickami, preto na kazdej
postupnosti susediacich poli¢ok vedicej z 1 do 16 potrebujeme aspon Styri dalsie policka. (Okrem 1 a 16.) To
znamend, ze vzdialenost ¢isel 1 a 16 musi byt aspon pét. Z toho dostdvame, Ze ¢isla 1 a 16 mozu byt na Sachovnici
rozmiestnené len dvoma sposobmi. Bud st obe ¢isla v protilahljch rohoch (ich vzdialenost je Sest), alebo je jedno
z ¢isel v rohu a druhé na policku susediacom s protifahlym rohom (ich vzdialenost je pit). Skuste si zdovodnit,
7e iné rozmiestnenia tychto dvoch éisel neexistuji, ak méa byt ich vzdialenost asponi piit. Rozoberme uvedené dva
pripady. Nech st ¢isla 1 a 16 v protilahlych rohoch.

1 o

o 16

Vzdialenost ¢isel na vyznadenej uhlopriecke od ¢isla 1 je tri, teda na uhlopriecke moézu byt éisla najviac o 3-3 =9
najviac o 9 mensie ako ¢islo 16. To znamend, Zze na uhlopriecke mozu byt jedine ¢isla 7, 8, 9 a 10. KedZe na tejto
uhlopriecke maja byt Styri ¢isla, tak to musia byt prave ¢isla 7, 8, 9 a 10. (Nie nutne v tomto poradi.) Vsetky ¢isla
1. KedZe ¢islo 7 uz je na uhlopriecke, tak ¢isla vo vzdialenosti dva od ¢isla 1 st najviac 6. AvSak nejaké z tychto
¢isel urcite susedi s ¢islom 10 na uhlopriecke, ¢o tvori rozdiel aspon $tyri. Zistili sme, Ze ¢isla 1 a 16 nemdzu byt
v protilahlych rohoch.

Nech st ¢isla 1 a 16 umiestnené tak, Ze jedno z nich je v rohu a druhé na policku susediacom s protilahlym rohom.
Uvidime, Ze nezalezi ktoré z éisel 1 a 16 je umiestnené v rohu. Vzdialenost ¢isel 1 a 16 je pit, preto obe postupnosti
poli¢ok znézornené na obrazku musia byt prave tvaru 1, 4, 7, 10, 13, 16.

O|O|O|F

2ako susedné budeme oznacovat policka susediace stranou
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Cisla 4, 7, 10 a 13 sa nemozu nachadzat sticasne na dvoch miestach, a teda ¢isla 1 a 16 na Sachovnicu nevieme
vhodne umiestnit. Preto Sachovnicu nevieme vhodne vyplnit ¢islami, ¢o sme chceli dokézat.

Uloha ¢&.10: Dan4 je priamka p a body A, B nepatriace priamke, ktoré lezia v jednej polrovine vzhladom na
priamku p. Ndjdite na tejto priamke vsetky body M s nasledujiicou vlastnostou: uhol, ktory zviera priamka p

.....

RieSenie: (opravovali Janka a Miki)

Pred samotnym rieSenim treba spomentf, Ze uhol medzi tiseckou a priamkou sa meria presne ako medzi priamkou
(na ktorej lezi t4 tise¢ka) a priamkou — a to je vzdy ten mensi z nich.

Ked si nakreslime zopér (desiatok) obrazkov, zistime, Ze mame vela moznosti, ako moézu byt body A a B uspo-
riadané. A kto si ich nenakreslil dost vela, ten o tom ani nevie. Totiz pre rézne takéto usporiadania vyjde zrejme
aj iny pocet rieSeni, preto si ich skiisime vhodne kategorizovat. Vyborné rozdelenie je takéto: vzniknuté uhly bud
maju prekryv, alebo nemaji. Uvazujeme prekryv okrem spoloéného bodu M — ten vzdy musia mat.

Tie, ¢o nemaju prekryv, maja spolo¢ni vlastnost, Zze bod M sa nachddza medzi kolmymi priemetmi bodov A a B
na priamku p. (Tieto priemety si nazvime Ay a By.) Druha kategéria rieSeni mé bod M na priamke p bud vpravo,
alebo nalavo od bodov Ag a By.

Pozrime sa najprv na prviu kategériu rieSeni a nakreslime si nejaky obrazok, pre ktory sa da najst nejaky bod M
vyhovujtci zadaniu. Co tam vidime? Ked si ho nakreslime spréavne (aj s bodom A’ osovo stimernym s bodom A)
tak vidime, Ze priamka BM je osou uhla zovretého medzi tise¢kou A’ M a priamkou p. To znamend, Ze kolmicou
z bodu A’ na tato os uhla dostaneme na priamke p bod C, ktory je velmi dolezity. Trojuholnik A'C'M je totiz
rovnoramenny, ba naviac aj trojuholnik A’C'B je rovnoramenny — oba st zostrojené nad zakladiou A’C. Toto je
fakt, ktory ndm umozni zostrojit M — ndjdem A’, ndjdem C, ndjdem stred A’C' a tento stred spojim s B. Tato
spojnica pretne priamku p v bode M. A teraz sa pozrime na haciky: jeden je v ndjdeni bodu C'. Tie totiz mozu byt
dva, pretoze C hladdm ako priese¢nik kruZznice z bodu B s polomerom BA’. Zvysok postupu je tplne jednoznacény,
teoreticky nam teda vyjda dva body M. Finta je v tom, Ze ked pouzijeme sedliacky rozum, tak zistime, Ze nam
moze vyjst maximalne jeden bod M v tejto kategdrii. (T.j. medzi bodmi Ag,By.) Ak méme totiz nejaky bod M
vyhovujici podmienkam zadania a pohneme s nim na priamke smerom ku Ag, tak uhol s AM stapa a uhol s BM
klesa a teda nemoze znova nastat situdcia, ze uhol p s AM bude dvojnasobok toho druhého. Druhy hacik je v tom,
Ze sme zacali obrazkom, kde M existoval a teda na$li sme len nutni podmienku pre existenciu M. Takyto bod
medzi Ay a By vobec nemusi existovat a to z dovodu, ze bod C' ndm vobec nemusi vzniknut, alebo M nevyjde
na priamke p medzi Ag a By. V tychto pripadoch mézeme konstatovat, Ze je konsStelacia p, A, B nepriazniva
a rieSenie neexistuje.

Teraz druhé kategdria rieSeni. Zase zaCneme obrazkom, kde taky bod M existuje a pozorujeme. Nemusime ani
chodif na opac¢na polrovinu, ktora obsahuje body A, B, aby sme si v8imli, ze BM je osou uhla medzi p a AM.
(Je tu istd analdgia s predchadzajicou kategériou.) Kolmica z bodu A na tto os uhla pretne priamku v bode,
ktory oznac¢ime zase C'. Trojuholnik AC'M je rovnoramenny a taktiez je rovnoramenny aj trojuholnik AC'B. Bod
C' vieme teda zase zostrojit, ako priese¢nik kruznice z B s priemerom AB a priamky p. (Diskusia chvilu pocka.)
Potom najdeme stred tisecky AC a ten spojime s B. Tato priamka pretne p v bode M a keby nas nec¢akala diskusia,
tak sa tesime ako blchy. Takto musime eSte porozmyslat. Zase sme zacali najprv obrazkom, kde bod M existoval
a potom sme zddvodnili, ako sa d4 najst. Nasli sme teda nutnt podmienku jeho existencie a teda tento postup ndm
nemusi vzdy uréit bod, ktory vyhovuje. Tymto postupom vSak vyjdi maximélne 2 body, ktoré kandiduji na M
— podla poctu priese¢nikov kruznice s priamkou. A ak aj vyjda 2 priesecniky, tak nejaky M moze stéle spadnit
medzi Ay a By, ¢im uz nespadé do tejto kategdrie a preto ho nemodzme prijat do kosika s rieseniami tejto tlohy.
V tejto kategdrii v8ak dve rieSenia vyjst mozu — vhodny obrazok iste za chvilu ndjdete ;).

Uloha é&.11: Néjdite vsetky funkcie f : R — R také, Ze pre Iubovolné reélne éisla x, y plati
F@®) + f(y®) = () +yf(y°).

RieSenie: (opravovali Ondrac¢ a Kuna)

Sme velmi radi, Ze ste sa opét rozhodli letiet so vzordkom tlohy éislo 11. Tento nduény let bude ponad svet funkcii
a funkcionalnych rovnic. Poriadne sa pripatajte, uvidite, ¢o ste eSte nevideli. Pri pripadnej nehode dostanete
pistalku na Zraloky, ..., ehm, myslel som na funkcie :).

Méme najst vietky také funkcie f : R — R, ktoré pre fubovolné realne é&isla z,y spliiaja

F@®) + f(y®) = 2 f(x) + yf(y°)- (1)
Vyskitsajme za x a y dosadif nejaké konkrétne ¢isla, najlepSie nejaké jednoduché, ako 0, 1, —1. Ak dosadime
x =y = 0, zistujeme, Ze plati f(0) + f(0) = 0 a teda f(0) = 0. Dosadenia s 1 a —1 ndm uZ presne neurcia int
funként hodnotu. (Vyskusajte si. Co zistime pre z =1 a y = —17?)
Dalej si sktisme nahradif v nasej rovnici konkrétnym éislom len jedno z x, y. Napriklad ak polozime z = 0,
dostavame f(0) + f(y®) = 0+ yf(y?) teda pre kazdé realne y plati f(y®) = yf(y?). To vyzera celkom uzito¢ne. Ak
dosadime y = 0 a x nechdme Tubovolné dostaneme f(z?®) = 2% f(x). Co sme o funkcii f zistili? Pre kazdt funkciu,
¢o splita (1), musi pre kazdé redlne = platit
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f(@®) = af(2®) = 2® f(2). (2)

Podmienka f(0) = 0 sa nestratila, vyplyva z prave napisanej rovnice pre = 0. Uvedomme si, Ze ak funkcia f
splita (2), potom spliia aj (1). (Premyslite si preco.) Tym sme ukazali ekvivalenciu podmienok (1) a (2).
Dalej si do 2 dosadime z a —z (z # 0). Dostdvame

vf(@?) = 2*f(a),
—af((-2)?) = (-2)*f(-2).

Porovnanim tychto rovnic dostaneme f(x) = —f(—=z). To plati pre kazdé = a teda funkcia f je neparna.

Mnohi z véas sa po tychto zisteniach rozhodli, Ze je ,zrejmé“, Ze vSetky rieSenia su tvaru f(z) = kz, kde k je
lubovoIn4 realna konstanta. Toto rieSenie sa dalo uhddnut aj zo zadiatoéného tvaru a naozaj vyhovuje, overte si to
dosadenim. Nikomu sa vSak nepodarilo poriadne zdovodnit, Ze to si jediné rieSenia a to preto, lebo existuji aj iné.
Poktisme sa ich spolu néjst.

Podme na to nasledovne. Majme kladné reélne ¢islo a a nech f(a) = b. Co vsetko vieme potom zistif o hodnotach
f v inych bodoch? Pomocou f(z?) = 22f(z) a f(2?) = zf(x) (dosadenim z = a, z = a'/2, & z = a'/3) lahko
vyratame f(a?) = ab, f(a®) = a®b, f(a'/?) = a=1/?b a f(a'/?) = a=?/3b. Ked pozname tieto hodnoty, vieme
zistit aj f(a*) = a®b, f(a®) = a®b, f(a'/®) = a=5/%b,... Teda ak poznidme f v bode a a é&islo ¢ dostaneme
z a len umoctiovanim na 2, 3, 1/2 a 1/3, tak poznadme aj hodnotu f v bode c. Presnejsie, chceme dokazat, ze
z f(a) = b vieme zistit hodnotu vo vSetkych bodoch tvaru a?"3"  kde m, n st celé &sla. Dokonca sa zd4, ze plati
f(a®"3") = ba?"3"~1. Ako to formalne dokazeme? Skisme indukciu vzhladom na |m|+ |n|. Pre |m|+ |n| = 0, teda
m =n = 0, je to zrejmé. Majme prirodzené k také, Ze pre vSetky dvojice celych m a n, pre ktoré |m| + |n| < k,
plati f(a?"3") = ba?"3"~1. Nech m a n st celé &isla, pricom |m| + |n| = k. Rozoberieme tri pripady. Najprv nech

m je kladné. Potom vyuzitim (2) pre x = a2" " '3" dostédvame
a2m713nf((a27n713n)2) _ (a27n713n)2f(a2m713n)’
f(a2m3n) _ a2'm.71371. ba/2m713n_1,
f(a2m3") _ ba2m3"71,

pri¢om sme vyuzili indukény predpoklad pre m —1 an (jm — 1|+ |n| = k — 1 < k). Ak je m zaporné postupujeme
om+1gn

rovnako, ale dosddzame = = a . (Vyskuasajte si.) Zostava ndm pripad m = 0, ¢ize |n| = k. Tu naSe tvrdenie

dokézeme vyuzitim f(z3) = 22f(z) (a indukéného predpokladu) pre z = a3 akn=kaz =a®  akn= —k.
Tym sme dokaz indukciou dokon¢ili.

Zhriime si to. Podarilo sa ndm dokéazat, Ze pre Tubovolné celé ¢éisla m a n plati

, b gmgn
F(a2"3") = ba?"3" 1 = aazmsn.

Z nepérnosti dalej dostdvame

Q(faf"ﬂ").

f(7a2m3n) _ 7ba2m3n71 _
a

Teda, akonahle uréime hodnotu f v bode a (f(a) = b), uréime aj hodnoty v mnozine M, = {*[a|>*"?" : m,n € Z}.
(Rozmyslite si, Ze to plati pre kladné, zdporné aj nulové a.) Na mnozine M, sa f musi spravat linedrne, teda pre
x € M, plati f(z) = xb/a. KIi¢om k iplnemu rieseniu je uvedomit si, Ze ziadne iné hodnoty uz predpoklad f(a) = b
neovplyvni. UkdZeme, ze mnoziny tvaru M, tvoria rozklad mnoziny realnych cisel, ¢ize ak s,t¢ st dve realne cisla,
tak mnoziny M, a M; st bud disjunktné, alebo totozné. Dokaz je dost technicky, staci si uvedomit, Ze ak nejaké
redlne ¢islo z patri do oboch mnozin, tak potom M, = M, a M, = M;. (Dokazte si to!)

Teraz si pre kazdi mnozinu M, uréime linearny koeficient k, taky, ze f(z) = k,x pre € M,. Musime to spravit
tak, ze ak M, = My, tak k, = k. Tym sme uréili f vo vSetkych bodoch ako f(x) = k,z. RieSenie (1) & (2)
musi mat takyto tvar. UkdZeme, 7e to staci. S takto definovanou funkciou méame f(23) = ka3, zf(2?) = ky22®
a 22 f(x) = k,x3. Tieto tri hodnoty sa vak rovnaj, lebo lahko ukaZeme, ze M, = M,> = M,s, z ¢oho uz vyplyva
kys = k2 = k,. Nasli sme vSetky vyhovujice funkcie a pokusili sa podat ich o najpresnejsiu charakterizaciu. A to
sme chceli, ¢i nie?

Pristdvame. Na zafiatku sme vdm zabudli povedat, kde st sacky, snad (v pripade potreby) sa vdm ich podarilo
najst. Kto ¢ita tato vetu, nech napise na debatu KMS vtip o Kune.

Uloha ¢&.12: V stvorci 1 x 1 sa zrazu objavilo konecne vela tseéiek, ktoré maji sticet dizok 18. Kazda z nich je
rovnobeZna s jednou zo stran Stvorca a rozdeluji ho na niekolko ¢asti. Bus si mysli, Ze obsah kazdej tejto cCasti je
mensi ako 0,01. MéZe mat pravdu?

RieSenie: (opravoval Jaro)

Po precitani vzorového riesenia predoslej tlohy Vam nésledne pontkame vzorak prvej pomoci na zmiernenie zufa-
Iych zachvatov smiechu. Budete nai potrebovat iba Stipku konstrukénej geometrie a par lahkych nerovnosti. Ako
Ceresnicku uprostred pouzijeme konvexny obal.
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Uvodna idea bjva pekne pravidelne §tvorec nakrajat deviatimi vodorovnymi a deviatimi zvislymi rezmi. Podavana
porcia takto ¢ini sto kusov po 0,01. Co ¢ert nechcel, Busovo tvrdenie asi tesne neplati. Nie¢o Vam nasepkéva, ze
to nebude ndhoda. A skutocne, napliiou dalsich riadkov bude usveddéit ho ;).

Spomeiime najprv vhodné postrehy. VSimnime si, Ze isecky neleZiace na uz nakreslenej uzavretej ¢iare (chvostiky) sa
nanic¢. Takze preformulujeme zadanie na .. . . sic¢et dlzok najviac 18.“ a predpokladajme, ze uz sme z porcii vyhadzali
chvostiky. Celé sa to rozpadne na n pravouholnikov. Pouzime S; pre ich obsahy a O; pre obvody. Predpokladajme,
7e S; < 0,01, alebo ekvivalentne 105; < /S;. Dizka tiseciek, ktore ostali, je v obvodoch zardtand dvakrét (z kazdej
strany) plus obvod celého $tvorca (z jednej strany). Preto Z O; < 40. Okrem toho E S; = 1.

i=1 i=1
Toto by uz mohlo evokovat zndmu véizbu medzi obsahom a obvodom — z itvarov s danym objemom mé miniméalne

ohranicenie gula. Dokaz nie je trividlny, nam by ale stacilo dokézaf nie¢o menej. Po zamysleni si zvolime: Zo vSetkych
pravouholnikov s danym obsahom mé najmensi obvod Stvorec (ziskali by sme nerovnost 41/S; < O;). Presvedéte
sa, ze je to ekvivalent tvrdenia: Zo vSetkych pravouholnikov s danym obvodom ma najvicsi obsah sStvorec.

Ked uz méme predstavu, ¢o urobime, dohodnime sa, Ze konvexnym obalom utvaru S nazveme najmensi konvexny
utvar C(5), ktory obsahuje S. (Akoby ste okolo S navliekli gumicku.)

A% ret’azi dékazu chyba len kl’ﬁéové ohnivko - maximélnost’ obsahu étvorca Najprv ukéime ze taky pravouholnik
obsahom. Uvazujme C( ), je to mnohouholnlk a jeho vrcholy st aj vrcholmi P. Ak by kazda dVOcha susednych
vrcholov C(P) bola susednou v P, oba ttvary by boli identické. My ale predpokladdme, Ze P je nekonvexny. Preto
existuja susedia X, Y v C(P) nesusediaci v P. Tirozdelia Op na ,,obvodové“ vyseky XY a Y X. Hladany algoritmus
znie napriklad takto: Vysek XY ponechat a vysek Y X stoéif stredovo stimerne podla stredu tisecky XY . Obvod
sa zachovd a pretoze stredovd simernost nemeni neorientovany smer priamky, dostdvame pravouholnik. Pritom
jeho obvod sa nikde nekrizi (Vyseky sa sami o sebe nekrizili ani predtym. Pokial by sa pretli navzajom, musel by
priesecnik lezat na priamke XY, z ¢oho lahko méme, zZe by sa pretinali uz skor.). Obsah sa zrejme zvicsil, lebo P’
obsahuje P v jednej polrovine ohranic¢enej priamkou XY a rozklad4 sa aj v opacnej (vrcholy X, Y v P nesusedili).
Maximéalny obsah mé teda obdlznik alebo §tvorec. Majme &tvorec s obvodom 4a. Lubovolny obdlznik s rovnakym
obvodom m4 strany a — ¢ a a + ¢, takze obsah je len a? — ¢? < a?. Teraz uz len dame nerovnosti dokopy:

40-1:2%4405,» <i4\/§iﬁi@ < 40.
=1 =1 =1

Teda 40 < 40, mame spor.

Komentar: Nepouzili sme koneény poéet tseciek. Skiste si ukazat, ze algoritmus konéi na obdlzniku/$tvorci po ko-
necnom pocte krokov prave vtedy, ak ma P kone¢ny pocet stran. Tvrdenie dokonca plati, ak zjavené krivky nie
st usecky rovnobezné so stranami Stvorca. Tieto formy ste ale neskasali. Vlastne maximalitu Stvorca ste vsetci
viac-menej prehlésili za zrejmua. Porovnanie §tvorca s obdlznikom velmi pekne dokazal Tomds Kocdk, tento sposob
je aj vo vzordku. Kedze je to uvodna tloha do infinitezimalneho poctu (o oploteni pozemku), mnohi ste skusali
derivaciu. Tu by bolo dobré podotknif, ze nulova prva derivéicia je len nutné podmienka extrému. Ci je to skutoéne
extrém a aky, mozno vzdy rozhodnut zistenim derivacii vyssieho stuptia v danom bode po prvi nenulovi, alebo
uvahou (tvodnou myslienkou takej ivahy byva, ¢i ndm t& derivacia stoji za to ;). ZvySok dokazu nerobil problém.

Uloha é&.13: Nech ¢(n,m) (m # 1) je pocet prirodzenych ¢isel mensich alebo rovnych n, ktoré st nestidelitelné
s m. Najdite vetky prirodzené m, ktoré spliiaji

plnm) o plm,m)

pre vSetky prirodzené n.

RieSenie: (opravoval Fera¢)

Na zadiatok si trosku zjednodusme notéciu a polozme p(m) = p(m,m). Skiseny riesitel v tomto rozozna vyznamna
Eulerovu funkciu. Pre nase potreby vsak jej znalost nie je nevyhnutnd a plne ndm vystadi jej nasledovné vlastnost.
(x): Ak m je delitelné prvocislom p, tak p(m) < m —m/p, pricom rovnost nastava prave vtedy ked m je mocninou
.

Dokaz tohto tvrdenia je celkom jednoduchy. Uvazujme ITubovolné prirodzené ¢islo m delitelné prvocislom p. Nech
P={p,2p,3p,..., %p}, ¢ize mnozina prirodzenych ¢isel mensich alebo rovnych m delitelnych p. Vsetky tieto ¢isla
su sudelitelné s m, preto p(m) < m — |P|=m — %. Ak m je mocninou p, tak P obsahuje vSetky ¢isla studelitelné
s m, a preto v (x) nastava rovnost. Naopak, ak m je delitelné nejakym prvoéislom ¢ réoznym od p, tak ¢ je sudelitelné
s m a q ¢ P, teda nerovnost v (x) je ostra.

No a teraz sa uz pustime do rieSenia samotného problému. Neformalne, ¢(n,m)/n vyjadruje aktsi hustotu ¢isel
nesudelitelnych s m v rozmedzi 1,...,n. Ak chceme tto hodnotu minimalizovat, mali by sme zobrat ¢o najviac
éisel sudelitelnych s m a useknif to za poslednym z nich. Takisto je jasné, Ze rozmiestnenie ¢isel nestdelitelnych
s m sa opakuje s periédou m, preto sa staéi zamerat na n < m. Sktisme teda zobrat napriklad najvicsie n < m
sudelitelné s m a uvidime, ¢i ndm to nie¢o da. Premyslite si, Ze toto n = m — p, kde p je najmensie prvodcislo deliace
m. (Uvazujme teraz len zlozené m.) Potom ¢(n,m) = p(m) — p + 1, pretoze vsetky ¢isla medzi n a m st podla
predpokladu s m nestdelitelné. Pozadujeme
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¢(n,m) > ¢(m, m)
o(m) —p+1 > o(m)
m—p m
m(e(m) —p+1) > (m—p)p(m)
pp(m) > mp—m
p(m) > m-— "

Porovnanim tohto vysledku s (x) mozeme usudit, Ze m musi byt mocninou p. Naopak, ak p je prvoéislo a m = p®,
tak ¢isla sudelitelné s m st prave tie, ktoré su delitelné p, a tych je v rozmedzi 1,...,n presne L%J Preto ¢(n,m) =
n—[2]. Mdme

Zistili sme, Ze rieSenim st vsetky m, ktoré st mocninami prvocisel.
Poznamka: Pre Eulerovu funkciu ¢ plati
k
1
p(m)=m[J(1-—),

i=1 pi

kde m = Hle p;" je kanonicky rozklad m na prvoéisla. Vlastnost (x) odtial plynie automaticky.

Uloha ¢&. 14: a) N4djdite najvécsie mozné (alebo dokézte, Ze neexistuje) redlne ¢islo p také, Ze pre kazdé prirodzené
Cislo n a redlne ¢isla x1, s . .., x, plati nerovnost

1’% +x§ +...+xi > p(x1xe + Toxz + - + Tp_1Ty).

b) Majme pevne zvolené prirodzené ¢islo n. Néjdite najvidsie mozné (alebo dokézte, Ze neexistuje) realne éislo p
také, Ze pre vietky redlne Cisla x1,zs,. .., x, plati nerovnost

2l 22 > p(rire + Toxz o Tpo1Ty).

RieSenie: (opravoval Bus)

Tvar ¢l danej ti y pohlad pripomi j vyrazov t ; 4+ Tit1)?, pret
a) Tvar ¢lenov zadanej nerovnosti uz na prvy pohlad pripomina rozvoj vyrazov tvaru (x; + x;41)°, preto pre
viacerych z vas nebol problém upravit pre p = 1 tto nerovnost ekvivalentnymi tipravami na stcet Stvorcov:

x?+x§++x%2($1x2+1‘21’3++$n—1xn)

2 2 2
T] —T1T2 + X5 — T2T3 + - — Tp_1Tp + 2, >0

] | (w1 —x9)® | (3p—x3)? - (-1 — xp)? +ﬁ -0

2 2 2 2 2

Teda pre p = 1 je nerovnost vzdy splnend. Otézka vSak je, ¢i by nemohlo existovat aj nejaké vicsie p, ktoré by
malo tuto vlastnost. Ako mozno tusite, odpoved je, Ze nemohlo, a dokdZeme to sporom. Nech p = 1 + d kde d je
kladné realne ¢islo. Dosadme do nerovnosti za vSetky z; hodnotu 1:

2 4ai4 42 > (L+d)(z1ms + Toms + - + Tp_12y)
n-1 > (I+d)((n—1)-1)
1 > dn-1)
1
E—i—l > n

KedZe n moéze byt Tubovolne velké, posledna nerovnost uréite nebude vzdy splnend, ¢o je spor.
b) Najskor vyrieSme Specidlny pripad n = 1, pre ktory zadanéd nerovnost vyzera takto:

2} >p-0.
Toto zrejme plati pre Tubovolné p, preto najvicsie mozné p neexistuje.
Dalej nam uz sta¢i uvazovat len pevne dané n > 2. Ak ste si pozorne precitali dokaz ¢asti a) tejto tlohy, urcite
ste si vimli, Ze na lavej strane nam ostal nevyuzity vyraz x?/2 + 22 /2. Pomocou neho by sa ndm mohlo podarit
upravit nerovnost na studéet Stvorcov aj pre niektoré p > 1, v idedlnom pripade do asi takéhoto tvaru:

(@121 — b1$2)2 + (agze — b2$3)2 +-F(ap—1Tp—1 — bn—133n)2 >0.
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To sa samozrejme nedé vzdy, my sa vSak pokisime zistit, ¢i to pre nejaké p > 1 predsa len nepojde. KedZe tento
tvar chceme dostat upravou povodnej nerovnosti, ziskame roznasobenim nasledujtce vztahy:

2a;b; =p, bW +al =1, al=1, b2 =1.

Vyjadrime si teraz b; pomocou a; a a;41 rekurentne pomocou predchadzajacich a;:

Ajp1 = i 4a2
K3
2af+1 2 p
P p 24
2 1
Ci+1 = — — —
p G
1 2
— +Cig1 = —
(&)

2
V predposlednom kroku sme z Cisto estetickych dévodov zaviedli substitticiu 2? = ¢;. Ak si este dodefinujeme

a? =1—b2_, a pomocou neho aj c,, dostdvame z a? = 1 a b2_, = 1 pociatoéné a koncové podmienky c¢; = %

a ¢, = 0. Pomocou najdeného rekurentného vztahu by sme teraz uz ¢isto teoreticky mali byt schopni vyjadrit ¢,
pomocou ¢; a z toho, Ze ¢, pozname, vyratat p. Nebude to vSak vobec také Tahké, pretoze nasa rekurencia ma
sice jednoduchy, ale dost neprijemny tvar. Ovela lepSie by sa nam riesilo nieco, kde by sa nezndme nachadzali len
v Citateli a najlepSie vSetky len ako linearne ¢leny. To sa d4 dosiahnut dalSou substitticiou:

1 2
— +Ciy1 = —
C; b
261‘
1+cicip1 = —
1“1 p
27,
g1 — — +mi_1 =0

k « s . . . . s . . v . . , NG s .
kde 7, = [[,_; ¢; a Specidlne my = 1. Na rieSenie takejto linarnej rekurencie uz existuje znamy postup, staci najst
korene A1, A2 polynému z% — %a:Jr 1 a riesenim rekurencie potom bude kazdy vyraz tvaru m, = aA¥ + BN, (Mozte si
dokézat ako cvifenie.) Ak vezmeme do tvahy, Ze pozndme hodnoty 7o = 1 a 11 = 127’ budeme vediet aj jednoznacne

urdit koeficienty a, 3.
2 4
EVE Y 1
S ek I S
’ 2 p p?

KedZe nas zaujimaji hlavne p > 1, mdzme si hned v§imnif, Ze oba korene budt komplexné &isla — to nés vSak
bude v tom tvare, v akom mame lambdu vyjadrent, dost nepraktické. Tu prichadza uZitoény trik, ktory sa ¢asto
pouziva aj v inych ulohach. VSimnime si, Ze 1% € (0,1) a ze pod odmocninou by sme dostali §tvorec, ak by sme
1.
x

A2 =cosp £ \/m:coscp:tisingo

Akousi stastnou nédhodou uz takto vyjadrenti lambdu vieme lahko umoctiovat pomocou Moivreovho vzorca —
(cosp £isinp)™ = cos(ny) £ isin(ny). Z rovnosti

pouzili vhodnt goniometrickd substiticiu. Zvolme ¢ € (0, §) také, Ze cos ¢ =

7o = aX? 4+ BA9

1 1
T = aA] + By
uz vieme priamociaro dopoéitat o a 3 a dostdavame tak vyjadrenie pre my:

sin p — 7 cos sin ¢ + % cos

Ssing (cos p — isin )k

T = (cos p +isin @)k +

2sin ¢

(sing — i cos @) (cos(ky) + isin(kyp)) + (sinp + i cos @) (cos(ky) — isin(ky))
2siny

T =

_ 2sinpcos(kyp) + 2sin(kyp) cos
N 2sin @

Tk
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sin((k + 1)¢)

= sin ¢
. sin((k + 1))
M e sin(kep)

Vramci skugky spréavnosti by sme mali tento vysledok eSte overit matematickou indukciou pre pripad, Ze by nam
opravovatel neveril, Ze hore uvedenym postupom skuto¢ne dostaneme riesenie nasej rekurencie. TieZ by sme mali

skontrolovat, ¢i sme nikde nedelili nulou — musi platit sin(kp) # 0 pre vSetky k € {1,2,...,n}. Na zdver nés

zaujima, kedy je ¢, = 0. To je préve vtedy, ked sin((n + 1)¢) = 0, z ¢oho uz mame jednoznacne urcené p = 5 a
_ 1

P = os T

COS% mozme ¢leny nerovnosti daf na jednu stranu
n+1

a upravit ich na stéet $tvorcov, teda nerovnost bude splnené. Je to vSak uz najvi¢sie mozné také p? Skusime
to dokézat a to opit sporom. Nech p = COS% + d kde d > 0. Nerovnost moze upravit do nasledovného tvaru:
n+1

Co sme to teda vlastne urobili? Dokézali sme, Ze pre p =

(a1z1 — blw2)2 + (agz2 — b2$3)2 + A+ (ap—1p_1 — bnflxn)z >d(zize + -+ Tno1Zn) .

Zvolme teraz prvy clen napriklad 71 = 1 a x;11 = % pre ostatné cleny. Lavd strana tak bude nulova a kedze a;,
b; st vsetky kladné, tak aj x; budia kladné a teda pravé strana nerovnosti bude kladna. Nerovnost nie je splnena,

¢o je spor.

Uloha é&.15: Nanestastie sa nikomu nepodarilo pochopit zadanie tilohy 14 z prvej série tak, ako sme ho my mysleli,
preto sme sa rozhodli tiito tlohu zadat znova, teraz azda jasnejsie:

Tri rovnaké odmerky st do troch stvrtin naplnené réoznymi kvapalinami. Zistite, ¢i je mozné koneénym poctom
prelievani dosiahnut, aby asporn v jednej odmerke vznikla zmes, ktora obsahuje rovnaké mnoZstvo kazdej kvapaliny.
Kvapaliny mozno prelievat, nie vSak vylievat. Pri prelievani z odmerky A do odmerky B mézeme preliat lubovolnj

.....

A a B sii 1 a?2 litre ¢ucoriedkového dziisu. Potom mézeme z B pokojne preliat /2 litra dziisu do A.

RieSenie: (opravovali Ondraé¢ a Krysa)

Najprv by sme si mali dohodnat nejaké znacenie, aby sa nam lepSie pracovalo. Stav kaZzdej odmerky (povezdme,
Ze su litrové) v Iubovolnom okamihu vieme reprezentovaf usporiadanou trojicou kladngch redlnych ¢isel (a, b, ),
ktoré vyjadruji objemy jednotlivych zloziek. Pre a,b, ¢ méme zrejmta podmienky a + b+ ¢ < 1 (aby sa to zmestilo
do odmerky). Takuto trojicu mozeme povazovat za trojrozmerny vektor a oznadit si ju jednym pismenkom, napri-
klad p. V nasledujicom texte budeme vektory znacit s pruhom. Stav odmeriek nam teda charakterizuja tri vektory
(pre kazda odmerku jeden) pr, Pz a D3.

Ako vektormi popiSeme prelievanie? Ak chceme z Py preliat nejaka cast do pz, tak si jednoducho obsah odmerky
(vektor) pr rozdelime na dve Casti: A\p1 a (1 — A)pr (redlne Eislo A, 0 < A < 1). Prva ¢ast nechdme v prvej odmerke
a druht prelejeme do druhej. Namiesto trojice Py, Pz, P3 budeme mat Apy, P2 + (1 — A\)p1, P3. Musime si ale davat
pozor na to, aby sa nam to do druhej odmerky zmestilo, teda aby stucet jej zloziek bol aj po preliati nanajvys 1.
Este dolezitejsie (ako sa neskor ukéze) je, Ze A nemdze byt 0, teda Ze nemdzeme uplne vyprazdnit ziadnu odmerku
(premyslite si preco).

Na ¢o ndm to celé bolo dobré? Miniméalne sa vieme o danom probléme rychlo a presne vyjadrovat a pracujeme
s vektormi, o ktorych uz ¢o to vieme. Klti¢ovym krokom je vSimnit si, ako nase vektory vyzerji na zaciatku, a ako
by vyzerali, keby sme po nejakom case dostali v nejakej odmerke zmes, v ktorej by sa z kazdej kvapaliny nachadzalo
rovnako vela. V prvom pripade mame vektory py = (3/4,0,0), bz = (0,3/4,0) a p3 = (0,0,3/4), ¢iZe maji smery
osi x, y a z. V druhom pripade méme napr. p; = (a, a, a). Potom p3 +p3 = (3/4—a,3/4—a,3/4 — a). Z toho lahko
dostaneme (3/4 —a)p; — apz — ap3 = 0, ¢o znamend, Ze vektory pr, Pz, P3 st linearne zavislé® (lezia v jednej rovine).
A toho sa mozeme chytit. Na zaciatku mame tri linedrne nezévislé vektory (overte si) a dokdzeme, Ze prelievanim
sa z nich nemdzu stat linedrne zdvislé vektory.

Dokézeme to sporom. Nech sa ndm po niekolkych krokoch podarilo dostat linedrne zavislé vektory. To znamen4, Ze
v nejkom kroku sme mali vektory P1, Pz, P3, ktoré boli linedrne nezévislé a po preliati (bez ujmy na vSeobecnosti
prelievajme z prvej do druhej odmerky) uz vektory Apt, Pz + (1 — A)p1, D3 boli linedrne zavislé a teda existuja
realne ¢isla aq, ag, ag (nie vSetky nulové), pri¢om

a1A + az(p2 + (1 = A)p1) + asps = (0,0,0).
To vsak jednoduchou tpravou prevedieme na
(a1 + az(1 — N)p1 + aspz + azps = (0,0,0).

Ak ak by as = ag = 0, potom a3 A + a2(1 — A) = a1\ # 0 a teda nie vSetky koeficienty pri vektoroch mozu byt
nulové a preto aj vektory p1, D2, P3 su linedrne zavislé, ¢o je spor s predpokladom. Preto sa ndm nemoéze stat, ze
by vznikla zmes, kde bude vSetkych zloZiek rovnako verla.

3Tri vektory @1, G2 a g3 z nasho trojrozmerného priestoru s linearne zavislé ak existuju realne &isla a1, az a as (nie v8etky nulové)
také, ze a1q1 + a2qz + aszgzs = (0,0,0). Ak nie st linedrne zavislé, hovorime, Ze st linedrne nezavislé.



KMS 2007/2008 3. séria zimnej Casti 13

Pozndmka: Treba si v8imnuf, Ze najpodstatnejsie je to, Ze nemodzeme Ziadnu odmerku tdplne vyprazdnit. Kvoli
tomu nam vektory ostévaji linedrne nezévislé a nevieme dosiahnut ziadany ciel. To, Ze odmerky maji obmedzent
kapacitu sme zZiadnym inym spésobom nevyuzivali.



