Koreépondenénjf Matematick}'f Seminér

Uloha é&. 1: Lenka si vo svojom oblitbenom casopise vsimla zaujimavii sttaz. Ulohou bolo uhadnut péitpismenové
slovo. K dispozicii mame zoznam slov. Ku kazdému z tychto slov je priradené ¢islo. Toto ¢islo udava pocet pozicii,
na ktorych sa hladané slovo zhoduje so slovom v zozname. Napriklad, keby hladané slovo bolo KRAVA, tak slovo
KARTA mé v zozname ¢islo 2. Zoznam pre hladané slovo: PASTA - 2, PANAK - 2, PRSTY - 1, PLECE - 1,
DVERE - 2, PADAK - 1.

Lenka tilohu spravne vyriesila a nasla vSetky rieSenia. Dokazete to aj vy? (Nezabudnite ukdzat, Ze iné rieSenia ako
tie ¢o ste nasli neexistuji.)

RieSenie: (opravoval Kubo)

Ako by ttto tilohu riesil poé¢itaé? Jednoducho. Ak povolime diakritiku, mame asi 30° alebo 24300000 slov. Pre
kazdé z nich preverime, v kolkych miestach sa zhoduje so slovami v zadani. Pocita¢ povie, Ze len dve z testovanych
slov presli nasim vyberom. Ale my sa mame radi a tolko poéitania by sme neuniesli. Preto ideme porozmyslat.

Na spravne vyrieSenie tohto prikladu bohate stacilo, ak sme si vSimli na slovach dve veci. Prva bila do o¢i vicsine
z vas. Slovi PANAK a PADAK sa lisia len v prostrednom pismene. PANAK ma viak o jednu zhodu s vyslednym
slovom viac. Zmenu zapriéinilo prave toto rozdielne pismeno, teda tretie pismeno hladaného slova je N.

Dalsi dobry postreh je, ze PASTA a DVERE sa nezhodujt ani v jednom znaku. Stredné pismeno uz vieme a obe
tieto slova maju dve spravne pismena na spravnom mieste. Tato informécia ndm mnozZinu moznych slov zazi na
(3) = 6, pretoze prave tolkymi spdsobmi vieme vybrat dve zo Stycorch pozicii, na ktorych sa hladané slovo bude
zhodovat so slovom PASTA. Na zvy$nych dvoch sa bude zhodovat so slovom DVERE a stredné bude N.

Mohli by sme dalej uvazovat vSeobecne, ale momentalne je asi najrychlejsie tych Sest slov vypisat a skontrolovat.
St to slovdi PANRE, PVNTE, PVNRA, DANTE, DANRA a DVNTA. Ked overime, ktoré z nich vyhovuji vSetkym
podmienkam, ostan ndm uz len dve: DANTE a PVNRA. Juht. Ak tiradost z vyrieSeného prikladu nerozpumpovala
srdce, daj si asponi 10 klikov, nech ti biicha s nami. ;)

Uloha &. 2: Styri manzelské pary sa rozhodli usporiadat tenisovy turnaj v zmiesanej $tvorhre (to znamend, Ze
proti sebe hrajii dva zmieSané pary). Aby predisli hddkam, dohodli sa, ze nikdy nebudu na ihrisku sticasne obaja
manzelia z toho istého paru, ani ako spoluhraci, ani ako stperi. Aby sa nikto velmi neunavil, v jeden deri hral kazdy
najviac jeden zapas. A aby to bolo tiplne spravodlivé, zahrali kazdé dve dvojice, ktoré mohli hrat proti sebe, prave
jeden zapas. Za kolko najmenej dni mohli odohrat takyto turnaj?

Riesenie: (opravovala Stanka a Buggo)

Oznacéme si manZelské pary ako a, b, ¢, d. Muzov budeme znacit A, B,C, D a zeny A’, B, C', D’. Ked budeme v texte
hovorit napriklad o osobe a, resp. dvojici ab, myslime tym niekoho z dvojice A, A’, resp. dvojicu ludi, pri¢om jeden
je z dvojice A, A" a druhy z B, B'.

Manzelia spolu nem6zu hrat ani ako spoluhréci, ani ako stperi, preto musia byt na kurte Iudia z rozli¢nych péarov.
To znamend, ze zépas musi byt popisany roznymi pismenkami. Teda niekto z paru a modze mat za partnera len
niekoho z parov b, ¢, alebo d. To, z akych manzelskych parov bude prva dvojica, uz jednoznac¢ne urcuje stperiacu
dvojicu. Napriklad proti a a ¢ musi stat b a d. Takze mame tri zdkladné postavenia — ab proti cd, ac proti bd, ad
proti be. (Zamyslite sa nad tym, preco sa to vetky moznosti.)

Teraz sa pozrime, kolko roznych zépasov je takych, Ze spolu hraju a a b. Tieto zdpasy sa Styri, lebo na jednej
strane moze byt AB’ alebo A’B a nezavisle od toho na druhej strane méze byt C'D’ alebo C’D. Dostdvame tak
Styri zapasy: AB'— CD', AB'—C'D, A’B—CD’, A’B — C'D. Ked spolu hra a a c alebo ked spolu hra a a d, tak
mame taktiez $tyri moZnosti na zdpasy (pozri tabulku). Dokopy mame 12 moZnych zépasov.

ab ac ad

cd bd be
AB' | AB' | A’'B | A'B AC | AC' | A'C | A'C AD'" | AD' | A’D | A'D
cCD' | C'D | CD | C'D BD' | B'D | BD' | B'D BC'" | B'C | BC'" | B'C

Ak by prebiehali pocas jedného dna viac ako dva zapasy, nejaky ¢lovek by hral viac ako jeden zapas. Preto sa mozu
odohraf najviac dva zdpasy za den. Z toho vyplyva, Ze sa musi hrat asponi Sest dni.

Ukazeme, Ze existuje taky rozpis, aby sa hrali kazdy den dva zapasy a to tak, ze ho najdeme. Pre kazdy zapas
(napriklad AB’ proti C'D’) existuju dva zépasy, ktoré mozno hrat stibezne s nim (A’B proti C'D a A’D proti BC").
Zostane totiz Stvorica dvoch muzov a dvoch Zien a ti sa daji sparovat dvoma sposobmi.

Jeden z moznych rozpisov je v nasledujtcej tabulke.
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[ 1.den | 2.den | 3.defi [ 4.deni | 5.den | 6.def |
AB” | AB" [ AC" | AC" [ AD" | AD’
CD' | ¢'D | BD' | B'D | BC" | B'C
AB | AB | AC [ ACTAD]AD
C'D | CD'" | BD | BD' | B'C | BC'

Vidime, Ze ndm sta¢i 6 dni na odohranie turnaja. Zaroven sme ukazali, Ze za menej dni to nepdjde. Hotovo. A na
zéver, tloha na dlhé jarné vecery. Kolko roznych rozpisov turnaja existuje?

Uloha é&. 3: Dvaja hraci hraji hru podobnii piskvorkam. Hré sa na planiku 3 x 3, teda na velkom Stvorci rozdele-
nom na devit malych. Hraci sa v tahoch pravidelne striedaji. Tah spoéiva v tom, Ze hrac¢ na hraci plan nakresli
kruzok, alebo krizik (v kazdom tahu si méze vybrat Iubovolny z nich). Vyhréva ten, po koho tahu budi na pldniku
tri rovnaké symboly v jednom rade, stlpci, alebo na uhlopriecke (ako v piskvorkéch). Existuje postup, ktory zaruci
jednému z hracov vyhru?

Riesenie: (opravovali Ada S. a Ajka B.)

Chceme néjst postup, ktory niektorému hracovi zaruéi vyhru. Prvy hrdé mé uréitt vyhodu, pretoze zacina. Po-
ktsime sa pre neho najst vyhravajicu stratégiu. V prvom tahu si prvy hra¢ moze vybrat Iubovolny symbol, tak
nech je to krizik. Ak by si vybral krizok, len by sme vo zvysnych Gvahach zamenili slovo krizok a krazok. Kam ho
umiestni? Zd4 sa rozumné vybrat si policko v strede planiku. Dufam, Ze uz mate vSetci nakresleny planik s krizikom
v strede.

Druhy hrac¢ teraz nikde nemoze dat krizik, pretoze by boli dva kriziky vedla seba a prvy hra¢ by k nim doplnil treti
a vyhral. Preto musi druhy hra¢ nakreslit kriazok. Ten mo6ze dat na dva druhy miest. Bud do rohu, alebo do ,stredu
strany“. Je jedno ktory roh si vyberie, lebo jediny rozdiel bude v otoéeni pléniku. Preto ndm staé¢i skontrolovat
jediny roh (so stredmi strén je to tak isto). KedZe hladdme vifazna stratégiu pre prvého, musime rozobrat obidva
mozné tahy druhého.

a) Druhy hra¢ d4 v prvom fahu krtizok do rohu (nezabtidajte kreslit). Co spravi prvy hra¢ ako O
svoj druhy fah? Ak d4 niektory symbol do opac¢ného rohu ako stper, tak druhy hrac zase
nebude moct datf ziaden krizik. Ak by ho dal, tak by sa spolu s krizikom v strede dal doplnit ><
na trojicu. Tymto uz je postarané o kriziky, takze prvému hracovi sa neoplati davat krizik.
Teda prvy hraé dd v druhom fahu krazok, do opaéného rohu ako stper. Opét je na tahu O
druhy hra¢. Uz sme si vysvetlili, preo nemoze dat krizik (ak nechce prehrat) a z obrazku
vidno, Ze aj ked doplni hocikam kruzok, bude ho méct prvy hra¢ doplnif na tri a vyhrat. Takze tu vyhrd
prvy hrac.

b) Druhy hra¢ d& v prvom tahu krtzok do stredu strany. Teraz to je trochu zlozitejsie, ale ak Q
pouZijeme rovnaku taktiku ako pred chvilou, tak by to mohlo fungovat. TakZe prvy hrad
d4 vo svojom druhom tahu krtzok oproti (simerne podla stredu) stiperovmu kriazku. Teraz O >< O
druhy hraé nemoze daf nikam krizik (rovnako ako v prvom pripade) a ked si pozriete svoj
obrazok, tak zistite, ze pre krizok mu uz ostali len dve miesta, po ktorych prvy hra¢ nemdze O
v dalSom tahu vyhrat. St to zvy$né dva stredy stran (zase je jedno, ktory si vyberie, pretoze
mozeme cely planik otocit). Druhy hra¢ d4 v druhom tahu krazok do niektorého zvysného stredu strany. Prvy
hrag¢, tak ako doteraz, d4 krizok stmerne k poslednému stiperovému tahu. Ked teraz skontrolujeme obrazok
a moznosti druhého hraca, zistime, Zze ked d& hoci¢o hocikam, vzdy vieme doplnit treti symbol a vyhraf.
Hura!

Ak bude hrat prvy hra¢ tak, ako sme popisali, vzdy sa mu podari vyhrat. A to je presne to, ¢o sme chceli.

Uloha &. 4: Napisme si &isla 1,2, ...,n v Iubovolnom poradi, kazdé prave raz. Prvé z nich oznacme a,, druhé as
a takto postupne aZ po posledné, ktoré oznacime a,,. Dokazte, Ze ak n je nepdrne, tak potom sucin (a; — 1)(ag —
2)(az — 3) -+ - (an, — ) je pdrne ¢islo.

Riesenie: (opravovali Katka J. a Zuska)

Nasim cielom je dokézat, Ze stué¢in (a; —1)(az —2) - - - (a, —n) je parny. To plati vtedy, ked je aspon jedna zatvorka
parna. A kedy plati toto? Rozdiel dvoch ¢isel je parny vtedy, ked je ich parita rovnaka, teda obe musia byt parne
alebo obe neparne. Podobne, rozdiel dvoch &isel je neparny vtedy, ked je ich parita rézna. Musime teda dokazat,
7e pre kazdé neparne n musi byt medzi nasimi zatvorkami asponi jedna parna. A preco by to malo platit?
Vsimnime si, ze pre neparne n plati, ze neparnych ¢isel je od 1 po n o jedno viac, nez parnych. Neparnych je presne
(n+1)/2 a parnych (n — 1)/2. Teraz sa na celt Glohu moézeme pozrief napriklad tymito dvoma sposobmi:

a) Ak je medzi ¢islami 1,2,...,n o jedno viac neparnych ¢isel ako parnych, potom to isté plati pre ¢isla a; az a,.
Teraz podme ukazat, ze stéin (a1 —1)(az—2) - - - (a,, —n) nikdy nemdze byt neparny (teda sa pokisime o dokaz
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sporom). Ak by tento si¢in mal byt neparny, potom kazd4 zo zatvoriek musi byt nepdrna. To znamend, ze do
zatvoriek budeme zatvarat dvojice parny - neparny. Vieme, ze parnych ¢isel je o jedno menej ako neparnych aj
medzi 1 az n, aj medzi a1 az a,. Preto, ked budeme vytvarat dvojice parny - neparny, zostane ndm nakoniec
po jednom nepérnom ¢isle z oboch skupin, a tie musime zavrief do zatvorky spolu. Ich rozdiel bude péarne
Cislo, a preto aj celkovy sacin (a1 — 1)(az — 2) - - - (a, — n) bude parny.

b) (podla Maridna Horndka) Opét vyuzijeme, Ze medzi 1 az n aj medzi a1 az a, je neparnych ¢isel o jedno
viac, nez parnych. KedZe je ich v kazdej skupine (n + 1)/2 a kazdé ¢islo pouzijeme v zatvorkdch dvakrat,
potom méame n + 1 neparnych &isel, ktoré chceme dat do n zatvoriek. No a z toho vidime, Ze v aspoii jednej
zatvorke musia byt spolu dve neparne ¢isla (takato uvaha sa podla jedného mudreho uja vola Dirichletov
pricip), ktorych rozdiel je parne ¢islo, ¢o sme chceli dokazat.

.....

pre n = 5, eSte to neznamenad, zZe to plati vSeobecne.

Uloha é&. 5: Kika m4 vrece plné ¢isel. St to ¢isla tvaru 3%, kde k je nezaporné celé ¢islo (teda aj nula). Jej oblitbené
Cisla st vSetky Cisla z vreca a dalej tie, ktoré st sii¢tom niekolkych roznych disel z vreca. Okrem nich este &islo 35.
Ktoré je Kikino

a) 26. najmensie oblitbené ¢islo?

b) 2009. najmensie obliibené ¢islo?

Riesenie: (opravovali Katka P. a JeFo)

Zacnime tym, ¢o nie je dobry pristup k rieSeniu. Vypisat 2009 Kikinych oblibenych ¢isel sa sice d4, ale nie je to
prave elegantné riesenie. Sice zan deviit bodov dostanete, ale s velkym a Skaredym mrackom, ktory vés este dalsi
mesiac bude budif zo sna. A ked pride priklad, kde ¢isel bude n, dostanete za neho nulu. ..

Tak a teraz k rieSeniu za smajlika. O ¢isle 35 zatial neuvazujme ako o oblubenom (ml¢ky ho prehliadajme). Skiisme
si vypisat prvych par ¢isel a postupne prideme na to, ze v kazdom z nich sa nejaké konkrétna mocnina trojky
(napriklad 32) bud vyskytuje alebo nie. Vieme si ich skratene zapisovat ako postupnosti nil a jednotiek, napr.
10010, kde 0 znamené, ze dan& mocnina v ¢isle nie je a 1, ze tam je. Toto ¢islo 10010 by znamenalo skrateny zapis
pre 3* + 3! = 84. Tymto sme neprisli na ni¢ nové, je to stard znidma trojkové stistava. Napriklad pre Kikine é&islo
3110 (index 10 znaci, ze &islo je zapisané v desiatkovej stistave) plati 31 =1-3%+0-32+1-31 +1-3% a tak vieme
napisat 3119 = 10113. Uvedomte si, Ze v zapise Kikinho obliibeného éisla v trojkovej ststave sa nemozu nachadzat
dvojky (napriklad 1020012), lebo kazdé ¢islo z vreca mozeme pouzif maximélne raz. Tu vyuzivame fakt, Ze zapis
¢isla v trojkovej ststave je jednoznacny.

Ako teraz prideme na to, aké je Kikino 26. a 2009. oblibené ¢islo? Stale uvazujeme bez ¢isla 35. Uz vieme, Ze
v trojkovej stistave st vsetky zlozené len z cifier 0 a 1. To ndm pripomina dvojkova stustavu. Teraz nam staci
jednoduché pozorovanie. Zoberme si dve ¢isla v trojkovej ststave, zloZzené len z nil a jednotiek, napr. 1101015
a 1110003. Zrejme plati 1110005 > 1101013, ale rovnako plati aj (len zamenime indexy na 2) 1110005 > 1101015.
Rozmyslite si, Ze to plati aj vSeobecne. Pritom si premyslite, ako vlastne porovnavame dve celé ¢isla. Usporiadanie
Kikinych obltibenych &isel teda nemusime zistovat v trojkovej sistave, ale moZeme sa na zapis v trojkovej pozriet
ako na dvojkovu ststavu. Naopak, kazdé ¢islo v dvojkovej stistave vieme len zmenenim indexu z 2 na 3 previest
na Kikine obltbené ¢islo. TakZe n-té najmensie Kikine obltbené ¢islo (neuvazujac 35) vieme ziskaf tak, ze n si
napiSeme v dvojkovej ststave (napr. n = 719 = 1113), zmenime index 2 na 3 (1113) a prevedieme do desiatkove;
ststavy (1113 = 1349).

Teraz do toho vSetkého eSte pridame ¢islo 35, ktoré je tiez Kikine obltibené. Lahko prideme na to, Ze 35 je viiésie
ako jedenéaste cislo, ktoré vznikne ako siiet ¢isel z vreca a mensie ako dvanaste takéto ¢islo. Preto 35 je dvanéste
obltibené ¢islo v poradi. Pre nds to znamend, %e budeme hladat 25. a 2008. ¢islo vyrobené z vreca.

Tak huré prevadzat cisla:

2510 = 110015 = 11013 = 10919 = 1.3° + 0.3 +0.3% + 1.3% + 1.3* = 1094,
200810 = 111110110005 = 111110110003 = 8831710 = 3> + 3* + 35 + 37 + 38 1+ 39 4+ 319 = 883174,
Preto 26. Kikine obtbené ¢islo je 109 a 2009. je ¢islo 88317.

Iné riesSenie:

Opiit uvazujme len ¢isla vyrobené z vreca. Medzi nimi je aj ¢islo 3™ (pre lubvolné n). Kolko éisel vyrobenych z vreca
je od neho mensich? Uréite kazdé musi obsahovat len mensie mocniny ako 3". KedZe plati 3* > 371 4+37~24...430,
tak vieme, Ze mozeme zobrat Tubovolni skupinu mocnin mensich ako 3" a s¢itaf ich, ¢im dostaneme ¢islo vyrobené
z vreca mensie ako 3". Takjychto skupin (neprazdnych, nejaké ¢islo musime vybrat) vieme spravit 2™ — 1. Vzdy
dostaneme rézny sucet a preto ¢islo 3™ je 2™-té najmensie Kikine oblibené ¢islo. Za pomoci tejto ivahy sa vieme
prirodzene dopracovat k povodnému rieSeniu, alebo postupne priddvat mocniny trojky a zistovat kolké v poradi
mame cislo.
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Komentar: Par uzitoénych poznamok na zaver:

.....

sustave, popripade trikovo, prendsobenim oboch vyrazom zatvorkou (3—1) (neupravujte na 2), rozndsobenim
a upravenim.

e zAapis ¢isla v kaZdej ststave tak ako v desiatkovej, existuje prave jeden pre kazdé ¢islo (skuste si dokazat).

Uloha é&. 6: Na vecierku ziadny chlapec netancoval s kazdou dievéinou, ale kazdé dievéa tancovalo aspoii s jednym
chlapcom. Dokézte, Ze existuju také dva pary CD a C'D’, ktoré spolu tancovali, a pritom C netancoval s D' a C’
netancoval s D. Vieme pritom, Ze na vecierku sa zucastnili aspon dve diev¢ata a asporn dvaja chlapci.

RieSenie: (opravovali Filip a Miso T.)

Na zaciatok je vhodné vymysliet taky obrazok, tabulku, ..., v ktorej prehladne vidime, kto s kjm tancoval. D4 sa
to napriklad tak, e v jednom stIpci mame bodky znazoriujtce chlapcov a v druhom bodky znézorujice dievéata.
Ak pér spolu tancoval, tak spojime bodky zelenou ¢iarou a ak spolu netancovali, tak ich spojime ¢ervenou ¢iarou.
Pri citani si to urcite kreslite, inak vas zje hladna kacka.

Ulohu budeme dokazovat sporom. Predpokladajme preto, Ze na vecierku nebola ziadna dvojica parov spominanych
v zadani. Uvedomte si, ¢o to znamena na vasSom obrazku. Venujme sa na zaciatok niektorému dievcatu, urcite sa
potesi. Nazvime ju Alfamira a oznac¢me n pocet chlapcov, s ktorymi tancovala. Zo zadania vieme, Ze tancovala
s aspon jednym chlapcom, nazvime ho Alfonz. Venujme sa teraz pre zmenu jemu. Vieme, Ze Alfonz netancoval so
vsetkymi dievéatami. Nech Betamira je niektord dievéina, s ktorou netancoval. Pozrime sa, s akymi chlapcami na
vecierku mohla tancovat Betamira. Mohla Betamira tancovat s nejakym chlapcom (nazvime ho Miro), s ktorym
netancovala Alfamira? Ak by to tak bolo, tak by Betamira tancovala s Mirom a Alfamira s Alfonzom, pri¢om
druhé mozné dvojice by spolu netancovali. Toto je spor. Preto jedine chlapci tancuvsi s Alfamirou mohli tancovat
s Betamirou. Navyse Betamira netancovala s Alfonzom, ¢iZze tancovala s nanajvys n — 1 chlapcami.

Nazvime Bernard Tubovolného ¢loveka, s ktorym tancovala Betamira a zopakujeme rovnaké tivahy. Z nasho zdo-
vodnenia vySSie vyplyva, Zze Bernard tancoval s obidvoma zatial spomenutymi dievéatami. Preto existuje nejaka
Gamamira, s ktorou netancoval. Mozeme pouzit rovnakt ivahu ako vyssie. Namiesto Alfamiry uvazujeme Betamiru
a namiesto Alfonza Bernarda. Teda uvazujeme vSetkych chlapcov, ¢o tancovali s Betamirou, tych je najviac n — 1.
Potom vieme ukézat, Ze Gamamira tancovala s nanajvys n — 2 chlapcami. Tak pokracujeme aj dalej, dojdeme ku
Deltamire, ktord tancovala s nanajvys n — 3 chlapcami, ... Nakoniec dojdeme k tomu, Ze musi existovat nejakd
Omegamira, ktord tancovala s nanajvys n —n = 0 chalanmi. To je vSak spor so zadanim lebo vieme, ze kazda
diev¢ina s niekym tancovala. Preto nas predpoklad bol nespravny a tvrdenie zo zadania plati.

Iné riesSenie:

Uvedieme eSte iny sposob rieSenia. Vyuzijeme kItcovi myslienku z predoslého postupu (t. j. Ze nieco sa zmensuje)
a ukdzeme, ako sa d& napisaf Gsporné a elegantné riesenie.

Ulohu tiez dokazujeme sporom a navySe nech Alfamira je taka dievéina, ktora tancovala s najmenej chlapcami
(aspoti jednym). Nech je tychto chalanov n. To znamend, Ze ostatné diev¢iny tancovali s asponi n chlapcami.
Urobime presne taka uvahu ako na zaciatku. Uvedomte si, ze predchadzajici postup funguje bez problémov aj
v tomto pripade. Teda tiez prideme k tomu, Ze existuje nejaké Betamira, ktora tancovala s nanajvys n—1 chlapcami.
To je vSak spor s tym, ze Alfamira tancovala s najmenej chlapcami. Hotovo.

Uloha é&.7: Najdite vietky prirodzené éisla, ktoré st rovné tretine druhej mocniny sictu svojich Cislic.

RieSenie: (opravoval Bus, Lucka)
Zadanie tilohy Ziada néjst také prirozdené &isla n, ktoré splhaji

kde S(n) oznacuje ciferny sudet ¢isla n. Z rovnice vidime, ze ¢&islo S(n) musi byt delitelné tromi. Keby nebolo, ani
jeho druhd mocnina by nebola delitelna tromi a na pravej strane rovnice by sme nedostali prirodzené ¢islo. Teraz
by sme mohli skiisat S(n) = 3,6, ... a skimat ¢ ¢islo S(n)?/3 m4 ciferny sicet S(n). Ak dojdeme az po S(n) = 27,
urcite preverime vSetky mozné najviac trojciferné ¢éisla (tie maju ciferny stcet najviac 9+9+9 = 27) a dostaneme
riesenia n = 3,27,48. Co s viaccifernymi &islami? Lahko si dokaZeme, e §tvorciferné éislo spliajtice podmienku
zo zadania, neexistuje. Hodnota S(n)%/3 je zrejme najviicsia, ked je S(n) ¢o najvicsie. To nastane akurat pre
n = 9999, no 5(9999)%/3 = 432 je ,len“ trojciferné a preto pre ziadne $tvorciferné ¢islo dany vzfah neplati.
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stvorciferné ¢isla bude ciferny sucet prili§ maly na to, aby mohla mat Gloha nejaké dalsie riesenie. Takmer nikto sa
vsak tento fakt nepokusil poriadne dokézat. Inymi slovami, chceli by sme vediet, ¢i

S(n)?
3
plati pre vsetky asponl Stvorciferné ¢isla. Ozna¢me si k pocet cifier ¢isla n. Najmensie k-ciferné ¢éislo je 1081,
najviacsi mozny ciferny sudet k-ciferného cisla je zas 9k. Sta¢i ndm dokézat, zZe

n >

2
101 > @ = 27k2.

Mohlo by sa zdat, Ze tdto nerovnost ocividne plati, pretoze lava strana rastie exponencidlne rychlo a prava len
kvadraticky. Mozte si sktsit vypisaf hodnoty pre niekolko malych k a uvidite, Ze rozdiel medzi Tavou a pravou
ze nendjdeme aj dalsie také k? Dokézeme matematickou indukciou, Ze tato nerovnost plati pre k > 4 a tim bude
priklad vyrieSeny.

1° Pre k = 4 plati 10~ = 1000 > 432 = 27k?

2° Pre k > 4 mame indukény predpoklad 10*~! > 27k? a chceme dokézaf, ze plati 10 > 27(k + 1)2. Kedze
k > 4, bude uréite platif aj to, ze k2 > k a k* > 1. Toto spolu s indukénym predpokladom vyuzijeme pri
odhadoch

10°°1 > 27k2,
2.10Y > 2.27k% > 2. 27k,
101 > 27k% > 27.

Séitanim tychto nerovnosti a jednoduchou tipravou uz dostaneme nerovnost, ktorti sme chceli dokazaft

108 =10-10" 71 > 4. 10" > 27k + 2. 27k + 27 = 27(k + 1)2.

Uloha é&. 8: Katka minule po¢ula o novej logickej tilohe a chce sa o 1iu s ostatnymi podelit. Nech n je nejaké
prirodzené ¢islo. V tlohe je n(n+ 1)/2 farebnych kruzkov. Kazdy krizok je z jednej strany biely a z druhej strany
dierny. Kruzky su na zaciatku rozlozené do trojuholnika tak ako na obrazku (pripad pre n = 4). Na zadiatku je
niektory z krizkov otoCeny ¢iernou stranou nahor, ostatné si otocené bielou stranou nahor (na obrdzku sme si
zvolili lubovolny ako ¢ierny). V kazdom tahu je mozné si vybrat dva susedné kriizky a otocit naopak vsetky kruzky
na priamke, ktoru tieto dva krazky urcuju (mysli sa priamka urdend spojenim stredov tychto krazkov). Treba
zistit, pre ktoré n a pre ktort zaciato¢ni polohu (polohu ¢&ierneho kriizka na zaciatku) sa daji vSetky krizky otocit
¢iernou stranou nahor po konecnom pocte tahov.

RieSenie: (opravoval Myrec)

Najlepsie je zacat sa rovno hrat. Pre n = 2 vzdy velmi lahko vyhrame. Ak zvolite n = 3, rychlo zistite, ze ak ¢ierny
kriZzok nie je na zacdiatku vo vrchole, tak sa vam vyhrat nepodari. Ked sa podobné pozorovanie zopakuje aj pre
n = 4, zacina to byt podozrivé. Preto sa pokisime dokézat, Ze vyhrat sa ndm podari prave vtedy, ked zaciname
s ¢iernym krazkom v jednom z troch rohov (bez ohladu na n).

Zd4 sa, ze rohy trojuholnika budti mat pri dokazovani nejaki $pecidlnu tlohu. Vsimajme si, ako sa pri nasich tahoch
menia. Ak otd¢am nejakym krizkom v rohu, musim otacat nejaka priamku, ktort uréujia dva susedné krazky. To
znamen4, ze budem ot4cat cel stranu.! S kazdou stranou oto¢im krizky v dvoch vrcholoch. Ak na zadiatku mame
dierny kruzok vo vnutri, tak prvy raz, ked oto¢ime nejaki stranu, budeme mat v rohoch dva ¢ierne krizky a jeden
biely. Ked budeme druhykrat otdcat nejakd stranu, tak (v zavislosti od toho, ktort stranu otoc¢ime) sa ndm stav
v rohoch nezmeni (akurdt bude biely iny rohovy krazok), alebo sa vratime do stavu s troma bielymi krizkami
v rohoch. Tym padom nikdy nemézeme dostat tri ¢ierne rohové krizky a teda ani vyhrat. Vieme to odvovodnif aj
elegantnejsie: KedZe v kazdom fahu oto¢ime dve, alebo nula rohovych krizkov, tak sa ndm parita poc¢tu bielych
rohovych krazkov nemeni. (Premysli si.) Ak je ten pocet na zaciatku nepédrny, tak nikdy nemozeme vyhrat.

..... 7

Teraz staci zistit, ¢i vieme vyhrat, ak za¢iname s ¢iernym krazkom v rohu. Tato Cast je ddlezitd, ale vicSina z va
to uspesne zvladla. T1 ostatni si to mézu vymysliet a nakreslit sami. Ja eSte poradim, Ze to nie je nié zlozité a kazdy
krazok (okrem toho ktory bol ¢ierny od zacdiatku) oto¢ime préve raz.

Popisali sme vSetky pozicie, z ktorych sa d4 vyhrat. Tym je tloha vyriesena.

10 stranach trojuholnika uvazujem ako o krtzkoch, ktoré lezia na jeho stranach.
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Uloha ¢&.9: Nech n je prirodzené éislo, ktoré je aspori 3. Nech Ay, Ao, ... , A, st navzijom rézne podmnoziny
mnoziny {1,2,... ,n}. Dokédzte, ze vzdy existuje x € {1,2,...,n} také, ze ked z kazdej mnoziny Ay, As, ... , A,

odoberieme x, tak novovzniknuté mnoziny su tiez navzdjom rozne. (Ak sa x v niektorej z mnozin nenachddza, tak
tdto mnozina ostane rovnaka.)

Riesenie: (opravoval Ondro)

Ahojte, pohodlne sa usadte, ¢aké tu na véas rieSenie tilohy ¢islo 9, ktoré bude zalozené na dokaze sporom. Podstata
dokazu sporom spociva v tom, Ze znegujeme poévodné tvrdenie a nasledne predpokladame, Ze tato negacia plati.
Potom sa snazime z tohoto nového tvrdenia vyvodit nieco, ¢o je sporné (nap. 0 < 0). Ked sa ndm to podari, tak je
jasné, Ze jediny problém v celom uvaZovani bola v chyba v predpoklade. Preto nemdzZe platif znegované tvrdenie,
plati pévodné tvrdenie a tloha je dokazana.

Chceme dokazat: ,FEzistuje k € {1,2,...,n} také, Ze ked z kaZdej mnoZiny Ai, Aa,..., A, odoberieme k, tak
novovzniknuté mnoziny budd tieZ navzdjom rozne.“ Budene predkladat, Ze plati negacia: Pre kazdé k € {1,2,...,n}
plati, Ze ked z kazdej mnoziny odoberieme k, tak novovzniknuté mnoziny nebudi navzijom rozne. Cize pre kazdy
prvok k existuje dvojica roznych mnozin A;, A;, ktoré po odobrati prvku k budi rovnaké. Inak zapisané A, — {k} =
A; — {k}. Tieto dve mnoziny st rovnaké az na jeden prvok k, ktory sa v jednej mnozine vyskytuje a v druhej nie.
Porozmyslajte, preco je to tak. Sktsme zistitf, kolko je takychto dvojic mnozin (liSiacich sa iba jednym prvkom)
medzi mnozinami Aq, As, ..., A,. Uréite pre kazdé k existuje asponi jedna taka dvojica. Zaroven ziadne dve takéto
dvojice nemdzu byt uplne rovnaké.

Teraz si mdZzeme ukéazat, ako by to vyzeralo v reci grafov. Graf si moézeme predstavit ako nejaké vrcholy pospédjané
hranami. Medzi lubovolnymi dvoma vrcholmi je najviac jedna hrana a neexistuje hrana, ktora vuchédza z jedného
vrcholu a zéaroveni sa do neho vracia (slucka). Ohodnoteny graf bude taky, ktorého kazd4 hrana bude mat nejaké
dislo, ktoré udava jej ,,cenu®. Prikladom takého grafu je napiklad Zeleznién4 siet, kde vrcholy st mestd, hrany trate
medzi mestami a cena nejakej hrany je dlzka trate.

V naSom pripade budd vrcholmi grafu mnoziny A;, As, ..., A,. Dva vrcholy (dve mnoziny) budd spojené hranou
hodnoty k € {1,2,...,n} prave vtedy, ked po odobrani prvku k z tychto dvoch mnozin dostanem mnoziny, ktoré
buda rovnaké. Skuste si teraz nakreslif takyto graf pre nejaké mmnoziny, ktoré si sami vyberiete. V nasom grafe
sa urc¢ite nachadza aspoii n hran, kedze pre kazdé k € {1,2,...,n} existuje dvojica mnozin, ktoré buda po jeho
odobrati rovnaké. Mozu sa sice vyskytnit aj nejaké dalsie, ale to ndm nevadi. Vyberme pre kazdé mozné ohodnotenie
prave jednu hranu. Vybrali sme spolu n hran, pre kazda hodnotu 1,2, ..., n jednu. Teraz odstranme z grafu zvysné
hrany. Zostalo ndm n vrcholov pospajanych n hranami.

Ti, ¢o sa uz s grafmi niekedy stretli, by mohli o tomto grafe vediet nieo povedat. Totiz, ak mame graf s n vrcholmi
an hranami, tak uréite obsahuje cyklus.? Toto tvrdenie si za domécu tlohu dokaZte sami. TakZe existuje taky vrchol,
z ktorého sa mozeme nejakym cestovanim po hrandch op#f vratif naspét. Nech je ten vrchol nejakd mnozina A;.
Pohnime sa z neho po hrane s cenou k do nasledujiceho vrcholu cyklu. Mézu nastat dva pripady.

1) Prvok k z mnoziny A; ubudol (dostali smesa do mnoziny A; —{k}). KedZe sa opit vratime po niekolko krokoch
do mnoziny A;, musi niekedy tento prvok opét pribudnut. Prvok k ale moZe pribudnit alebo ubudnit iba na
hrane s cenou k. Tym paddom by museli byt v grafe aspon dve hrany ceny k, ¢o nie je moZné, pretoZe v grafe
je hrana kazdej ceny prave raz. Musi nastat druhd moznost.

2) Prvok k v mnozine A; nebol a po hrane ceny k do nej pribudol (dostali sme sa do mnoziny A; U {k}). Teraz
rovnako ako v prvom pripade vieme ukézat, Ze by v grafe museli existovat aspom dve hrany ceny k, ¢o ale
nemozu.

Zjavne musela nastat jedna z doch moznosti, ktoré sme rozoberali, ale my sme ukéazali, Ze ani jedna nastat nemoze.
TakZe sme dostali slibeny spor. Chyba bola v prvotnej tvahe, Ze plati negicia zadania. Preto musi platit to, ¢o
tvrdi zadanie. Tym je tloha vyriesena.

Komentéar: Skuste si eSte raz prejst celtl liniu dokazu a porozumiet jej. Najprv sme predpokladali, Ze plati nejaké
tvrdenie, potom sme ho nejako interpretovali v reci grafov. Vyslo ndm Ze keby platilo nase trdenie, tak dostaneme
spor (plati vyrok aj jeho negécia). Teda povodny predpoklad bol zly a teda musi platit jeho negacia. No a negacia
toho, ¢o sme predpokladali, je presne to, ¢o chceme dokézat.

Komentar ¢. 2: V tomto pripade nespravna negécia, ktord sa vyskytla vo vasich rieseniach vyzerala takto: Neexis-
tuje = také, ze ked ho odoberieme z kazdej mnoziny Aq, As, ..., A, tak novovzniknuté mnoziny budu tiez rozne.
Nespravna je preto, lebo tvrdenie, ktoré chceme znegovat mé tvar existuje x a ak plati vyrok A tak potom plati
vyrok B inak povedané Jx(A = B). Negéacia toho vvyzerd ale nasledovne Vz(A A B’), kde B’ znamend vyrok B
negovany. Teraz polahky overite, ze negécia s ktorou sme v rieSeni tlohy pracovali ma naozaj takyto tvar. (Staci si
len dosadif spravne vety za matematické symboly.) Nabudtce si davajte pozor.

2Cyklus je postupnost m réznych vrcholov v1,va,v3,...,vm takd, Ze v1 je hranou spojeny s va, v2 je spojeny s vs, ..., Um_1 je
spojeny s v, a nakoniec aj v, je spojeny s vi.
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Uloha é&.10: Bus ma rad modré skrinky. V kazdej modrej skrinke sa nachadza niekolko réznych prirodzenych éisel.
Bus povazuje modru skrinku za Specidlnu, ak z nej vieme vybrat Sest prirodzenych ¢isel, ktorych sucet je delitelny
Siestimi.

a) Nédjdite modri skrinku, taki Ze obsahuje desat ¢isel a nie je Specialna.

b) Ukazte, ze kazda modra skrinka s jedendstimi ¢islami je Specidlna.

RieSenie: (opravoval Bebe)

a) Podme sa hned vrhntt do hladania takejto skrinky. Vyskt§ajme najskor takd, v ktorej budi len ¢isla delitelné
Siestimi. T4to zjavne nevyhovuje, ved Tubovolnd Sestica ¢éisel z nej robi Specidlnu skrinku. Takyto nedspech nés
vSak nemoze odradit. Prave naopak. Uz vieme, Ze v neSpecidlnej skrinke musi byt menej ako Sest ¢isel delitelnych
Siestimi. Nech je ich napriklad pif. K nim zoberme este pét ¢isel, ktoré dédvaja po deleni Siestimi zvySok 1. Je této
skrinka Specidlna? Najskor si uvedomme, Ze na to, aby bolo ¢islo delitelné Siestimi, musi mat zvySok po deleni
Siestimi rovny nule. V nagej skrinke vSak takyto zvySok dosiahnut nevieme. Najmensi dosiahnutelny zvySok je
totizto 1. Ten dostaneme tak, %e vezmeme pit ¢isel delitelnych Siestimi a jedno, ktoré déva zvySok 1. Naopak
najvicsi mozny zvysok moze byt 5 (porozmyslaj, aké éisla vybraf). To znamend, ze zvySok 0 po deleni Siestimi
nevieme dosiahnut a teda Ziaden stucet Siestich ¢isel z nasej skrinky nemoze byt delitelny Siestimi. Prikladom takejto
skrinky je {6,7,12,13,18,19, 24,25, 30,31}.

b) Vyuzijeme, Ze ¢islo 6 je zloZené a budeme sa najprv zaoberat paritou a potom delitelnostou tromi. Takyto
pristup ndm uSetri mnohé strany. Rozdelme si ¢isla v nasej skrinke na dve skupinky - parne a neparne. Kedze ¢isel
je neparny pocet (11), v préve jednej skupinke je neparny pocet ¢isel. Preto jedno ¢islo z tejto skupinky vynechame
a ostatné poparujeme vramci svojich skupiniek. Takto dostaneme pit dvojic éisel s peknou vlastnostou, Ze sudet
vramci kazdej dvojice je parny. KedZe Sestka je parne ¢islo, moze byt zvySok po deleni Siestimi kazdého z tychto
stuctov rovny jednému z &isel 0, 2 alebo 4. Teraz si staci uvedomit, ze ak sa niektory z tychto zvyskov vyskytuje
aspon trikrat, tak staci zobraf prislichajicich Sest éisel (¢ize tri dvojice) a tie maja sucet delitelny Siestimi. (Opit
si to premysli!) Ak tomu tak nie je, tak sa kazdy zo zvyskov 0, 2, 4 vyskytuje aspoii raz. To vSak znamend, ze ak
si vyberieme pre kazdy zvysok jednu dvojicu, ktord ma v stucte tento zvysSok po deleni Siestimi, tak sme hotovi. To
preto, lebo tjchto Sest ¢isel méa zvySok 0 + 2 + 4 = 0 po deleni Siestimi, ¢o sme chceli.

Komentéar: Ak vas nadchla myslienka dokazu Gasti b), mozete si pokusit tato tlohu zovSeobecnit a skusit dokazat
tak. Namiesto Cisel 6 a 11 si do zadania vlozte n a 2n — 1. Takyto vSeobecny priklad sa vyskytol v prvej zimej sérii
gamy v roku 2005/06 (vzorové rieSenie na http://kms.sk/vzoraky.php?s=1&t=2zim&r=2005).

Uloha é&. 11: Ist4 organizécia ma n ¢lenov an+1 trojélennych vyborov (n > 5), z ktorych Ziadne dva nemaji troch
rovnakych ¢lenov. Dokézte, Ze vidy vieme néjst dvojicu vyborov, ktoré maji spoloéného prave jedného ¢lena.
Riesenie: (opravoval Skre¢ok)

(Podla Ladislava Baca a Andrey Chlebikovej.) Budeme postupovat sporom. (Pekné vysvetlenie principu dokazu
sporom néjdete vo vzordku deviatky.) Nech nie je pravda, Ze tvrdenie zo zadania plati pre kazdé prirodzené n > 5.
My si zoberme najmensie také n, pre ktoré neplati. Plati teda opak, Ze existuje n ¢lenov v n + 1 vyboroch tak,
7e kazda dvojica vyborov bud nema spoloénjch &lenov alebo mé prave dvoch spoloénjch ¢lenov. Uplne rovnaké
vybory vylucujeme, pretoze je to tak v zadani a jedného spolo¢ného ¢lena zakazujeme kvéli sporu.

V n+ 1 trojélennych vyboroch je dohromady 3n + 3 ¢lenov, niektori zaratani aj vickrat. Mame iba n ¢lenov, preto
z Dirichletovho principu dostavame, ze urcite existuje ¢lovek, ktory je ¢lenom aspon Styroch vyborov. Oznac¢me si
tohto ¢loveka ako A. Skiimajme, ako tieto vybory mozu vyzerat.

Vezmime si nejaky vybor, ktorého ¢lenom je A a oznacme si jeho dalsich ¢lenov ako B a C. Ako sme povedali, A
je okrem toho ¢lenom aspon dalsich troch vyborov. Kedze sme si zakazali prave jedného spolocéného ¢lena dvojice
vyborov, v kazdom z tychto zvy$nych vyborov musi okrem A byt aj B alebo C (ale nie obaja).

Skasme najprv situéciu, ze by tymto spoloénym ¢lenom bol aj B aj C'. Tri vybory by teda bez ujmy na vSeobecnosti
mohli byt ABC, ABD a ACD (¢len D musi byt v oboch pridanych vyboroch, inak by mali iba jedného spolo¢ného
¢lena A). K tymto trom este potrebujeme vytvorit miniméalne $tvrty vybor obsahujici A. Co o iom vieme povedat?
Musi obsahovat okrem A aj jedného ¢lena z dvojice B, C. Situicia je symetrickd, povedzme Ze je to B. Ostéava treti
¢len, C ani D to byt nemoze, inak by sme tam mali dva identické vybory ABC resp. ABD. Ale to je potom spor
— tento vybor by mal s vyborom ACD iba jedného spolo¢ného ¢lena. Tadialto cesta nevedie. ..

Zatial sme zistili, ze vSetky vybory obsahujtce ¢lena A musia mat okrem neho jedného spoloéného ¢lena, bez ujmy
na vSeobecnosti ¢lena B (nemdze to byt aj B aj C). Oznaéme si pocet tychto vyborov obsahujtcich dvojicu AB
ako k, kde k > 4, pretoze vybory obsahujice A st aspon $tyri. Ostatni ¢lenovia tychto k& vyborov musia byt rozni,
pomenujme si ich X1, Xo, ..., X;. Pozorny citatel si uréite v§imol, Ze toto je mozné iba pre n > 6, pre n = 5 sme
tymito ivahami tvrdenie vlastne uz dokazali. Ziadny &lovek X; pre 1 < i < k uz nemdze byt ¢lenom ziadneho iného
vyboru. Ak by bol, musel by mat tento vybor s vyborom ABX; spoloénych dvoch zndmych, teda okrem X; aj A
alebo B. AvSak vSetky vybory obsahujice A sme uZ popisali ako ABX;, ABX,,..., ABy, preto by to musel byt
spoloény ¢len B. Takze by sme mali nejaky vybor BX,Y, ten ale musi mat dvoch spolo¢nych znamych aj s ABX
pre i # j. LenZe z toho dostavame, Ze nutne A =Y a vybor BX,;Y je totozny s péovodnym ABX;. Dokézali sme,
ze X; nemoze byt pre ziadne 4 ¢lenom iného vyboru nez ABX;.

Ak sa bystrym okom a umom zadivame na to, ¢o sa ndm uz o Strukttire vyborov podarilo zistit, zistime, ze k + 2
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ludi A, B, X1, Xa,..., Xy je izolovangch od zvysku, maji svojich k vlastnych vyborov (do cudzich zdlezitosti sa
nemie$ajt). Inak povedané, ziadny zo zmienenych ludi nie je ¢lenom nejakého vyboru, ktory by mal nejakych inych
¢lenov nez niekoho spomedzi spominanych k42 Iudi. A mame tam my vobec este nejaké iné vybory? Ano, lebo k je
najviac n — 2 (kvéli poc¢tu ludi n) a do celkového poétu n+ 1 vyborov nam este nieco uréite zostava. Tato skupina
izolovanych Tudi spliia samostatne vSetky potrebné podmienky, preto si ju odtial mézeme odmyslief. Ostalo nam
n—(k+2)=n—k—2Mudia(n+1)—k=n—k+1vyborov.

Podla predpokladu hore sme si povedali, Ze n je najmenSie mozné, pre ktoré tvrdenie zo zadania neplati. Pre
n—k—2<nludian—k—1vyborov (a tym skor aj pre n — k+ 1 vyborov) tvrdenie zo zadania preto musi platit,
najdeme tam dvojicu vyborov, ktoré maju spoloéného prave jedného ¢lena. Lenze potom to musi platit aj pre n,
pretoze najdend dvojica pre n — k — 2 Tudi a n — k — 1 vyborov je dobrou dvojicou aj pre n Iudi a n + 1 vyborov.
No a to je spor s predpokladom, ze pre n uz tvrdenie zo zadania neplati.

M4 to ale eSte jeden hacik. Moze sa totiz stat, Ze po odobrati nasej izolovanej skupiny, teda pri zniZeni poc¢tu Tudi
a vyborov na n — k — 2 resp. n — k + 1, ndm klesne hodnota n — k — 2 pod 5, éim stratime moznost urobit to ¢o
hore (lebo podla zadania mame dolné obmedzenie 5 na poéet udi). Tento hacik sa da rychlo odbavit jednoduchym
argumentom — pri po¢te Tudi Styri a menej uz nejde urobit tolko vyborov, kolko potrebujeme. Podrobnosti si skiiste
premyslief sami. Hotovo, moZeme sa vrhnat sa vzoraky Gamy.

Komentar: Gratulujem vSetkym, ktori sa s tymto prikladom tspesne popasovali. Ako vidno zo vzoraku, v podstate
neboli potrebné ziadne velké vedomosti (narozdiel od niektorych inych jedendstok), stacilo sa chvilu pohrat so
struktarou vyborov, a nejaky ten spor alebo dobry argument bol na svete. . .

Uloha &. 12: Do stvordéekov nekonecéného Stvoréekového papiera sit vpisané realne ¢isla. Dané st dve Sablény zlo-
Zené z kone¢ného poétu stvoréekov. Tieto Sablony mézeme posiivat pozdlz ¢iar na Stvoréekovom papieri, nemenime
vSak ich orientéciu. Vieme, Ze ak prvi Sablénu prilozime na lubovolné miesto, stcet ¢isel na polickach, ktoré za-
kryva, bude kladny. Dokazte, ze existuje také umiestnenie druhej Sablony, zZe sucet cisel na polickach, ktoré zakryva,
je tiez kladny.

Riesenie: (opravoval Ondrac)

Najprv si dohodneme nejaké rozumné znacenie. Stvoréeky nekonecného stvoréekového papiera vieme reprezentovat
ako usporiadané dvojice (a,b), kde a,b € Z. Mnozinu vSetkych takjchto usporiadanych dvojic bezne znac¢ime Z2.
Na takychto dvojiciach si mézeme dodefinovat kdejaké operacie, napriklad séitovanie. Ak x,y € Z?2, tak vieme, Ze
x = (a1,b1), y = (az,b2) a tieto dvojice budeme séitovat ako vektory:  + y = (aj + as, b1 + by). Takto definované
s¢itovanie zabezpeci vztah = +y = y + x pre vietky dvojice x,y € Z2.

Polozme do roviny prvi sablénu Iubovolne. Nech zakrjva poli¢ka x1, xa, ..., &, € Z2. Aké policka bude zakryvat,
ked ju posunieme inam (a zanechdme orientéaciu)? Zrejme to buda x; + z, xo + x, ..., ¥, + = pre nejaké x € Z2.
Policko = tu chapeme hlavne ako dvojicu ¢isel, o ktoré posunieme prvé a druhé stradnice policok Sablony.

Vieme, zZe v kazdom Stvoréeku je nejaké redlne éislo. Matematicky to moézeme popisat tak, ze mame dand funkciu
f :Z? — R. Hodnota na $tvoréeku x € Z? bude f(z). Predpokladame, Ze pre lubovolné posunutie prvej Sablény je
stdet stvoréekov, o zakryva, kladny. V nasom znadeni to znamen4, ze pre kazdé x € Z? plati

n

Zf(mi +z)>0. (1)

i=1

Teraz zapojime druht Sablénu. Nech pri nejakom polozeni do roviny zakryje Stvorceky yi1, ya, ..., Ym, ktoré sa
prvkami Z2. Za vyuZitia predpokladu o prvej $abléne chceme dokézat, Ze tito Sablénu vieme umiestnit tak, aby
zakryvala kladny stcet. Sktisme dosadzovat y1, y2, - .., Ym za x do (1). Dostdvame nerovnice tvaru

n

Zf($i+yj) > 0,

i=1

pre j = 1,2,...,m. Ich séitanim cez vSetky mozné j dostaneme

>

j=11i

flxi +y;) > 0. (2)
1

n
Rovnica (2) ndm velmi pomédze vdaka svojej symetrii. MoZeme vymenit poradie sim (premyslite si) a ziskame
n m

Z f(yj+$i) > 0.
1

i=1 \j=
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Vyraz v zatvorke je stcet policok, ktoré zakryje druhd Sabléna pri posunuti o z;. KedZe séitujeme n takjchto suctov
a vysledok je kladny, musi existovat také k € {1,2,...,n}, Ze

Zf(yj+:ck)>0

Jj=1

a preto existuje umiestnenie druhej Sablény, ktoré zakryva kladny stcet. A to sme chceli dokéizat.

Komentar: Vicsina vasich rieseni zakladala na myslienke, ze prva $blénu poloZime na vSetky mozné miesta v rovine
a séitujeme kladné sacty policok, ktoré zakryva. Toto modzeme spravit a ako stéet dostaneme bud koneéné éislo,
alebo nekoneéno. Dokonca mozeme sucty poliok, ktoré zakryva Sabléna, séitovat v Tubovolnom poradi. V dalsom
kroku ste predelili toto ¢islo po¢tom policok Sablény a prehlasili to za stucet vSetkych policok na papieri. A presne
toto sa ned4 spravit. Predstavte si, Ze by sme na policka (a,b) také, Ze a + b je parne, umiestnili ¢islo 1. Potom by
sme si zvysné policka usporiadali do postupnosti a davali do nich postupne ¢isla

1 1 1 1
- -1, =-1, =—-1, ..., ——1, ...

2 22 23 2n

Ak si zoberieme prva Sablénu v tvare Stvoréeku 2 x 2, tak hocikam tato Sablénu umiestnime, dostaneme kladny
stcet. Tieto sucty mozeme dokonca vSetky s¢itat a dostaneme 4. A teraz sa zamyslime, ¢o je stcet vSetkych poli¢ok?
Ako by ste ho definovali? Je to nieco ako s¢itovat rad

1—1+1—-1+41—1---

V nasom pripade neméame ani takéto pekné usporiadanie.
Ponaucenie: Nezahravajte sa s nekone¢nom! :)

Uloha ¢&.13: Do polynému z'° + agz® + agx® + --- + ayx + 1 dvaja hraci striedavo dopliiajii realne koeficienty.
Ak nakoniec polynom nema ziadny realny koren, vyhrava prvy hrac. Inak vyhré druhy hrac. Pre ktorého hraca
existuje vyhernd stratégia? Popiste ju. (Prvy hrac¢ zacina.)

Riesenie: (opravovala Hanka)

(Riesenie podla Josefa Tkadleca.) Ukézeme, Ze druhy hra¢ dokéze zariadit, aby dany polyném P mal redlny koreri.
Sta¢i mu na to, aby pre nejaké redlne ¢islo ¢ bolo P(c) < 0. Polyném je totiz parneho stupiia, takze pojde do
plus nekone¢na ked budeme velmi zmensovat, alebo velmi zviéSovat vstupni hodnotu. Okrem toho je to spojita
funkcia, preto ak niekde nadobuda kladn(i hodnotu a inde zapornt, tak niekde medzi nimi urcite lezi nejaky koren.
Tak podme k stratégii. Mame 9 koeficientov, ktoré treba doplnit - 4 pri parnych mocninich a 5 pri neparnych.
Pocas prvych Siestich tahov doplni druhy hraé vzdy koeficient pri nejakej mocnine x opacnej parity ako doplnil
prvy hréé. V siedmom fahu mé teda prvy hrac na vyber jeden koeficient pri parnej mocnine a dva pri neparnych
mocninéch. Riesenie dalej zavisi od vyberu prvého hréca.

1. Nech si vyberie jeden z dvoch koeficientov pri neparnych mocnindch. Potom druhy hra¢ doplni koeficient pri
péarnej mocnine tak, aby sucet vSetkych koeficientov pri parnych mocninich bol 0. Co tym dosiahol?

P(l) = 14+a9+as+ar+...aa+a3+1
P(—l) = 1—a9—|—a8—a7+...a2—a1+1

Séitanim tychto dvoch hodnot P(1) a P(—1) dostaneme

P(1)+P(-1)=2(14+as+as+as+a2+1)=0,

lebo posledny koeficient pri parnej mocnine sme vhodne vybrali, aby tento stucet bol nula. Vidime, Ze aspon
jedna z hodnét P(1) a P(—1) bude mensia resp. rovna nule a teda P bude mat redlny korefi. (Bez ohladu na
to, ¢o vyplni v poslednom fahu prvy hraé.)

2. Teraz predpokladajme, ze si prvy hrac¢ vyberie koeficient pri parnej mocnine a druhému ostanti na vyber uz
len dva pri réznych neparnych mocninach. Urobime podobny trik ako predtym, len bude trochu zlozitejsi.
Polyném P mézeme po siedmom tahu napisat v tomto pripade ako P(z) = Q(x) + a;z" + a;27, kde a; a a;
st zostavajice neur¢ené koeficienty, pri¢om 4, j st neparne éisla, ¢ > j. Skiimajme hodnotu P(2) a P(—1).

P2) = Q(2)+a;2" +a;2
P(-1) = Q(-1)—a;—aq,
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Teraz vynasobme druhti rovnicu ¢islom 27, s¢itame ich a dostaneme

P(2) +27P(—1) = Q(2) + 2/Q(—1) + a;(2" — 27).

Ked sa na to poriadne pozrieme vidime, ze koeficient a; vie druhy hra¢ vybrat tak, aby prava strana bola
rovné nule. TakZe opét dostaneme, Ze bud P(2) alebo P(—1) je mensie alebo rovné nule.

Tym sme dokézali, ze vzdy vyhra druhy hrac.

Uloha ¢&.14: Na zjazde matematikov sa stretlo 12k tcastnikov a kazdy z nich sa pozdravil s prave 3k + 6 inymi
matematikmi. Pre kazdii dvojicu zucastnenych je pocet Iudi, ktori pozdravili oboch, rovnaky. Kolko ludi sa stretlo
na zjazde? (Pozdravovanie je symetrické.) Pre tento pocet popiSte pripad, kedy této situdcia nastédva.

Riesenie: (opravoval Ondrac)

Vieme, ze pre kazda dvojicu matematikov je pocet tych, ktori sa pozdravili s oboma, rovnaky. Ozna¢me tento pocet
[. Vezmime si lubovolného matematika a ozna¢me ho M. Vieme, ze M sa pozdravil s 3k + 6 matematikmi a kazdy
z nich sa pozdravil s 3k 4+ 5 matematikmi réznymi od M. To je spolu (3k +6)(3k + 5) matematikov, niektori zrejme
zardtani viackrat. Kazdy matematik B je v tom poéte zaratany préave tolkokrat, kolko existuje matematikov C,
ktori sa pozdravili s A, ale aj s B, ¢o je podla zadania presne [. Tym dostavame vztah

(3k 4 6)(3k + 5) = (12k — 1)l (3)

Aby [ bolo prirodzené musi 12k — 1 delit (3k + 5)(3k 4 6). Kedze 12k — 1 nie je delitelné prvocislom 3, tak musi
delit dokonca (3k + 5)(k + 2) = 3k? + 11k + 10. To vieme napisat aj ako

(12k — 1,3k? + 11k + 10) = 12k — 1, (4)

.....

(12k — 1,3k + 11k +10) = (12k — 1,12k? + 44k + 40) =

(
(12k — 1,45k + 40) =

(12k — 1,180k + 160) =

(12k — 1,175).

Aby bolo splnené (4), musi 12k — 1 delit ¢islo 175. Overenim delitelov 175 = 52 - 7 zistime, Ze vyhovuje jedine 35
a preto k = 3. Z (3) dostavame [ = 6.

Dokézali sme, Ze ak dan situacia mohla nastat, tak sa stretlo 36 matematikov, kazdy sa pozdravil s 15 matematikmi
a pre kazdu dvojicu existuje prave 6 matematikov, ktori sa pozdravili s oboma. Takyto pripad naozaj moze nastat.
Poskytneme vdm névod, ako ho skonstruovat. Detaily si uz premyslite sami.

KedZze matematikov je taky pekny pocet (Stvorec), reprezentujme si ich ako usporiadané dvojice éisel (a,b), kde
a,b€{0,1,2,3,4,5}. Takychto dvojic je presne 36 a tito mnozinu matematici zvyknti oznacovat Z2. Je to mnozina
usporiadanych dvojic zvyskov po deleni 6. (Mnozina Zg je mnoZina zvyskov po deleni 6.) S takymito dvojicami
mozeme robif kdejaké veci. Napriklad si mozeme definovat séitovanie po zlozkich, teda ak (x1,v1), (2,y2) € Z2
definujeme (21, y1) + (z2,y2) = (1 + 22, y1 +y2). Co sa stane ak napr. x1 + x5 > 5? Jednoducho zoberieme zvysok
71 + 29 po deleni 6. Akoby sme stale pracovali len so zvyskami.? Teraz si zoberme lubovolného matematika (a, b)
a nechajme ho pozdravit sa s matematikmi

a,b) + (k,0) prek € Zg,k #0

a,b) + (0,k) prek € Zg,k £0
(a,b) + (k, k) prek € Zg, k # 0.

S~ o~

Na vés este zostava overit par faktov:
1. Ak sa matematik (a,b) pozdravil s matematikom (c,d), tak to plati aj naopak.
2. Kazdy matematik sa pozdravil s prave pédtnastimi inymi matematikmi.
3. Pre kazdych dvoch matematikov existuje prave 6 matematikov, ktori sa pozdravili s oboma.

Dékaz tychto tvrdeni sa d4 urobit formélne, ale aj pomocou pekného obrazku. Nakreslite si mnozinu ZZ ako §tvorec
6 X 6 a vyznacte si, s kym sa podla nasho predpisu pozdravi nejaky matematik. Potom by malo byt uz vSetko jasné.
Ak sa cheete dozvedief viac, ¢itajte forum o prikladoch na stranke kms.

3Pre ujasnenie par prikladov: (2,5) + (2,4) = (4,3), (1,2) + (5,4) = (0,0)
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kategoria BETA

Vysledkova listina

Por. | Meno Roé Skola ko | ks 6|7|8|910|11 s | >
1. Chlebikova Andrea 2. Brighton UK 4 1 9191919198 45 | 45
1. Kossaczky Igor 4. Gamca BA 7 2 9191919 9 45 | 45
3. Bosak Radomir 4. Gamca BA 7 2 916 (819819 43 | 43
3. Tkadlec Josef 4. GJK PH CR 7 5 91919719 43 | 43
5. Sladek Filip 3. GAB NO 6 5 819|988 42 | 42
6. Csiba Peter 4. SPMNDG BA | 9 5 8191978 41 | 41
6. Kossaczky Pavol 3. Gamca BA 4 0 91719 7 41 | 41
8. Kovaé Jakub 4. GCM NR 5 1 916|9|2|6|6 36 | 36
8. Midlik Adam 3. GJAR PO 6 2 815[9(9(4)|5 36 | 36
8. Pavlik Toméas 4. GJK PH CR 4 0 91719 |6|5]|4 36 | 36
11. | Herencsar Albert 4. Gmad GA 7 3 71919191 35 | 35
11. | Muthova Denisa 2. GbTR ZA 5 0 91619 2 35 | 35
11. | Vecerik Matej 2. SPMNDG BA | 5 1 919|9|1]2]|6 35 | 35
14. | Csiba Dominik 2. SPMNDG BA | 5 1 916 |91|7|3 34 | 34
14. | Hojcka Michal 4. GKom PE 11| 6 719111819 34 | 34
14. Le Tuan Anh 2. Gamca BA 6 1 91619119 34 | 34
17. | Konec¢ny Jakub 3. Gamca BA 9 5 6191981 33 | 33
17. | Kova¢ Ondrej 2. GCM NR 5 1 916|916 3 33 | 33
19. | Sormanova Maria 2. SPMNDG BA | 4 | 0 616]9]1]2 32 | 32
20. | Kozadk Andrej 2. Gamca BA 6 1 916|907 31|31
20. | Szabados Viktor 2. Gamca BA 6 1 916|9|1]|6 31|31
22. | Kukan Marek 3. Gamca BA 5 1 119]9]9|2 30 | 30
22. | Majdi§ Mojmir 3. GPOH DK 6 1 71819 115 30 | 30
24. | Haas Emil 4. Gamca BA 9 2 8|8 1139 29 | 29
25. | Krejéir Andrej 3. GVBN PD 4 0 6|9 4 28 | 28
25. | Styrakova Kamila 3. GPOH DK 8 2 91619 212 28 | 28
27. Baco Ladislav 3. GPos KE 9 5 719 219 27 | 27
27. | Gregor Viktor 3. GSkol PB 6 1 916|192 1 27 | 27
27. | Sabatovi¢ova Linda 2. GJH BA 5 0 916 3 27 | 27
30. | Dresslerova Anna 2. GJH BA 3 0 619 2 26 | 26
31. | Bachraty Martin 3. GVO ZA 9 5 819|107 25 | 25
31. Eiben Eduard 4. GPos KE 9 6 8191134 25 | 25
31. | FarSang Stefan 2. SJG KN 3 0 11618 2 25 | 25
34. | Baranova Jana 3. GAlej KE 6 1 916|900 24 | 24
34. | Mojzisova Hana 2. GJH BA 4 0 71412 2 24 | 24
36. Coculova Zuzana 3. GPos KE 7 1 91419 1 23 | 23
36. | Karaskova Natalia 3. Gamca BA 9 4 619|125 23 | 23
36. | Kubincova Petra 2. SPMNDG BA | 5 0 3|4 512 23 | 23
36. | Ziman Michal 3. GBST LC 7 1 9192121 23 | 23
40. | Hozza Jan 2. GJH BA 4 1 919|112 21 | 21
40. Kuklisova Nina, 4. GMet BA 8 1 213191143 21 | 21
40. Peitl Tomas 3. SPMNDG BA 8 3 91913 21 | 21
43. Hlavata Martina 2. Gamca BA 6 1 2169112 20 | 20
43. | Masar Juraj 2. GBil BA 4 0 1169 2 20 | 20
43. Palenik Juraj 2. SPMNDG BA 4 1 61923 20 | 20
43. Vavrik Boris 2. GJH BA 4 0 1|6 11114 20 | 20
47. Gurican Pavol 2. Gamca BA 6 1 719 12 19 | 19
47. | Harlenderova Alena 1. Olomouc CR 1 0 1|6 313 19 | 19
49. | Bogar Jan 3. GLS TN 8 2 619|11]1 18 | 18
49. | Bohinikova Alzbeta 2. Gamca BA 6 1 11619 2 18 | 18
49. | Jursa Jakub 4. GAlej KE 12 | 5 6|9 3 18 | 18
49. | Topfer Jakub 4. GJK PH CR 5 3 619|11]1 18 | 18
49. | Ukrop Martin 3. GLS ZV 1 2 71415 18 | 18
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Por. | Meno Roé& Skola k, [ ks[5 [6]7][8]9]10[11 s [ >
54. | Bogarova Zuzana 2. GLS TN 1104 661 17 | 17 |
54. | Hajdinova Katarina 2. GJH BA 5 1 419 4 17 | 17
54. | Matejovicova Lenka 4. GJH BA 12 | 8 51912 17 | 17
57. | Dizova Andrea 2. GKom PE 5 1 01519 1|1 16 | 16
57. | Santer Jakub 2. GMH Trstena | 4 0 |88 16 | 16
59. Hajdin Michal 4. GJH BA 7 2 11612 214 15 | 15
60. | Dvorak Daniel 4. Trutnov CR | 4 | 0 116 1124 14 | 14
60. | Hutér Peter 2. Gamca BA 3 0191|2101 ]|1]1 14 | 14
60. | Phuong Mariana 2. GJH BA 4 0 |38 6 14 | 14
60. Rigdova Emilia 3. GKuk PP 6 1 319 2 14 | 14
64. Machac¢ Juraj 2. GJH BA 4 0190|1212 13 | 13
64. Muzik David 1. GChD PHCR | 3 1 21610 114 13 | 13
66. Hagara Michal 3. GJH BA 8 5 119 1 11 | 11
66. Hezelyova Slavka 2. SPMNDG BA | 4 019120 11 | 11
66. Lessova Livia 2. GPar NR 4 0 |5|0|6 11 | 11
69. | Bartko Matus 2. GLS TN 2 02015 0 0 77
70. | Bendova Lenka 4. GJH BA 7 1 4 2 6 | 6
kategoria ALFA, Bratislava
Por. | Meno Roé Skola k,, 234|567 >
1. Bohinikova Lucia 1. Gamca BA 2 8191919 6 41
2. Vlachynska Petra 1. GBil BA 2 91819 4|5 35
3. Belanova Michaela 1. SPMNDG BA | 2 51913 |8]|7 32
4. Zakovskéa Ursula 1. Gamca BA 2 61819810 31
5. Recka Marek 1. 1SG BA 1 118 17
6. Dresslerova Anna 2. GJH BA 3 9 6 15
7. Hutar Peter 2. Gamca BA 3 911 |2 12
8. Langer Toméas 1. GJH BA 1 5 5
kategoria ALFA, zapad
Por. | Meno Roé Skola ko, [1]12(3]|4|5|6|7|p]|>
1. Hornak Marian 1. GPar NR | 2 9151919719 43
2. Svandara Patrik 1. GLS TN 2 91911919 6 42
3. Koprda Pavol 1. GAMTT | 2 7191919 6 40
4. Kosec Peter 1. GLS TN 2 619(9]9|2|6 39
5. Farsang Stefan 2. SJG KN 3 919(8|1/|6 33
6. Baxova Zuzana 1. GLS TN 2 119198 5 32
7. Pappova Danica 1. GLS TN 1 19|5|/8|0|0]1]6 29
8. Simkova Maria 3. GJF Sala | 3 9119|126 27
9. Mari§ Andrej 1. PiarGNR | 1 | 6 916 112 24
10. | Rajchlova Barbora 3. GJab MY | 3 9 9 2 20
11. | Sedlackovéa Lenka 2. GPdC PN | 2 912|003 15
12. | Plo¢ekova Andrea 2. GPdC PN | 2 411]1]0|0/|3 9
13. | Bartko Matus 2. GLS TN 2 21015 7
kategoria ALFA, stred
Por. | Meno Roé Skola k,, 2134|567 >
1. Vliéek Andrej 1. ESSEGJT LM | 2 6191919 8 41
2 Galovicova Soria 1. GVO ZA 3 91919 6 33
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Por. | Meno Roé Skola k, |1 3[4][5]6 pl>
3. | Anderle Michal 2. GBST LC | 3 91992 32 |
3. Santrové Adriana 1. GMH Trstend | 2 919|181 32
5. Halajova Barbora 1. GVO ZA 3 5199|116 30
5. Jasenc¢akova Katarina 1. GVO ZA 3 919|5|1|6 30
5. | Rybar Andrej 2. GJGT BB | 3 998 1 30
8. Jackova Dominika, 2. GJGT BB 2 91319015 26
9. Bualik Martin 2. GJGT BB 2 11914 3 17
10. Makuch Matej 2. GJGT BB 3 1/1]9 3 14
11. | Plavak Dusan 2. GMH Trstena | 2 7 8
12. | Kajanek Frantisek 1. GJMH CA 2 1 1 4
12. | Kubisova Barbora 1. GJGT BB 2 0 4

kategoria ALFA, vychod
Por. | Meno Roé Skola | k, 2[3[4[5][6[7T[p][>
1. Dupej Peter 1. GJAR PO | 2 9191919 6 42
1. Marecakova Barbora 1. GKuk PP | 2 919199116 42
3. Danildkova Monika 1. GJAR PO | 2 919|918 6 41
4. Klembarové Barbora 1. GKuk PP 2 913|819 6 35
5. Fagulova Kristina 1. GPos KE | 3 91919 6 34
6. Lami Jozef 1. GPos KE 2 5181919 0 32
7. Kmetovi Katarina 1. GKuk PP 2 51715 1 19
Vysledkova listina
kategoria GAMA
Por. | Meno Ro¢ skola 10 |11 |12 |13 |14 | p | >
1. Bachraty Martin 3. GVO ZA O] 71010 49
2. Bosak Radomir 4. Gamca BA 8 9 7 7 4 62
3. Csiba Peter 4. SPMNDG BA | 7 8 7 0 4 106
4. Hojcka Michal 4. GKom PE 8 9 0 34
5. Konecény Jakub 3. Gamca BA 8 1 0 60
6. Kovaé Jakub 4. GCM NR 6 6 0 0 2 57
7. Tkadlec Josef 4. GJK PH CR 7 9 0 7 4 102




