Koreépondenénjf Matematick}'f Seminér

Vzorové rieSenia 2. série letnej dasti KMS 2008/2009

Oznam: Pozor, vo vytladenych zadaniach 3. série si1 vietky terminy chybné. Spravne maji byt
o tyzden skor (tak ako v kalendéari na stranke).

Uloha é&.1: Dané je kruznica k s priemerom AB. V rovine kruznice k lezi bod C taky, Ze trojuholnik ABC je
ostrouhly. Zostrojte kolmicu z bodu C na tsecku AB len pomocou ceruzky a pravitka. Pravitko nemd mierku
a nedaju sa nim robit kolmice, len rysovat rovné ¢iary. Nezabudnite dokdzat, Ze skonStruovana priamka je naozaj
kolmica z C' na AB.

Riesenie: (opravovala Stanka)

Priamka BC' pretne kruznicu k v dvoch roznych bodoch, lebo uhol ABC nie je pravy. Priese¢nik rozny od B
ozna¢me P. Podla Télesovej vety je uhol APB pravy, lebo AB je priemer k. Usecka AP je preto vyska trojuholnika
ABC na stranu BC. (Vsimnite si, Ze to plati, aj ked je uhol ABC' tupy.) Obdobne nazvime R priese¢nik priamky
AC' s k rozny od A. (Opét taky bod existuje, lebo uhol C AB nie je pravy.) Use¢ka BR bude vyska na stranu AC
v trojuholniku ABC, ¢o plati aj ked uhol BAC je tupy. Prieseénik priamok AP a BR, teda ortocentrum, oznacme
O. Cez O prechadza aj priamka, na ktorej lezi tretia vyska, vyska na stranu AB. Teda C'O je kolmica z bodu C
na priamku AB. Bude pita kolmice lezaf na tisecke AB? Ano, lebo ked je trojuholnik ABC ostrouhly, tak bod
C musi lezat medzi kolmicou na priamku AB cez A a kolmicou na priamku AB cez B. Tuto tvahu ste v rieSeni
nemuseli pisat, pretoZe kolmica na tisecku je to isté ako kolmica na priamku, ale spominame to, aby bolo jasné, ze
formulécia ,kolmica na tsecku AB“ je intuitivne spravna.

@)

Komentar: Niektori z vas nerobili priklad vo vSeobecnosti, ale uvazovali iba prieniky tseciek s kruznicou. V tomto
pripade by vSak bolo treba ukéizat, ze tisecky AB a BC sa pretinaji vo dvoch bodoch s kruznicou k. Skiste si
to. (Sporom: Uvazujte prienik priamky C'B s k v opaé¢nej polrovine ako je C' a pridete na to, Ze uhly trojuholnika
APB sa sc¢itaji nad 180.)

Uloha é&. 2: Katka bude mat onedlho narodeniny a tak jej Ondrej kiipil daréek. Z obchodu ho doniesol v skatuli
tvaru kocky s hranou dlzky 1 m. Netusil vsak, Ze doma ma uz len jediny kus baliaceho papiera obdlznikového tvaru
s rozmermi 1,5m a 4m. Ondrej chce rozstrihniit tento kus baliaceho papiera na dva kusy tak, aby dori mohol
darcek zabalit. Ako m4 papier rozstrihntit?

Riesenie: (opravovala Zuzka M.)

Hned na tivod prezradime, Ze moznych rieSeni tejto tlohy je netrekom, takze Ondro si dokonca moze vybraf.
Dolezité je len uvedomit si, Ze papier sa pri obalovani nesmie prekrjvat. Povrch kocky je totiz 6 x 1 x 1 = 6m?
a my mame k dispozicii presne rovnaké mnozstvo (1,5 x 4 = 6m?) baliaceho papiera.

takéto sposoby rozstrihnutia:
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A ako presne sa d4 kocka takto rozstrihnutym papierom obalit? Jednoducho, staéi polozit kusy papiera ,chrbtom
k sebe“ a dostaneme siete kocky:

L L L
o o |

Do nich uz Ondrovu kockati $katulu hravo zabalime. Treba este dodaf, Ze uvedené spdsoby rozstrihnutia zdaleka
nie su jediné. Dalgie rieenia mézeme dostat modifikdciou vybezkov na sieti, resp. pouzitim injch geometrick§ch
utvarov, napriklad trojuholnikov:

A VAV VAN

Navyse, strih vobec nemusi ist prostriedkom papiera, ale moze byt posunuty, ako na obrazku nizsie. Spésobov, ako
rozstrihnat baliaci papier, je teda v skutoénosti nekonecéne vela.

NN N

Uloha é&. 3: Dany je obdlznik ABCD s obsahom 1cm?. Na strane CD je zvoleny bod E. Pismenami P, Q a R
oznac¢ime body, ktoré st po rade taziskd trojuholnikov ABE, BCE a AED. Vypoditajte obsah trojuholnika PQR.
Nezabudnite pritom zd6vodnit spravnost svojho vypodtu.

Riesenie: (opravoval Katka, Kubo)

Najprv sa pozrime na to, ako by sa dal vypocitat D E C
obsah trojuholnika PQQR. Nam bude najlepsie vyho- ING

vovat vzorec (|RQ||vrg|)/2. Na to budeme potrebo- , ~.

vat zistif velkost strany RQ a velkost vysky na tiu. ’ \ .0
(Oznacéujeme ju Standardne, vgq.) K —=x
Ako prvii vypoditame velkost strany RQ. Oznacéme si , \ R
stredy stran AB, BC, DA, AE, BE po poradi Sap, SAD{ \ SpE “15BC
Spo, Spa, Sag, Spg. Pozrime sa teraz na trojuhol-
niky SapSpcFE a RQE. Bod R je tazisko v trojuhol- . P
niku AED, preto |ER| = (2/3)|SapE|, a podobne \
|[EQ| = (2/3)|SpcE|. Uhol REQ je spolo¢ny, teda N
trojuholniky ERQ a ESaipSpc s podobné s ko- ) \
eficientom podobnosti 2 : 3. Z toho vyplyva, Ze aj A X San B
RQ || SapSpc a |RQ| = (2/3)|SapSpc|, a preto |RQ| = (2/3)|AB|. Tento pomer plati aj pre vysky z bodu E.
Co sa tyka vysky, znova vyuzijeme podobnost trojuholnikov a vlastnosti faziska. Spustime kolmicu z bodu E na
stranu AB a priese¢nik ozna¢ime X. Cez bod P vedme rovnobezku s AB a priesecnik s £ X nazvime Y. Teraz si
v8imnime, Ze trojuholniky EY P a EXSap st podobné podla vety wu. Plati, ze |SapP| = (1/3)|ESag|, a preto
|XY| = (1/3)|EX]|. Dalej vieme, 7ze priamky AB,YP a RQ st rovnobezné, |Y X| = (1/3)|BC| a vzdialenost
priamok RQ a CD je (1/3)|BC|, z ¢oho vieme, zZe vyska v trojholniku RPQ je (1/3)|BC|.

Ked uz pozname velkost strany RQ a vysky na 1iu, nie je tazké vypocitat, ze velkost nasho trojuholnika je (1/9) cm?.
Komentér: Vela z Vas pozabudlo dokazat, ze RQ || AB a iba ste predpokladali, Ze to plati, ¢o rozhodne nestadi.
Este si treba dat pozor, Ze ak v rieseni pouZivam nejaké pismenkd, ktoré st popisané len na obrazku, nemusi to
vzdy byt zrozumitelné pre opravovatela :) Situdcia, ze bod E je v strede C'D je len Specialny pripad, rozhodne na
nej nemdzme demonstrovat riesenie celej tlohy.

Uloha ¢&.4: V trojuholniku XY Z plati |[$XY Z| = 45° a |JY X Z| = 60°. Vniitri neho sa nachddza bod P taky,
Ze kruznica k so stredom v bode P pretina stranu XY v bodoch A a B, stranu Y Z v bodoch C' a D a stranu XZ
v bodoch E a F. Navyse vieme, Ze tisecky AB, CD a EF maji rovnaku dlzku. Aka je velkost uhla X PY ?
Riesenie: (opravoval Kika, Ada)

Na zaciatok si nakreslime pekny velky obrazok. (Nezabudnite na bod P.) Ozna¢me si kruznicu zo zadania ako k.
Chvilu sa nad obrazkom zamyslime. Vidite tam nie¢o? Ak nie, skiisme si dokreslit niekolko dalich ¢iar — napriklad
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usecky AP, BP, ..., FP. Vsimnime si, Ze vSetky tieto iseky st polomery kruZnice k, preto budti mat rovnaki
dlzku.

Zo zadania vieme, ze usecky AB, CD a E'F st rovnako velké. Ak sa na obrazok pozrieme teraz, mozeme si v§imnut
zhodnost trojuholnikov ABP, CDP a EFP. Dévodom je to, Ze maji vietky strany zhodnych dlzok. (Veta sss.)
NavysSe vidime, Ze s rovnoramenné.

Teraz zostrojime v kazdom zo spomenutych trojuholnikov vysku z bodu P na protilahla stranu. Tieto tri vysky
st rovnako dlhé, kedZe sme ich zostrojili v troch zhodnjch trojuholnikoch. Ozna¢me si ich dizku pismenom a.
Vsimnime si, Ze tieto vysky st kolmé aj na strany trojuholnika XY Z. Napriklad vyska na stranu AB, je kolm4 na
stranu XY, kedze tsecka AB je sucastou tsecky XY

Vsimnime si bod P. Co o tiom vieme? V zadani sa pise, ze lezi vnutri trojuholnika XY Z. Navyse jeho vzdialenost
od kazdej zo stran tohto trojuholnika je rovnaka. Pozrime sa na kruznicu so stredom v bode P a s polomerom
a. Tato kruznica sa dotyka kazdej strany trojuholnika XY Z. (Premyslite si to.) Preto je bod P stredom vpisanej
kruznice do trojuholnika XY Z. Nakoniec si mdzeme v§imnut, Ze polpriamka X P deli uhol pri vrchole Y X7 na
polovicu. Tak isto polpriamka Y P deli uhol XY Z. Doréatat velkost uhla X PY vdm uZ nerobilo problémy.

Uloha ¢&.5: Dané st kruznice ki a ks, ktoré maji vonkajsi dotyk v bode T. Bodom T prechadzaji dve priamky
p a q tak, Ze su seCnicami oboch kruznic. Ozna¢me A a B priese¢niky priamky p s kruznicami ky a ke a C, D
priese¢niky priamky q s kruznicami ki a ko, pricom body A, B,C,D su rézne od T. Dokazte, ze tisecka AC je
rovnobezna s tseckou BD.

Riesenie: (opravoval Ajka, Lucka)

Nagou tlohou je dokézat rovnobeznost tseciek AC' a BD. To spravime tak, Ze ndjdeme priamku, ktord pretina
tisecky pod rovnakymi uhlami. Cize vyuzijeme vlastnost striedavych uhlov. Ako to spravime? Sktisme vyuzit nejaku
priamku zo zadania, ktord pretina obe tsecky a ukézaf, Ze s nimi zviera rovnaké uhly. Vyberieme si priamku E
a uhly |[SCAT| = |4 DBT|. (Rovnako sa to da spravit aj s priamkou C(_>D)

Nakreslime si obrazok. Okrem veci zo zadania si donho
dokreslime aj stredy kruznic S; a S a spojnice stre-
dov s bodmi na prislusnych kruzniciach. (Pozri si ob-
razok.) Robime to preto, aby sme ziskali viac informa-
cii o uhloch v trojuholniku z pomocnych trojuholnikov
s ,,peknymi“ vlastnostami. Tieto pomocné trojuholniky
sa ASiT, TS,1C, CS1A, DS;T, TSsB, BSsD. Vsetky
st rovnoramenné, pretoze ich ramena tvoria polomery
rovnakych kruznic. Na zaiatok si ozna¢me |[JATS;| =
a. Potom aj |[{TAS1| = «, pretoZe lezia oproti rame-
nam rovnoramenného trojuholnika. Z obrazku vidime, ze
uhly ATS; a BTS; sa vrcholové, teda zhodné, tak aj
| BTS2| = . A opit vdaka rovnoramennému trojuhol-

niku je aj [STBS3| = «a.

Teraz si oznacime | CT'S1| = ( a analogicky dostavame aj |[ST'CS1| = |4 DT S2| = |[STDS2| = 5.

7Z vlastnosti o sucte vnutornych uhlov v trojuholniku vieme, Ze 2ac+ 23+ 2y v trojuholniku AC'T sa rovna 180° a to
sa rovna 2a + 23 + 20 v trojuholniku BDT (Zamyslite sa, preco st v trojuholnikoch AS;C a BS3D dva rovnaké
uhly v a 6.) Z tejto rovnosti vidime, ze uhly v a & st zhodné. Co je super, pretoze sa mozeme vratit k ivahe z ivodu

>
rieSenia. Priamka AB zviera s tiseCkami AC' a BD uhol a + 7 a a + §, a tie st zhodné. Tymto sme nasli hladané
striedavé uhly a dokazali, ze tiseCky st rovnobezné.

Poznémka: Priklad sa dal riesit aj inymi spésobmi, napriklad pomocou rovnolahlosti, alebo cez stredové a obvodové
uhly.

Uloha é&. 6: V zosite je nakreslend stradnicova stistava. V bode [7,11] stoji chrobak Duro a chce sa dostat domov
do bodu [—17,—3]. Po papieri chodi rychlostou jeden dielik za sekundu, pri¢om nemusi chodit len po vyznadenej
stvorcekovej sieti. Napriklad z bodu [3,4] do bodu [4,5] vie preliezt najskor za \/2 sektind. Ma to vsak jeden
hacik, $tvrtina papiera, kde je x-ova siiradnica zapornd a y-ové kladna je premocend. Duro sa po nej hybe dvakrat
pomalsie, teda rychlostou jeden dielik za dve sekundy. Po osiach x a y sa hybe rychlostou jeden dielik za sekundu.
Po akej ceste ma Duro liezt, aby domov prisiel ¢o najskér?
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RieSenie: (opravoval Bus, JeFo)

Kadial Ze sa to Durko m4 vybrat aby sa dostal do-
mov ¢o najskor? Pokial by nebola potopa, je to jasné,
11 b2 stale rovno za nosom po priamke zo zaciatocnej po-
zicie az domov. Ak mé Duro prejst cez mokru Stvrt,
musi do nej vojst v nejakom bode A a prvykrat vy-
jst v bode B. (Pripadne by do mokrej ¢asti mohol ist
aj viackrat.) Ak by body A, B boli na rovnakej neko-
necnej hrane mokrej stvrtiny, zrejme sa mu tam vobec
neoplatilo chodif a mal by to kratsie priamo z A do
B. V opa¢nom pripade si eSte ozna¢me bod [0, 0] ako
bod C. Dostaneme pravouhly trojuholnik ABC (vid.
obrazok), jeho strany si ozna¢me Standardne a, b, c.
Treba si dobre uvedomit, Zze a < ¢ a b < ¢. Séitanim
tychto dvoch nerovnosti dostaneme a + b < 2¢. Tato
nerovnost nam hovori, Ze ist po stranach a, b je rych-
lejsie ako prejst po strane ¢, lebo na tseku ¢ sa pohybuje dvakrat pomalsie. Ak by mal teda Duro prejst po mokrej
Stvrti, je rychlejsie, ak prejde po osiach = a y. Durovi je preto vhodnejsie ist po suchu a mokrej §tvrti sa uplne
vyhnit. Teraz ndm uz len zostéva najst najrychlejSiu cestu po suchu. Sami si lahko dokdZzete, Ze to je cesta po
lomenej ¢iare, ktord prechddza bodom [0, 0].

.....

B ™

nerovnost a + b < 2¢, ¢o sa dalo viacerymi spdsobmi, ten z rieSenie je asi najjednoduchsi. Dalo sa to aj pomocou
Pytagorovej vety a tpravou na Stvorce.

Poznamka: Ako by mal vyzeraf korektny zéver tohoto vzordku? Duro zrejme musi prejst nejakym (aspoti jednym)
bodom tvaru [z, —z], > 0. Tieto body lezia na polpriamke za¢inajiacej v bode [0,0]. (Nakreslite si.) Cestu zo
zac¢iatku do bodu [z, —z] a z tohoto bodu do doméeka Duro prejde najrychlejsie, ked pdjde priamo. Takze predsa
pojde po lomenej ¢iare. Uvedomte si, ze lomena ¢iara bude najkratsia pre = = 0.

Uloha &.7: Dané st tri rézne body v rovine, ktoré neleZia na priamke. Zostrojte stvoruholnik, pre ktory st tieto
body stredmi troch jeho rovnako dlhych stran.

Riesenie: (opravoval Bebe a Myrec)

Najprv si nakreslime obrazok. Vyznacime si v iom tri dané body X, Y a Z.
Zo zadania Tahko odvodime, ze dva vrcholy $tvoruholnika, ozna¢me ich B
a O, lezia na osiach tseciek medzi vyznacenymi bodmi (po rade XY, Y 7).
Dovod je jednoduchy. Strany AB, BC' a C'D st podla zadania rovnako dlhé.
Navyse X, Y a Z st stredmi tychto stran. To znamena, Ze trojuholniky X BY
a Y(CZ st rovnoramenné a teda ich vrcholy oproti zakladni lezia na osiach
zékladni. Este vsak pre ziadny vrchol neméme presnii polohu.

Co dalej vieme o stredoch stran? Ak dand stranu zobrazime podla jej stredu,
tak sa zobrazi jeden jej krajny bod na druhy. Preto ak zobrazime B podla
stredu Y, zobraz{ sa na C. Sktisime to vyuzif. PretoZze nevieme, kde presne
B lezi, zobrazime si celt os usecky XY. (Uréite lezi na nej.) TakZe na jej
obraze lezi bod C'. Teraz vSak pre C mame dve priamky, na ktorych sa nachadza. Aka je vzajomna poloha tychto
dvoch priamok? Ak by boli rovnobeZzné, tak by museli byt rovnobezné aj tisecky XY a Y Z, ¢o podla zadania nie
je mozné. Teda priamky maja prave jeden priesecnik a tym je bod C. Takze mame presni polohu bodu C.

Ak mame bod C, zobrazime ho stredovo cez Y, Z postupne na B,D, pretoZze o Y a Z vieme, Ze st stredmi prislusnych
stran. Koneéne bod A najdeme ako obraz bodu B zobrazeného stredovo cez X. Spolu mame $tvoruholnik ABCD.

Komentér: Takyto priklad zvidsa vyzaduje aj diskusiu o pocte rieSeni. KedZe ju nikto nemal spravne, boli sme
k vam zhovievavi. AvSak pre riesitelov, ktori si chct rozsirif svoje obzory, ju vrelo odporti¢ame. Viete, ze tloha
nemusi mat riesenie? Myslite si, Ze existuje tloha s troma rieSeniami? A ¢o s jednym ¢i s dvoma? Porozmyslajte,
odmena v podobe mnozstva zdbavy vés isto neminie ;) A nabudtce nezabtdajte na diskusie!

Uloha é&. 8: Drak ma v jaskyni zaujimavt dvojicu trojuholnikov. Plati pre ne, e dve strany jedného trojuholnika
st rovnako dlhé ako niektoré dve strany druhého trojuholnika a Ze trojuholniky st podobné (ale nie nutne zhodné).
Drak hrdo vyslovil nasledujtice tvrdenie: Keby som mal hocijaki dvojicu trojuholnikov s takymito vlastnostami, tak
koeficient podobnosti tijchto trojuholnikov by bolo ¢islo medzi (v/5 —1)/2 a (v/5 4+ 1)/2 a nebolo by rovné tymto
krajngm hodnotam. Dokazte, ze drak ma pravdu.

RieSenie: (opravoval Ferd¢ a KatkaP)

Oznacéme si diiky stran jednotlivych trojuholnikov a1, b1, c1 a ag, ba, co tak, aby platilo

al_bl_cl_k
- — 7 — — — Ny
ag b2 (6]
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kde k£ > 0 je ich koeficient podobnosti. Vieme, Ze dve strany prvého trojuholnika st rovnako dlhé ako niektoré
dve strany druhého trojuholnika. Bez ujmy na vSeobecnosti mézeme predpokladat, Ze v prvom trojuholniku to si
strany a; a by, v opaénom priklade nam stac¢i strany vhodne premenovat. Uvedomme si, Ze staéi rozobrat tychto
Sest pripadov.

(1) a1 = as, by = by (2) a1 =az, by =c
(3) ap = bg, b1 = a (4) a; = b2, b1 = C2
(5) a1 = ca, by = as (6) a1 = ca, by = by

Pre (1) a (2) dostévame k = ai/ap = 1, ¢o spadd do intervalu ((v/5—1)/2,(v/5+ 1) /2). Podobne pre (6)
k = b1/by = 1. V pripade (3) méme k = ay/as = ba/b; = 1/k, odkial opit vyplyva k = 1.
Ostéva ndm uz len vyriesit pripady (4) a (5). V (4) plati

b b

by = *1611 = *1611 = kay,
a1 bg

e = Loy = DLpy = kby = k2ay,
b1 2

Gize a1 : by : ¢; =1 : k: k2. Podobne pre (5) dostavame ay : by :c; =k :1: k2. V oboch pripadoch musia tsecky
dlzok 1, %, k? tvorit strany trojuholnika (premysli si). Podla trojuholnikovych nerovnosti potom

V5 —1
2 b
V541

k+1>k = k < 5

B+k>1 = k >

Komentar: VSimnite si, Ze ak ma drak trojuholniky s koeficientom podobnosti k, tak ich vzadjomnou zamenou
ziska vyhovujice trojuholniky s koeficientom podobnosti 1/k. Preto musi byt rieSenie symetricky rozlozené okolo
1. Overte si, Ze v nasom pripade to tak je.

Uloha ¢&.9: Uvazujme tetivovy stvoruholnik ABCD. Na jeho diagonéale AC zvolime bod E tak, ze DE je kolma
na stranu AB, na diagondle BD zvolime bod F' tak, ze AF je kolma na CD. Dokézte, ze EF je rovnobezna s BC.

Riesenie: (opravoval Rasto)

Najprv zistime nieco viac o polohe bodov E, F. Ozna¢me S priesesnik uhlop- D
riecok Stvoruholnika ABC D. Kedy bod FE lezi na tisecke AS a kedy na SC? Na
AS sa nachddza prave vtedy, ked péta vysky v trojuholniku ABD z bodu D lezi
na polpriamke BA a to je prave vtedy, ked uhol ABD nie je tupy. Analogicky,
bod F lezi na tsecke DS préave vtedy, ked uhol AC'D nie je tupy. Uhly ABD
a ACD su ale obvodové uhly nad AD, Cize st rovnaké. Preto mame len dve
moznosti.

a) Nech uhol ABD nie je tupy. Piita kolmice z A (resp. D) je oznadend X (resp.
Y’). Nasou tulohou je dokézat, Ze priamky EF a BC su rovnobezné. Obe tieto
priamky pretinaja priamku F'B a preto st rovnobezné len ak s fiou zvieraju
rovnaky uhol, ¢ize len ak |JEFB| = |[<DBC|. (Uvedomte si, Ze uZ teraz sme
vyuzili fakt, Ze F lezi na usecke AS a F na tsecke DS.) NavySe vieme, ze
Stvoruholnik ABCD je tetivovy a tak |[S DBC| = [ DAC|. Preto ndm postaci,
ak dokdzeme |[<DAC| = | EFB|.

Vsimnime si teraz Stvoruholnik AEFD. Vieme, Ze | DFE| =180° — |4 EF B|, a preto |[<DAC| = | EF B| prave
vtedy, ked | DAC| = 180° — |4 DFE|, ¢o je ekvivalentné tomu, Ze Stvoruholnik AEF'D je tetivovy. Uz vieme, Ze
na rovnobeznost EF a BC nam sta¢i dokazat, ze Stvoruholnik AEF' D je tetivovy.

Ozna¢me |<BDC| = «. Trojuholnik DY F' je pravouhly a tak |[$DFY| = 90° — a. Potom |[JAFD| = 180° —
|[<DFY| = 90° + «. Vieme, ze ABCD je tetivovy, a preto aj |[SBDC| = |[{BAC| = a. Trojuholnik AXE je
pravouhly a tak [JAEX| = 90° — a. Potom |JAED| = 180° — |[SAEX| = 90° + .. Vidime, ze uhly AED a AFD
st rovnako velké, preto vieme stvoruholniku AEF D opisat kruznicu, je tetivovy. Specialny pripad méze nastat, ak
|<ABD| = 90°. Potom Je zrejmé, ze E = F = S a tvrdenie je trividlne splnené.

b) Zostdva nam pripad, ked uhol ABD je tupy. Body F a F by boli v naom obrazku napravo od priese¢nika
uhlopriecok a teda v opa¢nom poradi. Na ich rovnobeznost je preto potrebné ukézat, ze [ DFE| = |[<DBC|. Rov-
nakym sposobom ako v a) vieme dokazat tetivovost stvoruholnika AFED a potom uZ plati | DFE| = |<DAE| =
|[<DAC| = |¥DBC|.

Komentéar: Mnohi z vés rozoberali aj pripady, ked E alebo F' lezali mimo Stvoruholnika ABC D, ¢o vSak nebolo
potrebné, kedZe maja lezat na jeho diagonélach a diagonaly Stvoruholnika st len v jeho vnitri, st to len tsecky
a nie priamky.
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Uloha &.10: Nech ABC je rovnoramenny pravouhly trojuholnik s pravym uhlom pri vrchole A. Body M a N
nech st vnutri usecky BC' také, ze | M AN| = 45°. Kruznica opisand trojuholniku AMN pretina postupne AB
a AC v bodoch P a Q. Dokézte, ze |BP| + |CQ| = |PQ)|.

Riesenie: (opravoval OndroM)

Zadanie tlohy sa zd4 aZ privelmi pravouhlé. Nakreslime si obrazok a podme C
sa pozrief na uhly, ktoré sa v 1fiom javia pekne. Na poradi M, N na tsecke

BC nezélezi (premysli si), tak nech M je blizsie k bodu C.

Kruznicu opisant trojuholniku AM N ozna¢me k, jej polomer r a stred M
S. Potom plati |[MS| = |[NS| = |PS| = |AS| = |QS| = r, pretoze st

to polomery kruznice k. NavySe P(Q bude priemer tejto kruznice, lebo
|[PAQ| = 90° a body P a @ lezia na nej. Kedze |[SMAN| = 45°, jemu Q
prislachajuci stredovy uhol M SN bude pravy. Trojuholnik M SN je teda
rovnoramenny pravouhly. S N
Plati, ze |[SSMN| = |SACN], preto MS||CA a NS||BA. Ozna¢me X |Y ¢--f---

priese¢nik priamky M S so stranou AB a Y priese¢nik priamky NS so :

stranou AC. Potom z rovnobeznosti M X a C'A, resp. NY a BA plynie, ze |

XY QS| = |[$XSP|, resp. |[<SPX| = |$QSY| (sthlasné uhly). Trojuhol- .

niky QSY a SPX si preto podobné. Dokonca st zhodné, pretoze |QS| = A X P B
|SP|. Pre dalsie potreby ozna¢me |Y'S| = |XP| =a a |QY]| = |SX]| =b.

Ak ste ndhodou tlohu nevyriesili, sklste sa prave tu na chvilu zastavit pri ¢itani vzordku a dokoncit tlohu sami.
Od tplného riesenia sme uz len na krok.

Do hry by sme koneéne mohli zapojit aj tsecky PB a QC, kedZe obidve sa vyskytuja v tvrdeni, ktoré chceme
dokéazat. Usetka PB je sti¢astou rovnoramenného pravouhlého trojuholnika M X B, plati teda |[M X| = | X P|+|PB].
Podobne |Y N| = |CQ| + |QY|. Podme sa teraz koneé¢ne pustit do upravy stétu dizok CQ a PB

ICQI+|PB| = (YN|-|QY])+ (IMX]|—[XP|) =
YN[ =b) + (|MX] - a) =
YN[ —a)+ (|MX]|-b) =
YN[ = [Y'S]) + (IMX] - |X5]) =

= |SN|+|SM|=2r.

—~ o~~~ —~

Ale |PQ| = 2r, pretoZe je to priemer. Dokézali sme |PQ| = 2r = |CQ| + |PB.

Uloha &.11: Nech ABC je trojuholnik a nech D je priese¢nik dotycnice ku kruznici opisanej trojuholniku ABC
v bode A a priamky BC. Nech E je priesecnik kolmice na BC' v bode B a osi strany BA. Nech F je priesecnik
kolmice na BC v bode C' a osi strany C' A. Dokazte, ze body D, E a F leZia na jednej priamke.

RieSenie: (opravoval MisoT)

Chceme dokézat, ze body D, E a F leZia na jednej priamke. Kedze

body FE a F lezia na kolmiciach na tsecku BC, tak tsecky BE a CF st X Ia
rovnobezné. Predstavme si, ze body D, E a F' lezia na jednej priamke.

Potom body D, B, C'abody D, E, F lezia na priamke a tsecka BE je A ,/
rovnobeznd s useckou C'F. To znamend, Ze tisecka BE sa prenesie v rov- ’
nolahlosti so stredom v bode D a koeficientom k = | DC|/| D B| na tsecku S
CF a zrejme rovnako cely trojuholnik DBFE sa prenesie na trojuholnik B /
DCF. 7 toho je zrejmé, zZe tieto dva trojuholniky st podobné. - p
Premyslite si, Ze tato tvaha funguje aj opaénym smerom. Ak dokaZeme, N
ze trojuholniky DCF a DBE st podobné, tak potom uz musia body
D, F a F lezat na priamke. Na dokdzanie podobnosti dvoch pravouhlych
trojuholnikov nam stacéi ukéazat, Ze maju rovnaky pomer odvesien, teda !
CF|/|DC]| = |BE|/|DB. D B c
Pustime sa do poéitania tychto dlzok, pri¢om nagou snahou bude vyjadrif ich pomocou stran a uhlov trojuholnika
ABC. Oznaéme si dlzky jeho stran ako a, b a c a uhly ako a, 3 a y. Oznaéme dalej M stred strany AB a N
stred strany AC'. Zrejme tsecka M E je kolmé na AB, kedZze lezi na osi strany AB. Trojuholnik EM B je pravouhly
a podla zndmych vztahov plati

|MB|
sin |[J BEM|
Plati |[SMBE| = 3—90° a |SEMB| = 90°, z oho vypl§va | BEM| = 180° — 3. Vieme, Ze dlzka M B je polovicou
dlzky strany AB, teda mame

|BE| =
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c/2 c
BE| = = .
IBEl = Gn180° = 5) ~ 2sm 3

Vsimnime si, Ze bod F' je na rozdiel od bodu E mimo trojuholnika ABC'. Preto podobnymi vypoctami nedostaneme
|SCFN| = 180° — v, ale vyjde ndm |[CFN| = v. Z pravouhlého trojuholnika CFN dostaneme

b
CF| = .
| | 2siny

Este potrebujeme spocitat dlzky tsec¢iek DB a DC. Zatial sme nevyuzili, ze DA je doty¢nicou kruznice opisanej
trojuholniku ABC. Z obvodovych a tsekovych uhlov vieme, ze

[¥BAD| = |4BCA| =, [§XAC|=|3ABC| =,

pricom bod X vyuzivame len kvoli oznaceniu uhla.
Podla sinusovej vety v trojuholniku DBA plati

|DB| |AB] csiny
- pB|= 0T
sn|3BAD| ~ smj34pB| ~ PPl= Gagans|
Podla sinusovej vety v trojuholniku DC A plati
1DC| ICA|  bsin(180°— ) bsing3

= |DC| =

sin|[JCAD| ~ sin|JADC] sin|JADB|  sin|JADB|

Vyjadrili sme vietky potrebné dizky a Iahko overime platnost rovnosti |CF|/|DC| = |BE|/|DB| a k tomu sme sa
cheeli dostat.

ABC nanajvys 90°, tak bod F nebude vnttri trojuholnika ABC a dostaneme, Ze | BEM| = . V dalSom vypocte
to vSak nerobi problém, kedZe poéitame len so sinusom tohoto uhla a plati sing3 = sin(180° — 3).

Uvazovali sme, ze |[AB| < |CA], teda bod D je blizsie k bodu B ako k bodu C. V situécii |AB| = |C' 4| sa nam
dotyénica v bode A nepretne s priamkou BC, tento pripad preto nemusime uvazovat. Ak |AB| > |C'A|, tak bod D
bude blizsie k bodu C' a budeme postupovat analogicky.

Uloha &.12: Definujme funkciu f : N — N pomocou nasledovnej rekurencie. Nech f(1) =1 a f(n+1) je najvicsie
také m, Ze existuje aritmetickd postupnost prirodzenych ¢isel

g <ag < < Qn="n

taka, ze
flar) = flaz) = -+ = flam).

Dokézte, Ze potom existuju prirodzené ¢isla a,b také, ze plati f(an 4+ b) = n + 2 pre kazdé prirodzené n.

Riesenie: (opravoval Ondrac)
(Podla Josefa Tkadleca) Po dokladnom pochopeni zadania sa mozeme pustit do vypisovania prvych ¢lenov:

17 172717 27272’37 172’2)37 27372747 17372’57 172’2)67 17472777 17472’8’

Napriek nepravidelnému zac¢iatku vieme nahliadnut (ak nie, vypiste si dalsie ¢leny), Ze ak si postupnost rozdelime na
Svorice, tak ¢asom dosiahneme len Stvorice typu (1,n,2,n+4), kde n sa postupne zvysuje, vZdy o jedna. Poktsime
sa dokézat pomocou indukcie, ze postupnost (poénic stvoricou (1,4, 2,8)) m4 len ¢leny tohoto typu. Prvy indukény
krok je zrejmy. Predpokladajme, Ze méme postupnost

1,4,2,8, 1,5,2,9, ... 1,n2n+4

Jkde n > 4 a chceme zistit, aké je dalsia Stvorica. Prvé ¢islo za n + 4 bude urcite 1, pretoZe n + 4 je v postupnosti
urcite len raz. Kazda zo stvoric (1,m,2, m+4), kde m € {4,5,...,n} zacinala na jednotku a dokonca aj tri Stvorice
pred (1,4, 2, 8) za¢inali rovnako. Preto vieme, Ze nasledujuci ¢len je asponi 3+ (n—3)+1 = n+1. VA&Siu hodnotu by
sme teoreticky mohli dosiahnut s viiéSou diferenciou, ktord by potom musela byt aspon 8. Jednotka, ktora nasleduje
po n + 4 je na 4n + 17-tej pozicii. Maximalna dlzka postupnosti s diferenciou aspoti 8 konéiaca ¢islom 4n + 17 je

{(4"+;7)_1J 1= L%J +3.

Tato hodnota je vsak najviac n 4+ 1 pre n > 4, ¢im sme dokézali, Ze nasledujuci ¢len je naozaj n + 1. Tretie ¢islo
v nami dopliianej $tvorici bude 2, pretoze é&islo n + 1 mame v postupnosti (vyuzitim indukéného predpokladu
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a Struktary prvych 28 ¢lenov postupnosti) prave dva razy. Posledné ¢islo bude aspon n + 5, pretoze vSetky ¢isla na

.....

Tym je indukcia kompletnd. Odpoved na otazku zo zadania je teraz jednoduché. Je zrejmé, ze

f(4n +8) =n+2.

Uloha &.13: ABCD je konvexny $tvoruholnik. Body P, (Q leZia postupne na tiseckich BC, DC tak, ze |4 BAP| =
|<DAQ)|. Dokézte, Ze trojuholniky ABP a ADQ maji rovnaky obsah prave vtedy, ked priamka prechddzajica cez
ich ortocentra je kolma na AC.

RieSenie: (opravoval Ferac)

Ozna¢me A; a Ay postupne pity vySok z vrcholu A na priamky BC a DC a nech Hy a Hs st ortocentra trojuholni-
kov ABP a ADQ. UkédZeme, Ze tieto trojuholniky maji rovnaky obsah préave vtedy, ked |AA;|-|AH;| = |AAs|-|AH,)|.
Nech « znadi spoloénii velkost uhlov BAP a DAQ), pitu vysky z bodu P na stranu AB ozna¢me P;. Stvoruholnik
Ay H, P B je tetivovy, preto z mocnosti bodu A ku kruznici jemu opisanej vyplyva

|AA:|-[AH:| = [AB|-|AP]
= |AB|-|AP|cosa
2S4BP
= - cos o
SN &
Podobne 9
|AAs| - |AH,| = 22409 cosq,
sin o
odkial

Sapp = SADQ — |AA1‘ : |AH1| = |AA2| . |AH2|

Teraz je uz uloha jednoduché. Predpokladajme, Ze priamka AC je kolmé na HjHj, ich prieseénik oznadme H.
Potom stvoruholniky A1 H1HC a Ay HyHC' su oba tetivové, Cize

|AAy| - [AH,| = |AH| - |[AC| = [AA,| - |AHy|.
Naopak, ak |AA;| - |AH| = |AAz| - |AH>|, tak pre pity vysok Gy a Gy z vrcholov Hy a Hy na priamku AC plati
|AG1| - [AC| = [AAL| - [AHL| = [AAy| - |AH| = |AGy| - |AC.
Teda G1 = G2 a priamky AC a HyHs s navzdjom kolmé.

Uloha é&. 14: Sachova figiirka princ sa méze pohybovat vodorovne alebo zvislo, vidy prave o jedno poli¢ko. Princom
preskdceme vsetky policka Sachovnice 8 x 8 (na kazdé sko¢ime préve raz) a skonc¢ime na policku, z ktorého sme
zacCinali. Mo6Ze sa stat, Ze pocet horizontalnych a vertikdlnych skokov bude rovnaky?

RieSenie: (opravoval Ondrac)

(Podla Josefa Tkadleca) Princ svojou cestou po Sachovnici ohraniéi nejaky atvar U.
Sktisme o iiom nieco zistif. Ak strana jedného policka Sachovnice mé dizku 1, tak
obvod U je 64. (Princ urobil 64 fahov.) Obsah moézeme ziskat jednoducho pouzitim
Pickovej vety. Stredy poli¢ok Sachovnice tvoria mrezovu siet. Zjavne U nemd vnutri
Ziadny z tychto mrezovych bodov a na obvode prave 64. Podla Pickovej vety je jeho
obsah 64/2 — 1 = 31. Teda ak sa pozrieme na povodnd Sachovnicu, je v nej prave 31
rohov polic¢ok, ktoré lezia vnutri U. Odteraz ich budeme volat vrcholy. (Na obrazku
znézornené plnymi krazkami.) Kazdé dva vrcholy, ktoré st vzdialené prave 1 spojime
hranou a dostaneme tak graf o 31 vrcholoch. KedZe princ presiel cez vSetky policka
jednym tahom, je zrejmé, Ze tento graf neobsahuje kruznice. To znamené, Ze sa sklada
z niekolkych stromov. (Takyto graf volame les.) Nie je tazké si rozmysliet si, Ze ten strom musi byt prave jeden.
Takze mame jeden strom s 31 vrcholmi a 30 hranami.

Ofarbime si Sachovnicu zvislymi pruhmi ako na obrazku. Teraz budeme U a aj celt trasu princa zmensovat tak, ze
budeme zo stromu postupne odrezavat listy. Budi nastéavat dva rozne pripady:

(=
(1
(1
|
&
F
- |

o Ked odrezeme list s vodorovnou hranou, tak obvod U skratime o dva vodorovné tiseky dlzky 1 a cesta prestane
prechédzat dvoma polickami rovnakej farby.

o Ked odrezeme list so zvislou hranou, tak obvod U skratime o dva zvislé tseky dizky 1 a cesta prestane
prechddzat jednym ¢iernym a jednym bielym polickom.
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Ked odrezeme 30 listov, skon¢ime s jednym vrcholom, 0 hranami, s cestou tvorenou dvoma zvislymi a dvoma
vodorovnymi tsekmi dizky jedna na dvomch bielych a dvoch ¢ernych polickach.

Teraz predpokladajme, ze princ na obvode U spravil 32 zvislych a 32 vodorovnych skokov, museli by sme pri
orezavani 15-krat odrezaf list s vodorovnou hranou a 15-krat odrezaf list so zvislou hranou. KedZe pocet orezanych
listov s vodorovnou hranou je neparny, tak pocty ¢iernych a bielych poli¢ok odstranenych z princovej cesty pri
orezavani listov, je rozny. To je vSak spor, lebo my uz vieme, Ze ten pocet je pre obe farby 32 — 2 = 30. Tym sme
dokézali, Ze pocet horizontalnych a vertikdlnych tahov princa nemoze byt rovnaky.

Komentar: Aby ste si preverili, ¢i ste spravne pochopili rieSenie, moézete sktsit njst vsetky dalsie rozmery sachovnic,
kde tento dokaz bez nejakych vaznejSich zmien prejde. Koniec. Hurd!

kategéria BETA

Vysledkova listina

Por. | Meno Ro¢ Skola ke | kg |56 7|8|9(10(11| p | s | >
1. Chlebikova Andrea 2. Brighton UK 4 1 91919 919 45 | 90
2. Kossaczky Igor 4. Gamca BA 7 2 9191988 43 | 88
3. Bosak Radomir 4. Gamca BA 7 2 9199|838 43 | 86
4. Kossaczky Pavol 3. Gamca BA 4 01919 91819 44 | 85
4. Tkadlec Josef 4. GJK PH CR 7 5 819|898 42 | 85
6. Csiba Peter 4. SPMNDG BA | 9 5 71919198 42 | 83
7. Pavlik Toméas 4. GJK PH CR 4 0 913(19]18[9]9 44 | 80
8. Le Tuan Anh 2. Gamca BA 6 1 9171918198 43 | 77
9. Csiba Dominik 2. SPMNDG BA | 5 1 9191389 38 | 72
10. | Sormanova Maria 2. SPMNDG BA | 4 0 |9/6]9]|6]8 38 | 70
11. | Hojcka Michal 4. GKom PE 11| 6 9181198 35 | 69
12. | Midlik Adam 3. GJAR PO 6 2 916 |78 30 | 66
13. | Styrdkova Kamila 3. GPOH DK 8 2 9191|198 36 | 64
14. | Kova¢ Ondrej 2. GCM NR 5 1 91716 8 30 | 63
14. | Pélenik Juraj 2. SPMNDG BA | 4 1 91918819 43 | 63
14. | Szabados Viktor 2. Gamca BA 6 1 919|752 32 | 63
17. | Ukrop Martin 3. GLS ZV 4 1 918191819 43 | 61
18. | Eiben Eduard 4. GPos KE 9 6 9191819 35 | 60
19. | Bachraty Martin 3. GVO ZA 9 5 8191819 34 | 59
19. | Baco Ladislav 3. GPos KE 9 5 819|817 32 | 59
21. | Hozza Jén 2. GJH BA 4 1 91819813 37 | 58
21. | Karaskova Natalia 3. Gamca BA 9 4 919|819 35 | 58
21. | Sladek Filip 3. GAB NO 6 5 917 16 | 58
21. | Vederik Matej 2. SPMNDG BA | 5 1 91816 23 | 58
25. | Konec¢ny Jakub 3. Gamca BA 9 5 81719 24 | 57
25. | Kozdk Andrej 2. Gamca BA 6 1 919 8 26 | 57
27. | Baranova Jana 3. GAlej KE 6 1 697820 32 | 56
27. | Farsang Stefan 2. SJG KN 3 0 19(19|7]|6 31 | 56
27. | Kukan Marek 3. Gamca BA 5 1 9 918 26 | 56
30. Haas Emil 4. Gamca BA 9 2 91918 26 | 55
30. | Hagara Michal 3. GJH BA 8 5 919181919 44 | 55
32. Bogar Jan 3. GLS TN 8 2 3198|818 36 | b4
32. Kovac Jakub 4. GCM NR 5 1 613 18 | 54
34. | Muathova Denisa 2. GbTR ZA 5 0O |7|1|4]|6 18 | 53
35. | Sabatovi¢ova Linda 2. GJH BA 5 0 ]9 6|1 25 | 52
35. Topfer Jakub 4. GJK PH CR 5 3 8191819 34 | 52
37. | Gregor Viktor 3. GSkol PB 6 | 1 91419 22 | 49
38. | Dresslerova Anna 2. GJH BA 3 0|8 4 9 21 | 47
38. | Kubincova Petra 2. SPMNDG BA | 5 0 {9916 24 | 47
38. | Phuong Mariana 2. GJH BA 4 0 {9(9]9]6 33 | 47
38. | Santer Jakub 2. GMH Trstend | 4 0 |89 6 8 31 | 47
42. Masar Juraj 2. GBil BA 4 0 |[5|1|3|8]8 25 | 45
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Por. | Meno Ro¢ Skola k, | ks 718[9]10[11[p | s [
42. | Peitl Tomas 3. | SPMNDG BA | 8 | 3 888 24 | 45 |
44. Guri¢an Pavol 2. Gamca BA 6 1 8 8 25 | 44
45. | Mojzisova Hana 2. GJH BA 4 0 18 | 42
46. | Harlenderova Alena 1. Olomouc CR 1 0 9 22 | 41
46. | Jursa Jakub 4. GAlej KE 12 | 5 8|78 23 | 41
48. Hajdin Michal 4. GJH BA 7 2 719 25 | 40
48. | Matejovicova Lenka 4. GJH BA 12 | 8 919 23 | 40
50. | Kuklisova Nina 4. GMet BA 8 1 41713 18 | 39
51. Ziman Michal 3. GBST LC 7 1 517 13 | 36
52. | Herencsar Albert 4. Gmad GA 7 3 0 |35
52. | LesSova Livia 2. GPar NR 4 0 9|6 24 | 35
54. Dizova Andrea 2. GKom PE 5 1 7 16 | 32
55. | Bogarova Zuzana 2. GLS TN 4 10 8 13 | 30
55. Majdis Mojmir 3. GPOH DK 6 1 0 | 30
57. Hezelyova Slavka 2. SPMNDG BA 4 0 3 18 | 29
58. Krejéir Andrej 3. GVBN PD 4 0 0 | 28
58. | Muzik David 1. GChDPHCR | 3 1 6 15 | 28
60. | Machac Juraj 2. GJH BA 4 0 8 12 | 25
61. | Coculovd Zuzana 3. GPos KE 7 1 0|23
62. | Hlavatd Martina 2. Gamda BA 6 1 0 | 20
62. | Jakubik Jan 2. SPSE PN 4 0 2 20 | 20
62. | Vavrik Boris 2. GJH BA 4 0 0 | 20
65. | Bohinikova AlZzbeta 2. Gamdca BA 6 1 0 | 18
66. | Hajdinova Katarina 2. GJH BA 5 1 0 |17
67. | Fodorova Jana 2. GJGT BB 4 0 7 16 | 16
68. Dvorak Daniel 4. Trutnov CR 4 0 0| 14
68. | Hutar Peter 2. Gamca BA 3 0 0| 14
68. | Rigdova Emilia 3. GKuk PP 6 1 0|14
71. | Bartko Matus 2. GLS TN 2 0 0 7
72. | Bendova Lenka 4. GJH BA 7 1 0 6

Vysledkova listina
kategéria ALFA, Bratislava
Por. | Meno Ro¢ Skola ko, [1]2[3[4]5]6][7][p]>
1. Belanova Michaela 1. SPMNDG BA | 2 914(8]9 8 70
2. Bohinikova Lucia 1. Gamca BA 2 71419 61
3. Zakovskéa Ursula 1. Gamda BA 2 9 712 7 56
4. Langer Tomas 1. GJH BA 119 51819 3 39
5. Téth Michal 1. GJH BA 1 8 91928 36
6. Vlachynska Petra 1. GBil BA 2 35
7. Dresslerova Anna, 2. GJH BA 3 8 4 27
8. Recka Marek 1. 1SG BA 1 17
9. Hutéar Peter 2. Gamca BA 3 12
10. | Durikovi¢ova Lucia 2. GsvU BA 3 31011 4
kategoria ALFA, zapad
Por. | Meno Roé Skola ko 1123456 |7|p]|>
1. Hornidk Marian 1. GPar NR | 2 9191918 9 87
2. Kosec Peter 1. GLSTN | 2 91819191919 84
3. Farsang Stefan 2. SJIGKN | 3 619|997 73
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Por. | Meno Ro¢ Skola [k, [1[2[3[4][5]6[7[p]>
4. | Svancara Patrik 1. | GLS IN | 2 98092 71 |
5. Baxova Zuzana 1. GLS TN 2 71519191 63
6. Koprda Pavol 1. GAMTT | 2 911 1|7 1 58
7 Simkova Maria 3. GJF Sala | 3 7191210 45
8 Mari§ Andrej 1. PiarGNR | 1 | 8 019 42
9. Sedlackové Lenka 2. GPdC PN | 2 913|143 |0]2 36
10. | Pappova Danica 1. GLS TN 1 29
11. | Rajchlova Barbora 3. GJab MY | 3 4 24
12. | Plocekova Andrea 2. GPdC PN | 2 9
13. Bartko Matus 2. GLS TN 2 7
kategoria ALFA, stred
Por. | Meno Roé Skola ke 1234 |5[6|7|p]|>
1. Galovic¢ova Sona 1. GVO ZA 3 919191919 78
2. Vliéek Andrej 1. ESSEG JT LM | 2 98|98 75
3. Jasencakova Katarina 1. GVO ZA 3 917191198 72
4. Halajova Barbora 1. GVO ZA 3 6191996 69
5. Santrové Adriana 1. GMH Trstena 2 7 6 |1 46
6. Anderle Michal 2. GBST LC 3 32
7. Rybar Andrej 2. GJGT BB 3 1 31
8. Jackova Dominika, 2. GJGT BB 2 26
9. Bualik Martin 2. GJGT BB 2 5 0 22
10. | Kajanek Frantisek 1. GJMH CA 2 9126 21
11. | Lonsky Rafael 1. GPOH DK 118 8 16
12. Makuch Matej 2. GJGT BB 3 14
13. | Kubisova Barbora 1. GJGT BB 2 |83 5 12
14. | Plavak Dusan 2. GMH Trstena 2 8
15. | Lehotsky-Neznamy Juraj 1. EvG BB 1 0 0
kategéria ALFA, vychod
Por. | Meno Roé Skola [k, [1][2][3[4[5][6][7][p]|>
1. Dupej Peter 1. GJAR PO | 2 9156|592 76
2. Marecakovéa Barbora 1. GKuk PP | 2 910|619 9 75
3. Danildkova Monika 1. GJAR PO | 2 916|891 74
4. Klembarova Barbora 1. GKuk PP | 2 9101919119 72
5. Kmetova Katarina 1. GKuk PP | 2 9191991 56
6. Fagulova Kristina 1. GPos KE | 3 6 51|32 51
7. Lami Jozef 1. GPos KE 2 91110 42
Vysledkova listina
kategoria GAMA
Por. | Meno Roc¢ skola 10 (11 |12 (13 (14 | p | >
1. Bachraty Martin 3. GVO ZA 9 58
2. Bosak Radomir 4. Gamca BA 8 70
3. Csiba Peter 4. SPMNDG BA | 9 8 7 7 7 144
4. Hojcka Michal 4. GKom PE 9 8 51
5. Koneény Jakub 3. Gamca BA 7109 76
6. Kovaé Jakub 4. GCM NR 57
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2. séria letnej casti

12

Por. | Meno Roé Skola 10 | 11 | 12 | 13 | 14 >
7. Sladek Filip 3. GAB NO 9 7 7 98
8. Tkadlec Josef 4. GIJIKPHCR | 9 8 7 7 7 140




