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Uloha é&. 1: Po obvode kruhu sedi 2008 vediicich Trojstenu a kazdy z nich ma niekolko lentiliek. Pocet lentiliek
kazdych dvoch susednych vedtcich sa 1isi o 2 alebo o 3. Najviac o kolko sa moze lisit pocet lentiliek dvoch vedicich,
ak ziadni dvaja vediici nemajii rovnako vela lentiliek?

Riesenie: (opravovala Katka)

Zdravim vsetkych nadsenych riesitelov tohto prikladu. :)Podme sa pozriet na to, ako malo vyzerat rieSenie.
Chceme néjst dvoch veducich, ktori by mali matf ¢o najvicsi rozdiel v pocte lentiliek. Ako sa dopracujeme k ¢o
najvicsiemu rozdielu? Od jedného daného vediceho sa moze jeho sused lisit najviac o tri lentilky, dalsi o Sest, dalsi
o deviit, ...Znamen4 to, Ze nasi dvaja vedici by mali byt od seba ¢o najdalej. Pri hlfadani maximalnej vzdialenosti
dvoch vedtcich sme vSak obmedzeni tym, Ze vedtci sedia v kruhu. Ked si vezmeme nasich dvoch veducich, cestou
od prvého k druhému musime pricitat taky isty pocet lentiliek, aky odéitame cestou od druhého k prvému. Tomu
by vyhovovalo viacero sposobov rozmiestnenia vedtcich. Maximalny rozdiel dostaneme vtedy, ked buda nasi dvaja
vedici (volajme ich A a B) sediet oproti sebe, teda na priemere kruznice. Preco nie inak? Predstavme si, ze veduci
A zostane na mieste a vedici B bude sediet inde, nez povodne. Pocet susedov medzi nim a vedicim A bude teda
urcite mensi, nez péovodne. (Premyslite si preco.) Aby bol rozdiel ¢o najvicési, budeme uvazovat hlavne ,trojkové®
rozdiely.

Zostal nam este jeden problém - ako zabezpecit to, aby mal kazdy veduci iny pocet lentiliek. Keby sme postupovali
iba pri¢itavanim a odéitavanim trojek, vedici na jednom a druhom polkruhu by mali rovnako vela lentiliek, vzdy
po dvojiciach. Aby sme sa tomu vyhli, na jednej aj na druhej polkruznici musime pri¢itat/odéitat jednu dvojku.
(Jednu preto, aby sme zachovali ¢o najviési rozdiel.) Tak sa stane, Ze zatial ¢o na jednom polkruhu budeme zadinat
poc¢tom lentiliek postupne 0, 2, 5, 8, na druhom budeme koné¢it poctami 9, 6, 3, 0. Dvojky od¢itame/pric¢itame
vzdy na hranici polkruhov tvorenych priemerom AB, tak zabezpecime, aby sa ndm Ziadne dve ¢isla neopakovali.
Teraz ndm uz zostal len samotny vypocet rozdielu. Nasi vedici A a B sedia oproti sebe na 1. a 1005. pozicii. Medzi
nimi je 1004 medzier, ktoré predstavuju 1003 rozdielov o 3 lentilky a 1 rozdiel o 2 lentilky. Rozdiel preto bude
1003 - 3 4+ 2 = 3011 lentiliek.

Uloha é&. 2: Klokan a vtakopysk vyhrali v tombole ¢okoladu s rozmermi 5 x 16 dielikov. Povedali si, Ze ju nezjedia
len tak, ale Ze si s 1iou zahrajii hru. Striedaju sa pravidelne v tahoch. Zvieratko, ktoré je na tahu, zlomi ¢okolddu
na dva kusy, vyberie si jeden z nich a cely ho zje. Cokolddu pritom méze ldmat len po pévodne naznacenych
Ciarach medzi dielikmi. Zvysok poda druhému zvieratku, ktoré tak isto zlomi ¢okoladu, jeden kus zje a druhy poda
superovi. Takto sa to opakuje. Akonahle niektoré zvieratko vytvori kus s rozmermi 1 x 1, prehra. Ako prvy je na
tahu klokan. Ktoré zvieratko vyhra, ak obidve hraji najlepsie ako je mozné?

Riesenie: (opravoval JeFo)

Na zaciatok bolo vhodné uvedomit si, aké rozmery (zvy$ného kiisku ¢okolady) s prehravajice. Co vlastne budeme
nazyvat prehravajici a ¢o vyhrévajaci rozmer? Vyhréavajici rozmer je taky, o ktorom vieme povedat, Ze ak ¢okolddu
s takymto rozmerom dostaneme do ruky, aj ked nas stper hra akokolvek dobre, kym my budeme hrat najlepsie ako
sa d4, urcite vyhrame. Napriklad 1 x n pre n aspoii 4 je uréite vyhravajtci rozmer, lebo vzdy vieme rozdelit tento
kusok tak aby sme stuperovi dali 1 x 2, ktory on urcite rozdeli na 1 x 1 a 1 x 1, teda urcite prehra. Prehravajtca
pozicia je prave opacna.

Zopar z Vés si nevSimlo moznost 3 x 1, ktora je tiez prehrdavajuca, lebo 3 x 1 sa dé rozdelit len na 2 x 1 a 1 x 1.
Teda ten hra¢, ktory dostane do rik ¢okolddu 2 x 1 alebo 3 x 1 uz bohuzial prehra. Z toho sa d4 postupovat akoby
dozadu a prist na to, Ze ak dostaneme ¢okolddu rozmerov 1 x n pren > 3,2 xnpren >1a 3 xn pren > 1,
tak vieme uréite vyhrat. (Stac¢i vratit siperovi kus ¢okolddy s prehrdvajicimi rozmermi.) Z toho ale vyplyva, Ze
rozmery, z ktorych musi hra¢ upravit ¢okolddu na vyhrévajtice rozmery su tiez prehravajuce. To plati pre rozmer
4 x 4, 7 ktorého sa da vratit kisok len s rozmermi 4 x 3, 4 x 2, 4 x 1. (VSetky tieto rozmery st vitazné.) Z toho ale
vyplyva, Ze rozmer 4 X n pre n > 4 je urcite vitazny.

Vsimnime si teraz rozmer 5 x 5. Tento rozmer je prehrévajuci, lebo sa z neho d4 nahrat stperovi len na rozmery
5 x n pre n < 5, ¢o st vitazné pozicie sipera. Ked sme dospeli k 5 X 5 uz je nam jasné, kto vyhra, lebo klokan
moze svojim prvym fahom upravif ¢okolddu na tvar 5 x 5 a podaf tto prehravajicu poziciu vtakopyskovi. Tomu
neostéva nic¢ iné len vratit 5 x 4 aby neprehral hned v dalsom kole. Klokan mu dé potom ¢okolddu 4 x 4 a chudak
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vtakopysk musi vratit éokolddu 4 x n, kde n < 4, ktort uz klokan upravi na jeden z tvarov 2 x 1 , 3 x 1 a poda
vtakopyskovi. Vtakopysk uz musi odlomit kasok s rozmermi 1 x 1. Sldva porazenym, éest a riadny kus ¢okolady
vitazom. (Alebo také nieco... ;) )

Komentér: Komu sa priklad pacil, moze si skusit rozmysliet, ako by to dopadlo s Tubovolnou ¢okolddou, ¢i by vzdy
vyhral prvy hrac¢ alebo mé Sancu aj druhy.

Uloha é&. 3: Nech a a b sii redlne ¢isla. O ¢&islach ab a a + b vieme, Ze sti bud obe kladné, alebo obe zaporné, alebo
aspori jedno z nich je nulové. Dokazte nerovnost:

(a+b)(a* 4+ b*) > (a® + %) (a® + b°).

Zistite, kedy nastava rovnost.

Riesenie: (opravovala Kika)

Zacneme tym, ze si vyraz najprv roznasobime a ekvivalentnymi iipravami prevedieme na iny tvar. Taky, z ktorého
budeme vidief nieco viac, ako zo zadanej nerovnosti. Roznésobime ho. To je dobré na to, ze hned v prvych krokoch
nam vypadne niekolko ¢lenov, s ktorymi sa dalej netreba trapit.

(a+b)(a* +b") > (a® +b%)(a® + b%)
a® + a*b + ab* +b° > a® + a®b® + a®b* + b°
Co dalej? Zase by to chcelo zjednodusit vyraz, na prvy pohlad sa pontika vydelenie celej nerovnice v§razom ab,

ktorym je vyndsobeny kazdy ¢len na pravej aj lavej strane. To je vSak trochu nebezpecné - ¢o ak je ab = 07 Radsej
budeme preto vynimaf pred zatvorku, tym ni¢ nepokazime a celd nerovnost sa zjednodusi.

a*b — a®b? + ab* — a%6® > 0
ab(a® — a®b +b® — ab®) >0
ab(a*(a —b) + b*(b—a)) >0
ab(a — b)(a®> = b*) >0
ab(a —b)(a+b)(a—b) >0
ab(a +b)(a —b)*> >0

KedZe sme vyraz upravovali ekvivalentne, sta¢i ndm dokézat nerovnost v poslednom riadku. Podla zadania je ab
alebo a + b bud nulové - v tomto pripade nerovnost plati, staci dosadit - alebo maji rovnaké znamienko. Vyraz
ab.(a+0b) je preto stale kladny, popripade nulovy. (Premyslite si.) A ¢o (a—b)? ? Tento vyraz je tiez nezaporny, ved
je to realne ¢islo umocnené na druhd. No a ¢o sa stane s dvoma nezapornymi vyrazmi, ktoré spolu vynasobime?
Dostaneme zase len nieco, ¢o je kladné alebo 0. Druhd ¢ast zadania sa pytala na rovnost. T4 nastéva vtedy, ak je
asponl jeden ¢len z posledného riadku 0. To nastava v pripadoch a =0,b=0, a = —b alebo a = b.

Uloha &. 4: Skrecok vypestoval hrusku vaziacu 11111 kilogramov. Polozil ju na jednu stranu rovnoramennych vah,
druht stranu nechal prazdnu. Na vahu potom zaradom prikladal zavazia hmotnosti 1 kg, 2 kg, 4 kg, 8 kg, ..., 2" kg,
...na jednu alebo druhii stranu. Po ¢ase nastala na vahach rovnovéha. Na ktorej strane vah (na tej, kde bola
hruska, alebo na tej druhej) mohlo byt zdvazie s hmotnostou 2048 kg?

Riesenie: (opravoval Kubo)

Ahoj. Zeldm pekny deii. Ak sa chystas ¢itaf tento vzorak bez ceruzky a papiera, podla mia o vela prichddzas. Ak
ti nejaky krok nie je jasny, nepokracuj kym si ho neujasnis. Len tak méze vzorak splnit svoj ti¢el naplno. To podla
mna plati pre vsetky vzoraky;)

Pozrime sa na zadanie: Na rovnoramennych vdhach méme na jednej strane hrusku a kopku zévazi (ktorej hmotnost
oznatime A) a na strane druhej vii¢siu kopku zavazi. (Jej hmotnost bude B.) Z toho uz vieme vyvodit rovnost
A+11111 = B. Vieme este nieco o A a B? Ja veru 4no. Konkrétne A+ B = 2"+t — 1. A odkial? Ved sktste zratat
1+2+4+8+---42" Ak nevie$ ako, vyskasaj si to pre par mensich n a ak stale nepojde, tak pozri napriklad
http://sk.wikipedia.org/wiki/Geometricka_postupnost.

Z tychto dvoch vztahov dostaneme: A = 2™ — 5556. KedZe vieme, Zze A > 0 tak aj n > 13. Treba si uvedomit, Ze
takéto A sa da z naSich zévazi poskladat len jednym sposobom. (Tak ako sa v desiatkovej ststave da prirodzené ¢islo
zapisat iba jednym sposobom.) Aby sme vedeli akym, povieme si nie¢o o dvojkovej ststave. Ak uz vie§ v dvojkovej
ststave dobre pocitat, kludne dalsi odstavec preskoc.

V desiatkovej stistave mame na zépis 10 &islic. Ked skladas ¢islo, pytas sa: Kolko stoviek tam vlezie? A kolko
desiatok? A kolko jednotiek? Vzdy sa ti vlezie maximélne 9 stoviek, (lebo keby sa vliezlo 10 tak to je tisicka a na
tl si sa uz pytal(a) predtym a odratal(a) ju ak sa zmestila) 9 desiatok, atd. A tak isto sa pytas aj pri skladani
déisel v dvojkovej ststave, ale na mocniny dvojky. Tie sa vSak vyskytuji na ¢iselnej osi ovela hustejsie, ako mocniny
desiatky, preto tam nikdy viac ako jedna nevlezie. (Ano sivisi to so scitanim radu 1+ 2 + 4 + 8 + ... + 27.)



KMS 2008,/2009 3. séria letnej Casti 3

Napriklad ¢islo 5556 sa d4 zapisat ako 2124210428 427425 424 1 22 3 teda sa d4 vyjadrif v dvojkovej stistave ako
1010110110100p;. Jednoducho na miesto prislusnych mocnin v zépise sme dali jednotky. S¢itovanie a od¢itovanie
je potom podobné ako v desiatkovej ststave. Len pouzivas iba dve cifry. Jednotku alebo nulu. Ak nevies ako, uréite
si to vyskusaj. Dojdes na to aj sdm(sama) a urcite sa ti to aj v budicnosti hodi. Ak ti to stile nie je jasné, pozri
aj http://sk.wikipedia.org/wiki/Dvojkova_&iselna_sistava.

A naspit k prikladu. Ako sme povedali, A = 2" — 5556. Co v dvojkovej siistave pre n = 13 vyzera ako

A = 1000000000000 — 1010110110100 = 101001001100y

Tu vidime, Ze jedenaste miesto je obsadené jednotkou, teda zavazie je v tomto pripade na strane hrusky. Ak by
bolo n vicsie, tak na prvych trinastich miestach sa ndm ni¢ nezmeni, teda 2048kg véziace zavazie bude stale na
strane hrusky. Premysli si to — 2048 je jedendsta mocnina dvojky, preto sa sta¢i pozriet na dvanaste (prva je nula)
miesto v ¢isle A odzadu. Este maly priklad pre ilustraciu n = 20,

A = 1000000000000000000005 — 1010110110100y = 11111110101001001100;y.

Ak sa ti to zd4 stale neuveritelné, za¢ni jednoduchou tvahou. Na ktorej strane musi byt kilové zévazie? Staci sa
zamysliet nad paritou hmotnosti hrusky, jednotky a ostatnych zévazi. A ked hrusku dovazime, tak ju potom zjeme.
Dobrt chut. ;)

Uloha é&. 5: Existujii prirodzené é&isla a, b, ¢ tak, aby obidva korene rovnice
taz? £br+c=0

boli pre Iubovolny vyber znamienok celé ¢isla?

RieSenie: (opravovala Katka P.)

Maéame za tlohu rozhodnit, éi éisla s danymi vlastnostami existuji. RieSenie mdze mat preto dve podoby. Ak exis-
tuji, ndjdeme ich (staci jednu trojicu) a ukdZeme, Ze pre ne platia podmienky zadania. MoZe sa dokonca stat, Ze ich
,uhddneme®, ale vtedy tieZ treba napisat aspon logicky postup, ako sme k ¢islam prisli. Ak sme vSak predvedceni
o tom, Ze neexistuju, treba to aj dokazat.

A teraz uz prejdime k rieSeniu tlohy. Pre vSetky moZné kombinacie znamienok dostaneme 8 roznych rovnic. V§im-
neme si v8ak, ze niektoré sa len nasobkami inych, napriklad

az? + bx +c = (—1).(—az® — bz — c).

Preto nam staci pracovat so §tyrmi rovnicami namiesto dsmich. Dalej pre jednoduchost na zaé¢iatku predpokladajme,
Ze rovnice si v normovanom tvare, t.j. « = 1. (K pripadu, ked to tak nie je, sa vratime neskor.)
Pokra¢ujme hladanim koretiov. Zo skoly vieme, Ze vSetky sa daju vyjadrit pomocou diskriminantu v tvare

—b+Vb? — dac
2a

Aby to bolo celé &islo, musi diskriminant v/b% — 4ac byt druhd mocnina celého ¢&isla. Vsimneme si, Ze koeficient
b je vo vyraze umocneny na druhi, preto je uplne jedno, aké mé znamienko. Dokonca aj vo vyjadreni korena je
to jedno, lebo je to stéle celé ¢islo bez ohladu na znamienko. ESte treba spomenif, Ze ani delenie dvomi nebude
problém, lebo pre hocijakt paritu b je vyraz —b =+ v/b% — 4ac parny.

Zaoberajme sa teda vyrazom —4ac. Pre rdozne znamienka a a ¢ mé diskriminant tvar /0% + 4ac a pre rovnaké
Vb2 —4ac. A vieme, Ze oba tieto vyrazy st celé ¢isla. Navyse b? je samo osebe druhd mocnina. Skusime si teda
vypisat par za sebou idticich druhjch mocnin a budeme hladat také b2, ktoré ma vo vzdialenosti 4ac (samozrejme
pre rovnaké a, ¢) na ¢iselnej osi druhé mocniny. Prvé takéto éislo je 25, lebo 25 — 24 = 1 a 25 + 24 = 49, ¢o su
druhé mocniny. Takze mame prvého kandidata na vysledok: a = 1,b = 5,¢ = 6. Po dosadeni do rovnic zistime, ze
takato trojica zadaniu vyhovuje.

Ulohu sme uz vyriesili. Mdzeme vSak skusif zistif nieo viac o &slach, ktoré vyhovuji zadaniu. Postvanim sa po
postupnosti druhych mocnin objavime aj dalSie rieSenia, napriklad a = 1,b = 10, ¢ = 24. Skuste porozmyslat, ako
to bude pokracovat dalej. A este slibeny pripad a > 1. Skiisme si naSe prvé rieSenie prenasobit celé napriklad
dvojkou. Alebo trojkou. Zistime, Ze tiez vyhovuje. Netreba rozmyslat dlho a zistite, preco. :)

Uloha &.6: V meste byva n ludi (aspoii $tyria). Niektori z nich sa poznaji. Znamosti sii vzajomné, to znamena,
Ze ak Jozo pozna Fera, tak aj Fero poznd Joza. Ked si vyberieme Iubovolnych troch roznych ludi, tak sa medzi
nimi najde aspori jeden, ktory pozna zvysnych dvoch. Nikto v meste vSak nepozna vsetkych ostatnych.

a) Najdite vSetky hodnoty n, pre ktoré moéze takéto mesto existovat.

b) Kolko znamosti (dvojic ludi, o sa poznajii) moéze existovat v takom meste s n ludmi?
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c¢) Dokézte, Ze sa vsetci ludia z mesta vedia postavit do kruhu tak, Ze kazdy pozna oboch svojich susedov.

RieSenie: (opravovali Lucka a Zuzka C.)

Na zadiatok sa poriadne pozrime na zadanie a skiisme z neho vytazif ¢o najviac. Vieme, Ze v meste nie je nikto,
kto pozna vSetkych. To znamen4d, Ze ku kazdému obyvatelovi mesta existuje asponi jeden iny obyvatel toho istého
mesta, ktorého nepozna. MoZe sa stat, Ze niekto nepoznd dvoch alebo viacerych Iudi v meste? Majme troch Tudi
A, B, C a predpokladajme, Zze A nepoznd B ani C. Zo zadania vieme, Ze ak vyberieme lubovolnu trojicu obyvatelov
nasho mesta, bude medzi nimi aspon jeden, ktory pozna zvysnych dvoch. V trojici A, B, C sa vSak zrejme poznaju
nanajvy$s B a C, a teda v tejto trojici neexistuje ¢lovek, ktory by poznal zvysnych dvoch. Z toho vyplyva, ze
v naSom meste kazdy nepozné najviac jedného cloveka. Nuz - aspon jeden a zaroven najviac jeden, to je prave
jeden. Dostavame teda, Ze kazdy nepozné prave jedného ¢loveka v meste. Tato ivaha je klcovéa a rieSenie je dalej
vlastne velmi jednoduché.

a) KedZe kazdy ¢lovek nepoznd prave jedného ¢loveka a zndmosti st vzajomné, tak obyvatelov mesta mozno rozdelit
do dvojic, v ktorych sa Iudia navzdjom nepoznaji. To znamend, Ze pocet obyvatelov musi byt parne ¢islo. Zaroven
si viimnime, Ze jediné, ¢o musi dané mesto spliat, je to, Ze kazdy obyvatel nepozna prave jedného ¢loveka. Teda ak
dokézeme obyvatelov jednoznac¢ne rozdelit do navzajom roznych dvojic (v ktorgch sa Iudia navzajom nepoznajt,
ale poznaju vSetkych ostatnych), vSetky podmienky zo zadania st splnené. To znamen4, Ze pocet obyvatelov mesta
moze byt lubovolné parne ¢islo n > 4.

b) Kedze kazdy z n ludi nepozné seba a prave jedného iného ¢loveka, kazdy pozna préave n — 2 Tudi. To znamena
spolu n(n — 2)/2 zndmosti.

c¢) Aby sme ukézali, Ze takéto rozostavenie do kruhu vzdy existuje, idedlne je nédjst ¢osi ako "navod”, podla ktorého
sa maju obyvatelia mesta rozostavit, nech uz je n akékolvek. Jedna z moZnosti, ktora sa priam natiska, je rozostavit
obyvatelov mesta tak, ze dvojice Tudi, ktori sa nepoznaji, stoja oproti sebe. Kedze n > 4 a kazdy nepozné prave
jedného, v takomto rozostaveni bude kazdy naozaj poznat oboch Tudi vedla seba.

Uloha é&.7: Nech n je kladné celé ¢&islo. Nech aj, € {—1,1} pre vSetky k = 1,2,...,n a nech plati
ajaz + azas + -+ ana; = 0.

Dokézte, ze n je delitelné Styrmi.

Riesenie: (opravoval Bus)

Téato tloha bola pomerne jednoduché. KedZe kazdé z ¢éisel ap mohlo byt len plus alebo minus jedna, musel byt aj
kazdy zo sucinov agagy (resp. anai) rovny bud plus alebo minus jednej. No a ak maja tieto stéiny davat v stacte
nulu, musi byt medzi nimi presne rovnako vela plus a minus jednotiek, teda oboch %. Z toho samozrejme hned
vyplyva, Ze n je parne cislo.

My by sme ale potrebovali dokéazat, Ze n je delitelné Styrmi, teda Ze s¢itujeme parne vela plus jednotiek a parne vela
minus jednotiek. To sa d4 celkom Tahko vidiet, ked si predstavime, Ze mame &isla a, . .., a,, usporiadané do kruhu.
Nésobime tak vzdy dve susedné ¢isla. Ich stcin je plus jedna vtedy, ak maju rovnaké znamienka a minus jedna
vtedy, ak st ich znamienka rézne. Predstavme si teraz, ze zacneme napriklad pri ¢isle a; a obideme dokola cely
kruh. Budeme pritom sledovat, ¢i sa nachddzame pri kladnom alebo zadpornom ¢isle. Vzdy ked sa zmeni znamienko,
znamena to, Ze sa v suéte objavila minus jednotka. Ale kedZe zac¢iname aj kon¢ime pri ¢isle a1, musi sa nam celkovo
znamienko zmenit parny pocet rdz (aby sme zacali aj skonéili s tym istym znamienkom), preto je podet minus
jednotiek parny, teda % je parne ¢islo, ¢o sme chceli dokézaf.

Ak by sme cheeli trochu jednoduchsi a viac matematicky dokaz, sta¢i si vSimnat identitu

(aras)(asas) - - - (anay) = (aras - - - ay)?.

Tento sucin je kladny, pretoZe na pravej strane méame $tvorec nenulového éisla. To vSak znamena, Ze z Cinitelov
a1az,a20a3, .. .,a,a; je parne vela zdpornych, ¢im opdf dostdvame, Ze 4 je parne cislo.

Uloha é&. 8: Dokézte, e existuje nekonecne vela trojic celych ¢isel a, b, ¢, ktoré st rieSenim rovnice

a’?+b*=c%+3.

Riesenie: (opravoval Mazo)

Keby sme chceli ndjst vSetky rieSenia zadanej rovnice, mali by sme vediet zodpovedat otazku, pre ktoré ¢isla c sa
¢islo ¢® + 3 da napisat ako sticet dvoch stvorcov. Takato otézka je dost fazka, napriklad je zndme, Ze sa ako stidet
dvoch $tvorcov da napisat kazdé ¢islo, ktoré ma vo svojom rozklade na prvoéisla iba 2 a prvoéisla tvaru 4k + 1.1
Zadanie vSak od nas chce daleko menej, staci najst nekonecne vela trojic, ktoré st rieSeniami.

Viac o tomto sa mézete docitat na strankach http://en.wikipedia.org/wiki/Fermat%27s_theorem on_sums_of_two_squares
ahttp://planetmath.org/encyclopedia/Proof0fLagrangesFourSquareTheorem.html. Ako cvicenie si skiste dokazat, ze existuje neko-
ne¢ne vela prirodzenych é&isel, ktoré sa ako sti¢et dvoch stvorcov napisat nedaju. A dokonca je nekonecéne vela aj ¢isel, ktoré sa nedaji
napisat ani ako sucet troch $tvorcov.
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Skusime to tak, Ze sa pozrieme na jednu z nezndmych ako na parameter (konstantu) a overime, pre ktoré hodnoty
tohto parametra vieme najst aspon jedno rieSenie rovnice. Pre volbu ¢ ako parametra sa dostaneme do problémov
spominanych v predoslom odstavci, preto radsej sktsime zvolif za parameter a. (Alebo b, je to jedno.)

Pre dané ¢islo a mame zistit, ¢ rovnica ¢ — b? = a? — 3 s nezndmymi b a ¢ m4 riefenie. Cize pytame sa, ¢i sa dva
$tvorce mozu lisit o dantt hodnotu. Napiseme si postupnost $tvorcov: 0,1,4,9,16,25,36,49,.... Susedné dvojice
stvorcov sa lisia o 1,3,5,7,9,11,13,.... Vidime, Ze dva susedné Stvorce sa mozu lisit o hocijaké neparne déislo.
Presnejsie, o 2k + 1 sa ligia $tvorce (k + 1)2 a k2. Cize ak za a zvolime parne ¢islo, bude a? — 3 nepérne a zadana
rovnica bude mat aspoii jedno rieSenie. Trojice (a, b, ¢), ktoré takto vzniknd, sa ligia hodnotou a, preto st navzajom
rozne; je ich nekonecéne vela, lebo parnych ¢isel je nekonecne vela. Hotovo.

Iné riesenie:

V tilohach z tedrie ¢isel sa zvyknii poéitat zvysky po deleni. Casto nam to umozni vyriesit aj tilohy, ktoré tak na
prvy pohlad nevyzeraju.

V nagom pripade sa pozrieme, aky zvySok mozu déavat druhé mocniny celych ¢isel po deleni Styrmi. Je lahké ukézat,
Ze Stvorce parnych cisel davaju po deleni Styrmi zvySok 0, Stvorce neparnych ¢isel davaju zvysok 1. Prava strana
zadane]j rovnice moze teda dévat po deleni Styrmi zvysSok 3 alebo 0. Pritom prvd moznost neprichddza do tvahy,
lebo lavé strana dava zvySok 0, 1 alebo 2.

Z povedaného vyplyva, Ze ¢isla a a b musia byt parne a ¢islo ¢ neparne, teda pre vhodné z, y a z plati a = 2z,
b =2y, c =2z + 1. Zadané rovnica ma s novymi premennymi tvar

2y =224 241

KedZe hodnoty z, y a z si volime my, sme panmi na bojisku. Staéi zvolit x = z a pritom z zvolit tak, aby y* = z+1.
Dostaneme tak trojicu (y? —1,y, y?> —1), ktora bude riesenim pre kazdé celé &islo y. Takymto trojiciam zodpovedajt
trojice (a,b,c) = (2y® — 2,2y,2y> — 1).

Pozndmka: Sktimali ste uz niekedy riesSenia rovnice a? 4+ b?> = ¢? v prirodzenych é&islach? Jej rieSenia sa nazyvaju
pytagorejské trojuholniky. Viete najst nekonecéne vela pytagorejskych trojuholnikov, z ktorych Ziadne dva nie st
podobné?

Uloha ¢&.9: Nech n je nezaporné celé ¢islo. Dokézte, ze ¢islo 22" + 22" 41 m4 aspon n roznych prvociselnych
delitelov.

RieSenie: (opravovala Hanka)

Nikdy nezaskodi vypisat si ten zdhadny stcet zo zadania pre niekolko najmensich n. Nula je nezaujimava (aspon
nula prirodzenych delitelov mé ozaj kazdé ¢islo), preto pokrac¢ujme dalsimi

n=1 2242”41 = 442+1=7,

n=2 22492 11 = 164+44+1=3-7,
n=3 224241 = 256+16+1=3-7-13,
n=4 2242411 = ...=3.7-13-241.

Vidime, ze delitele sa sprévajl'llvel’mi »pekne“. Skisime to presnejsie sformulovat a dokézat. Pre kazdé prirodzené
¢islo ozanéme A,, = 22" 422" 4+ 1. Chceli by sme ukézat, ze A, deli A, ;. Tak podme na to. Kedze plati

n+1 n n 2
22 = 922" — (27" (1)

mozeme pre jednoduchost oznacit a = 227171, teda podla (1) plati 22" =a? a 22" = a4, Podiel &isel Ani1 a Ay
vieme zapisat pomocou a a zjednodusit

An+1 N a4—|—a2+1

A,  a?+a+1

=a*—a+1. (2)

Neostal ndm Ziadny zvySok. Ak mi neverite, urobte skiisku spravnosti.? Takze sme prave ukézali, Ze nasa hypotéza
bola pravdiva. Aby sme sa nepomylili v ivahach typu ,a potom uz naozaj bude vSetko tak, ako ma byt* sformulujme
si dokaz celého tvrdenia pomocou matematickej indukcie.

Pre niekolko prvych n sme hned na za¢iatku ukazali, Ze dané tvrdenie plati, ¢im sme overili prvy krok matematickej
indukcie. Predpokladajme teraz, Ze pre nejaké n mé ¢islo A,, aspon n roznych prvociselnych delitelov. Podla (2)
vieme, ze ¢islo A, ;1 je delitelné vSetkymi tymito prvocislami a este navyse ¢islom a? — a + 1. Problémy, ktoré by
mohli nastat, st dva: bud by sa toto ¢islo rovnalo jednej alebo by bolo delitelné len niektorymi spomedzi vyssie
spominanych n prvodisel. Kedze a > 4, prvy mozny problém nés netrapi.

Druhy problém sa dé rychlo vyriesit tym, Ze si v§imneme , podobnost* medzi ¢islami 4, = a?+a+1aa?>—a+1.
Ked chceme najst ich najvicsi spolocny delitel, pouzijeme jeden krok Euklidovho algoritmu

2Nemali by ste niekomu len tak verit, najmi ked ide o delenie.
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NSD(a®* +a+1,a* —a+1) =NSD( (a* +a+1) — (a®> —a+1) ,a® —a+ 1) = NSD(2a,a® — a + 1).
Cislo 2a je delitelné iba prvocislom 2 a é&islo a? — a + 1 je neparne. Preto ich najviicsi spoloény delitel je 1, ¢ize aj
A, a a? — a + 1 st nestdelitelné. Preto ¢islo
An+1 = An(CLQ —a+ 1)
bude mat eSte aspon jedného dalSieho prvociselného delitela okrem tych ¢o uz ma A, a tym padom aspon n + 1

roznych prvodiselnych delitelov. A to je vSe pratelé!

Uloha é&. 10: Eduaud je odbornik na funkcie a iné podivné zalezitosti. Kedze je vo svojom odbore jediny, tak hlada
potencidlnych spolo¢nikov. Ako vstupny test musite vyriesit nasledovny priklad. Néjdite vSetky funkcie f : R — R
také, ze pre vsetky realne Cisla x a y plati

ff(@)+ fy) = (f(2) +y.

Riesenie: (opravovala Stanka)
(Podla Jozefa Tkadleca.) Vztah zo zadania mé platif pre vSetky dvojice redlnych ¢isel z,y, takZe mozeme smelo
dosadzovat. Pre z = 0 dostaneme

F(f) = f20) +y (3)

Premennt y mozeme zvolif tak, Ze prava strana (3) bude rovnd Iubovolnému redlnemu ¢islu. Preto lava strana (3)
taktieZ nadobuda kazdd redlnu hodnotu, ¢iZe pre kazdé ¢ € R existuje z € R, Ze plati f(z) = c. Nech teda zg € R
je také, ze f(xg) = 0. Dosadme v povodnej rovnice x = x¢ a dostaneme, Ze

FFW) =y (4)

plati pre kazdé y € R. Dosadme do pévodnej rovnice namiesto « hodnotu f(z). Ziskame

FU@) (@) + f) = (F(f())* + v,

¢o vyuzitim (4) vieme upravit na

flaf(@)+ f(y) =2 +y. (5)

Spojenim (5) a podovnej rovnice dostaneme

o® +y = flaf(x) + f(y) = (f(2))* +y,

¢ize pre kazdé x € R plati (f(z))? = 22, alebo inak |f(z)| = |z|. Mohlo by sa zdaf, Ze uz to méame, ale este nis
od kompletného riesenia deli kus cesty. Sami Iahko overite, Ze funkcie f(z) = z, f(x) = —x spliaji |f(z)| = ||
a vyhovuju aj povodnej rovnici. (Treba overit!) Moznosti je vSak ovela viac. Mohlo by sa stat, ze f(z) bude niekde

.....

vyhovuje nasej rovnici a navySe mame nejaké nenulové rézne a1, as € R také, ze

flar) = ay, flaz) = —ax.

Dosadme do pdévodnej rovnice © = a; a y = as. Dostaneme

f(af — az) = af + as.

Potom musi platit a% — a9 = af + a9 alebo a% —ag = fa% — agy. Z prvej rovnice dostaneme as = 0 a z druhej a; = 0,
takze obe moznosti vedd ku sporu. Preto jedinymi rieSeniami tlohy st funkcie f(z) =z a f(z) = —=.

Komentar: Viaceri z vas dokazovali, Zze f je injektivna® a ze f(0) = 0, ale ako vidite, v nasom rieseni to nebolo
treba. Niektori z vas sa pohravali s myslienkou, Ze f je linedrna. Takato informéaciu v zadani nemame a jej overenie
je asi tak zlozité ako vyrédtat celi tuto tilohu. Na domécu tlohu sktste najst funkciu, ktora nie je linearna a plati
f(f(z)) = . A napokon, véiésina z vis zabudla uvazovat o tom, Zze f moze byt kombinaciu z a —x. Nabudice si

.....

3Nadobtida kazdi realnu hodnotu najviac v jednom bode.
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Uloha ¢&.11: V rovine sii tyri nerozlisitelné kisky plasteliny, ktoré mézeme prestivat len nasledujiicim spésobom.
Kiisok moézeme presuntit do novej pozicie, ak sa presne v strede medzi pévodnou a novou poziciou nachadza nejaky
iny kisok plasteliny. Na zaciatku su jednotlivé kiisky na bodoch so stiradnicami (0,0), (0,1), (1,0), (1,1). Vieme po
konec¢nom pocte presunuti kiskov plasteliny dostat kisky na body so saradnicami (0,0), (1,1),(3,0), (2,—1)?

Riesenie: (opravoval Foto a Bus)

Najjednoduchsi sposob, ktorym by sa dala tato tloha vyriesit, by bolo naozaj najst postupnost skokov, ktorou by
sme sa zo zaciato¢ného stavu dostali do koncového. Ak ste to vsak dostato¢ne dlho skusali, pravdepodobne ste
prisli k zaveru, Ze sa to nebude dat, ¢o je aj naozaj pravda. Ako vieme Cosi také dokdzat?

Prvy nédpad by mohol byt dokazovat, Ze sa ziadnou z plastelin nevieme dostat na poziciu (3,0) alebo (2,—1).
Bohuzial, na obe z tychto pozicii sa dostat vieme. Dokonca sa vieme dostat aj na kazdi mozna trojicu koncovych
bodov, len na ten $tvrty bod sa ndm to akosi stéle nechce podarit. Sktisme sa pozriet na tiito tlohu od konca.*
Predstavme si, Ze sa ndm nejako podarilo dostat do koncového stavu. Aky musel byt posledny krok, ktory sme
spravili? Moznosti je dost vela, a ked si ich aj skisime vypisat, nevidno na prvy pohlad Ziaden dovod, preco by
sme sa do tychto stavov nemohli dostat. Ak sa vSak budete pozerat dostatoéne pozorne, mozno si vSimnete jednu
zaujimavu vec. Plasteliny mame na konci vo vrcholoch rovnobeznika R, ktory je tvoreny pociatkom stradnicovej
sustavy (0,0), dvoma bodmi (1,1), (2, —1) (mdzeme ich chapat aj ako vektory) a ich st¢tom (3,0). Predstavme
si teraz mnozinu vsetkych bodov roviny, ktoré st nejakym celoc¢iselnym nasobkom alebo celociselnou kombinaciou
vektorov (1,1), (2, —1), teda v8etky body ktoré sa daju napisat ako a - (1,1) + b - (2, —1) pre nejaké celé ¢isla a,b.
Do tejto mnoziny patria aj vSetky Styri vrcholy R. Ked si tdto mnozinu bodov nakreslite na papier, dostanete
pravidelnt ,mriezku® — taka ista, ako keby ste sa pokusili rovnobeznikmi zhodnymi s rovnobeznikom R pravidelne
vyplnit (,,vykachli¢kovat®) celtt rovinu. Mimochodom, v matematike sa takymto a podobnym mnozindm bodov
naozaj hovori mriezky. Co je na tejto mriezke zaujimavé? No na konci preskakovania budu vsetky kusky plasteliny
lezat na bodoch mriezky. Jeden krok pred koncom museli tiez lezat vSetky kusky plasteliny na bodoch mriezky
— déa sa totiz Tahko v8imnuf, Ze ak po preskocdeni plasteliny A plastelinou B budi obe lezat v bodoch mriezky,
musela plastelina B lezat na nejakom bode mriezky aj pred skdkanim. (Plastelina A samozrejme tieZ, pretoze ta
sa nehybala.) Z toho ndm teda vychédza, ze vSetky kusky plasteliny museli lezat v bodoch mriezky aj na zaciatku,
¢o vsSak nie je pravda, ¢im sme dostali spor. Preto sa zo zaciatoéného stavu nedd dostat do koncového (a ani do
Ziadneho iného, kde by vsSetky Styri kusky plasteliny lezali naraz na bodoch nasej mriezky).

Uloha ¢&.12: Sachovnica rozmerov 100 x 100 je zafarbena 4 farbami tak, Ze v kazdom riadku a v kazdom stlpci
je presne 25 policok kazdej farby. Dokazte, ze v nej existuji Styri policka navzajom réznych farieb, ktoré tvoria
obdlznik so stranami rovnobeznymi s okrajom Sachovnice.

RieSenie: (opravoval Ondrag)

(Podla Jozefa Tkadleca) V kazdom riadku je préave 100 - 75/2 = 50 - 75 dvojic roznofarebnych policok. Pre vetky
riadky je to spolu 100 - 50 - 75 dvojic. Existuje presne 100 - 99/2 = 50 - 99 dvojic stipcov na ktorych lezia tie
roznofarebné dvojice poli¢ok. Z Dirichletovho principu dostaneme, Ze existuji dva stipce, ktoré maji aspon v 76
riadkoch rdézne farby. Odteraz budeme uvazovaf iba tie dva stipce. Ak takych dvojic stipcov existuje viac, vyberieme
Tubovolnt z nich.

Méame dva stipce, ktoré chapeme ako 100 dvojic (policka tvoria dvojicu, ked st v jednom riadku), z toho aspoii
76 je roznofarebnych. Oznaéme si pouzité farby a, b, c,d. Mame Sest kombinécii ako modzu vyzerat réznofarebné
dvojice: ab, ac, ad, be, bd, cd. Samozrejme, este musime uvazovat aj poradie. Ak by sa v naSich dvoch stipcoch
nachédazli riadky farieb;ab aj cd, tak mame pozadovany obdlznik. Rovnako to plati pre dvojice ac a bd, ad a bc.
Predpokladajme teda, Ze z dvojic farebnych kombindcii (ab, cd), (ac, bd) a (ad, be) sa vyskytuje vzdy najviac jedna.
Teraz mozu nastat dve moznosti.

e Jedna z farieb a, b, ¢, d neni v ziadnom réznofarebnom riadku. Potom st na aspoii 76 réznofarebnych riadkov
pouzité najviac tri farby a teda jedna sa v nasich dvoch stipcoch vyskytuje aspon [76-2/3] = 51-krét, ¢o nie
je mozné.

e V roznofarebnych riadkoch sa nachddzaju vsetky Styri farby. Rozmyslite si, Ze potom musi existovat farba,
ktora sa nachddza v kazdom rdznofarebnom riadku a preto je tam aspon 76-krat, ¢o opif nie je mozné.

Tym sme ukdzali, Ze vzdy musi existovat obdlZnik s vrcholmi réznej farby. Hotovo.

4Mozete si rozmysliet, Ze nezalezi, ktory stav je zadiatoény a ktory koncovy, lebo vieme robit aj ,spatné“ fahy, teda ak zo stavu A
vieme prejst do stavu B, tak sa z B vieme aj vratit naspiat do A.
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Uloha &.13: Pre n > 1 ozna¢me p(n) najvicsie prvocislo, ktoré deli n. Dokazte, e existuje nekonecne vela
prirodzenyrch &isel n spliiajiicich
p(n) <p(n+1) <p(n+2).

Riesenie: (opravoval Ondrac)
(Podla Jozefa Tkadleca) Budeme hladat n v $pecidlnom tvare. Funkciu p vieme pekne vy¢islovat pre prvocisla a ich
mocniny. Sktsme n = ¢2 — 1, kde ¢ je neparne prvoéislo. Chceli by sme, aby platilo

p(¢® = 1) < p(¢?) < plg® +1).
Prvéa nerovnost plati pre vSetky neparne prvocisla g, to si sami lahko dokdzete. T4 druhd nanestastie platif nemusi.
Riesit, ¢i plati pre nekonecne vela prvocisel ¢ je asi nad nase sily. Nam teda prekaza, ked
p(¢®) = ¢ > p(g® +1). (6)
Skisme dalgiu trojicu: ¢* — 1, ¢%, ¢* + 1. Vieme, ze (¢* —1) = (¢ —1)(¢® + 1) a kedze plati (6) je zrejmé, ze (¢* —1)
mé prvociselnych delitelov len mensich ako ¢g. T4ato druhé trojica je rieSenim nerovnosti prave vtedy, ked
pla") = g < plg* +1).

Opit sme tam, kde sme boli. Tato nerovnost asi nemusi vzdy platit. Myslim vSak, Ze uZ je vdm jasné, kam toto
rieSenie vedie. Ak toto nie je riesenim, tak sa posunieme o rad vyssie na trojicu, ¢ — 1, ¢%, ¢ + 1...
Formalne, vezmime najmensie prirodzené k také, ze

.
p(q2)>q-

Potom plati
2k 2k ok
p(q —1)<p<q )<p(q +1).

Musi ale také k existovat? Predpokladajme (dokaz sporom), Ze také k neexistuje, ¢iZe €isla tvaru q2’c + 1 maja
v prvodiselnych rozkladoch iba prvodéisla mensie ako p. Za domécu tlohu si dokézte, Ze to nemdze nastat. Pomoze
vam, ak ukdZete, Ze ¢isla takého tvaru maju najiacsi spolocény delitel rovny dvom.

Uloha é&.14: Dokazte, %e pre x,y,z > 0, ktoré sphiaji = +y + 2z = 1, plati

1 n 1 + 1 >13
24+y Y’ +z 2+=x 2

RieSenie: (opravoval Ondrac)

Tento priklad sa nepodarilo vyriesit nikomu, preto tu riesenie neuvedieme. My sice rieSenie pozname, ale tuto prile-
Zitost radi vyuzijeme na vyhldsenie takej malej sttaze. Komu sa ako prvému podari tento priklad spréavne vyriesit,
m4 u miia flagu kofoly. Svoje rieSenia posielajte bud na adresu KMS, alebo kludne aj mailom na ondrob@gmail . com.
Body do gamy za tieto rieSenia uZ nedostanete. Ak by sa dlhsi ¢as neobjavovali ziadne rieSenia, za¢nem na fére
pisat nejaké népovedy, ale tiez aj upijat z kofoly ;)

Vvsledkova listina

kategéria BETA

Por. | Meno Roé& Skola k, [ kg [5[6][7[8]910[11]p | s | O
1. Chlebikova Andrea 2. Brighton UK 4 1 91919191]1919 45 | 135
2. Kossaczky Pavol 3. Gamca BA 4 019(919]/9]9 45 | 130
3. Tkadlec Josef 4. GJK PH CR 7 5 919181919 44 | 129
4. Csiba Peter 4. SPMNDG BA | 9 5 919191819 44 | 127
5. Kossaczky Igor 4. Gamca BA 7 2 9191919 36 | 124
6. Bosak Radomir 4. Gamca BA 7 2 8191981 35 | 121
7. Le Tuan Anh 2. Gamca BA 6 1 819|981 35 | 112
8. Pavlik Tom&s 4. GJKPHCR | 4 | 0 919 9 27 | 107
9. Csiba Dominik 2. SPMNDG BA | 5 1 819881 34 | 106
10. | Hojcka Michal 4. GKom PE 11| 6 919171019 34 | 103
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Por. | Meno Roé& Skola k, | ks 6/ 7][8[]9]10]11 s [ >
11. | Kovaé Ondrej 2. GCM NR 5 1 919|881 35 | 98 |
12. Kukan Marek 3. Gamca BA 5 1 81919817 41 | 97
13. | Eiben Eduard 4. GPos KE 9 6 9191919 36 | 96
14. | Bachraty Martin 3. GVO ZA 9 5 9191919 36 | 95
15. | Koneény Jakub 3. Gamca BA 9 5 9198|713 36 | 93
15. | Vecerik Matej 2. SPMNDG BA | 5 1 919191810 35 | 93
17. | Kozdk Andrej 2. Gamca BA 6 1 919|198 35 | 92
18. | Haas Emil 4. Gamca BA 9 2 9191919 36 | 91
18. | Karaskova Natalia 3. Gamca BA 9 4 919|817 33 | 91
20. | Muathova Denisa 2. GbTR ZA 5 0 818193 37 | 90
20. | Sormanova Maria 2. SPMNDG BA | 4 0 9 9 20 | 90
20. | Styrakova Kamila 3. GPOH DK 8 2 81919 26 | 90
23. | Szabados Viktor 2. Gamca BA 6 1 81919 26 | 89
23. | Topfer Jakub 4. GJK PH CR 5 3 919|883 37 | 89
25. | Ukrop Martin 3. GLS ZV 4 1 914195 27 | 88
26. | Hagara Michal 3. GJH BA 8 5 919|816 32 | 87
26. | Midlik Adam 3. GJAR PO 6 2 9 4 8 21 | 87
28. | Baranova Jana 3. GAlej KE 6 1 4191918 30 | 86
28. | Sabatovi¢ova Linda 2. GJH BA 5 0 81819 34 | 86
30. | Sladek Filip 3. GAB NO 6 5 9198 26 | 84
31. | Hozza Jan 2. GJH BA 4 1 919 7 25 | 83
31. | Phuong Mariana 2. GJH BA 4 0 91919 36 | 83
33. | Guri¢an Pavol 2. Gamca BA 6 1 71919194 38 | 82
34. Baco Ladislav 3. GPos KE 9 5 919 4 22 | 81
35. | FarSang Stefan 2. SJG KN 3 0 914 22 | 78
35. | Santer Jakub 2. GMH Trstend | 4 0 81919510 31| 78
37. | Gregor Viktor 3. GSkol PB 6 1 91919 0 27 | 76
38. | Bogar Jan 3. GLS TN 8 2 9|1 119 20 | 74
39. | Masar Juraj 2. GBil BA 4 0 019 713 28 | 73
40. | Kova¢ Jakub 4. GCM NR 5 1 919 18 | 72
40. | Peit] Tomas 3. SPMNDG BA | 8 | 3 91990 27 | 72
42. | Hajdin Michal 4. GJH BA 7 2 9191910 3 30 | 70
43. | Jursa Jakub 4. GAlej KE 12 | 5 9198 26 | 67
44. | Palenik Juraj 2. SPMNDG BA | 4 1 0 | 63
45. | Kuklisova Nina, 4. GMet BA 8 1 81119510 23 | 62
46. | Majdi§ Mojmir 3. GPOH DK 6 1 91919 27 | 57
47. | Dresslerovd Anna 2. GJH BA 3 0 8 8 | 55
48. | Kubincova Petra 2. SPMNDGBA | 5 | 0 3 11 | 52
49. | Bogarova Zuzana 2. GLS TN 4 0 2128 9 21 | 51
50. | Mojzisova Hana 2. GJH BA 4 0 0 | 42
51. | Harlenderovd Alena 1. Olomouc CR 1 0 0 | 41
52. | Matejovicova Lenka 4. GJH BA 12 | 8 0 | 40
53. | Ziman Michal 3. GBST LC 7 1 0 | 36
54. | Herencsar Albert 4. Gmad GA 7 3 0 |35
54. | Lessova Livia 2. GPar NR 4 0 0 |35
56. | Dizova Andrea 2. GKom PE 5 1 0 |32
57. | Hezelyova Slavka 2. SPMNDG BA | 4 0 0|29
58. | Krej¢ir Andrej 3. GVBN PD 4 0 0 |28
58. | Muzik David 1. GChD PHCR | 3 1 0 |28
60. | Jakubik Jan 2. SPSE PN 4 0 412 6 | 26
61. | Machac Juraj 2. GJH BA 4 0 0 |25
62. | Coculova Zuzana 3. GPos KE 7 1 0 |23
63. | Hlavatd Martina 2. Gamca BA 6 1 0 | 20
63. | Vavrik Boris 2. GJH BA 4 0 0 | 20
65. | Bohinikova AlZzbeta 2. Gamca BA 6 1 0 | 18
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Por. | Meno Roé& Skola k, [ kg [5]6]7]8 1011 p[s| >
66. | Hajdinova Katarina 2. GJH BA 5 1 017 |
67. | Fodorova Jana 2. GJGT BB 4 0 0] 16
68. | Dvotak Daniel 4. TrutnovCR | 4 | 0 0| 14
68. | Hutér Peter 2. Gamca BA 3 0 0| 14
68. | Rigdova Emilia 3. GKuk PP 6 1 0] 14
71. | Bartko Matus 2. GLS TN 2 0 0| 7
72. | Bendova Lenka 4. GJH BA 7 1 0| 6

Vysledkova listina
kategéria ALFA, Bratislava
Por. | Meno Roé¢ Skola k,[1]2[3[4]5]6][7][p]>
1. Belanova Michaela 1. SPMNDG BA | 2 71617 9 99
2. Zakovskéa Ursula 1. Gamda BA 2 91916 7 87
3. Bohinikova Lucia 1. Gamda BA 2 919 6 85
4. Téth Michal 1. GJH BA 2 91919519 60
5. Langer Tom&s 1. GJH BA 2 19|98 8 55
6. Dresslerova Anna 2. GJH BA 3 8 35
6. Vlachynska Petra 1. GBil BA 2 35
8. Recka Marek 1. 1SG BA 1 17
9. Hutéar Peter 2. Gamca BA 3 12
10. Durikovi¢ova Lucia 2. GsvU BA 3 4
kategoria ALFA, zapad
Por. | Meno Roé¢ Skola [k, [1[2[3[4]5]6[7][p] >
1. Hornak Marian 1. GPar NR 2 91919191919 132
2. Kosec Peter 1. GLS TN 2 916619 9 123
3. Svancara Patrik 1. GLS TN 2 9191719 2 107
4. Farsang Stefan 2. SJG KN 3 5/5(1919 |4 105
5. Koprda Pavol 1. GAMTT | 2 913 |7|8|6]|2 91
6. Baxova Zuzana 1. GLS TN 2 913|510 2 82
7. Simkova Maria 3. GJF Sala, | 3 5158 63
8. Mari§ Andrej 1. PiarG NR 1 114131013 53
9. Rajchlova Barbora 3. GJab MY | 3 519 38
10. Sedlackova Lenka 2. GPdC PN | 2 36
11. | Pappova Danica 1. GIESTN | 1 29
12. | Plocéekova Andrea 2. GPdC PN | 2 6 1 16
13. Bartko Matuas 2. GLS TN 2 7
kategoria ALFA, stred
Por. | Meno Roé Skola k,[1[2[3[4]5]6[7][p]| >
1. Galovicova Sona 1. GVO ZA 3 91819199 122
2. Halajova Barbora 1. GVO ZA 3 918998 112
3. Jasenc¢akova Katarina 1. GVO ZA 3 9181992 109
4. Vliéek Andrej 1. ESSEGJTLM | 2 5197 8 | 2 106
5. Santrova Adriana 1. GMH Trstend 2 716 |4 9|2 74
6. Anderle Michal 2. GBST LC 3 9 9 50
7. Bualik Martin 2. GJGT BB 2 7 5 34
8. Rybar Andrej 2. GJGT BB 3 31
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Por. | Meno Ro¢ Skola k, [1]2 4156 [7][p|>
9. | Makuch Matej 2. GJGT BB | 3 7 7 30 |
10. | Jackovd Dominika 2. GJGT BB 2 26
11. | Kajanek Frantisek 1. GJMH CA 2 21
12. | Lonsky Rafael 1. GPOH DK 1 16
13. | Kubisova Barbora 1. GJGT BB 2 12
13. | Lehotsky-Neznamy Juraj 1. EvG BB 1 7 5 12
15. | Plavak Dusan 2. GMH Trstena | 2 8
16. | Kastan Marek 2. GJGT BB 3 4 4

kategéria ALFA, vychod
Por. | Meno Ro¢ Skola [k, |[1]2]3 516 [7[p]| >
1. Klembarova Barbora 1. GKuk PP | 2 9|8 21919 114
2. Marecakova Barbora 1. GKuk PP | 2 719 0|76 104
3. Daniladkova Monika 1. GJAR PO | 2 718 2 100
3. Dupej Peter 1. GJAR PO | 2 9 817 100
5. Kmetova Katarina 1. GKuk PP | 2 919 01613 83
6. Fagulové Kristina 1. GPos KE | 3 7 415 73
7. Lami Jozef 1. GPos KE 2 42
kategéria ALFA, zahranicie
Por. | Meno Roé Skola k,[1]2][3[4]5[6[7][p] >
1. Kopf Michal 1. Opava CR 2 7191719 9 113
1. Zidek Augustin 1. Frydlant CR 2 9/6|6|9|8]|8 113
3. Harlenderova Alena 1. Olomouc CR 1 68
4. Muzik David 1. GChD PHCR | 3 17
Vysledkové listina
kategoria GAMA
Por. | Meno Roé Skola 10111213 [|14]p| >
1. Bachraty Martin 3. GVO ZA 9 67
2. Bosédk Radomir 4. Gamca BA 1 71
3. | Csiba Peter 4. |SPMNDGBA | 8 [ 9 | 0 | 1 [ 0O 162
4. Hojcka Michal 4. GKom PE 0 9 60
5. Konecény Jakub 3. Gamca BA 7 3 86
6. Kovac¢ Jakub 4. GCM NR 57
7. Sladek Filip 3. GAB NO 8 106
8. Tkadlec Josef 4. GJKPHCR | 9 9 7 7 0 172




