Koreépondenénjf Matematick}'f Seminér

Vzorové riesenia 2. série zimnej ¢asti KMS 2008/2009.

Uloha é&. 1: Vezmime si vSetky prirodzné &isla mensie ako 211112. Ktorych ¢isel je medzi nimi viac — tych, ktoré
obsahuju cifru 1, alebo tych, ktoré ju neobsahuji?

RieSenie: (opravovala Kika)

treba ukazat, ¢i je ,jednotkovych ¢isel“ viac ako polovica. (Odteraz budeme ¢isla, ktoré maja v zapise jednotku,
volat jednotkové.) Bavili sme sa o ¢islach mensich (nie mensich alebo rovnych) ako 211112. Ich pocet je 211111,
polovica z toho je 105555,5, takZe treba dokézaft, Ze jednotkovych ¢isel je 105556 a viac.

Prvy sposob: O niektorych velkych skupinédch ¢isel vieme, Ze 1 v zapise uréite obsahuji. St to napriklad vsetky
¢isla od 100000 do 199999 (1 uréite maji na mieste stotisicok). Je ich presne 100000. (Viete predo? Skuste sa nad
tym zamysliet.) Dalsia takd skupina é&sel je od 10000 do 19999. Tych je 10000. Takto vieme spolu o minimélne
110000 jednotkovych ¢islach. A to ndm stadi, pretoze 110000 je viac ako 105556.

Druhy spésob je komplikovanejsi, tu zratame pocet vSetkych jednotkovych éisel. Podme na to od podlahy. Kolko
¢isel od 0 do 99 je jednotkovych? Cisla 0-99 vieme po desiatkach rozdelit na desat éasti, 0-9, 10-19, pokradujic
az ku 90-99. Deviif z tychto desiatich ¢asti ma v sebe prave jedno jednotkové éislo. Cast 10-19 ma v sebe desat
jednotkovych cisel. Takze od 0 do 99 existuje 19 jednotkovych cisel.

Dobre. Kolko je teraz jednotkovych éisel od 0 do 9997 Analogicky si ¢isla 0-999 rozdelime na desat mensich ¢asti,
od 0-99 az po 900-999. Cast 100-199 je zo samych jednotkovych ¢&isel, je ich tu 100. V kazdej z ostatnych deviatich
casti je tolko jednotkovych éisel, kolko ich je od 0 do 99. Spolu je to 9-19+ 100 = 271 jednotkovych &isel v rozmedzi
0-999.

Podobne v rozmedzi od 0 do 9999 ich je 3439, od 0 do 99999 ich je 40951. Tu sa modzeme zastavit. Po ¢&isle 99999
nasleduje 100000 jednotkovych c¢isel — od 100000 do 199999. Potom nasleduje interval od 200000 do 209999. Toto

.....

(maju 1 na mieste desaftisicok), je ich 1112. Spolu je to 145502 jednotkovych ¢isel, ¢o je viac ako polovica vSetkych.

Uloha é&. 2: Uvazujme prirodzené ¢isla, ktoré davaji zvysok 1 po deleni kazdym z ¢isel 2,3,4,...,11.
a) Néjdite dve rozne takéto ¢isla.
b) Najmenej o kolko sa musia takéto dve rézne ¢isla 1isit?

RieSenie: (opravovali Janko a Katka)

a) Zafneme uvahou o tom, ako maju hladané ¢isla vyzerat. Kedze maju davat zvySok 1 po deleni vSetkymi ¢islami
2-11, tak ¢isla o jedna mensie budua delitelné vSetkymi tymito ¢islami bezo zvySku. Lahko ndm napadne, Ze prvé
éislo delitelné 2-11 je 0, ¢o znamend, Ze najmensie ¢islo vyhovujtce zadaniu je 1. Druhé najmensie ziskame tak,
Ze ndjdeme najmensi spoloény nésobok nsn(2,3,4,5,6,7,8,9,10,11) = 27720 a pripoc¢itame k nemu 1. Dostaneme
27721, mame dve ¢isla a mozeme sa vrhntf na druhu ¢ast tlohy.

b) Tu mnohi z vés spravili ti chybu, Ze zistili rozdiel dvoch ¢isel, ktoré nasli a prehlasili ho za najmensi. Zabudli
vsak zdovodnif, preco je prave tento rozdiel najmensi.

V predchadzajucej ¢asti sme uz trochu naznadili, ako hladané ¢isla vyzeraji. Mozeme ich usporiadat do postupnosti,
ktord bude vyzerat nasledovne: 1,27221,55441,83161,... Mozeme si vsimnut, Ze kazdé dva po sebe nasledujtice
¢leny sa od seba lisia o 27720. Je to ndhoda? Urcite nie. :) Ak totiZz mame ¢islo a vyhovujice zadaniu, déava a po
deleni ¢islami 2-11 zvySok 1. Ak chceme dalsie také, musime k a pripo¢itat éislo (alebo hocijaky jeho néasobok),
ktoré je delitelné ¢islami 2-11, aby sa nam zachoval zvySok. PretoZe najmensie takéto ¢islo je 27720, bude to
najmensi mozny rozdiel.

Uloha &. 3: Zapiste ¢islo 2008 ako sticet niekolkych prirodzenych ¢isel, ktorych sii¢in je maximalny a ukézte, Ze
neexistuje lepsie riesenie.

RieSenie: (opravovali Kaja a Ondro)

Ahojte. Na tvod by sa patrilo mensie vysvetlenie, preco je vzorové riesenie tretej ilohy v KMS také dlhé. Téato tloha
nebola svojim sposobom zlozita. Obtiazny bol prave ten popis, preco je riesenie, ktoré sme nasli najlepsie mozné.
Museli sme totiz vylucit v8etky rozklady éisla 2008, ktoré nedavali maximéalny stuéet. My si v rieSeni ukéZeme postup,
ako sa postupne dopracovat z lubovolného rozkladu k tomu spravnemu. Mozno to znie na ivod dost nelogicky, ale
naozaj je tomu tak. Dokladné precitanie tohto rieSenia vam d4 strasne vela. (Naucite sa rozumiet rieSeniam s vela
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nezndmymi a niektoré myslienky z tohto dokazu sa vam urcite hodia do budicnosti.) RieSenia sme hodnotili podla
toho, ze ako dokladne sa vdm podarilo zdovodnit, Ze vaSe riesenie je to najlepSie mozné.

Takze naddych a moézeme sa s plnou chutou pustit do riesenia tlohy. Prvé ¢o bolo treba spravit, je dat kalkulacku
do kita. Pri rieseni tejto tilohy bola zbyto¢na. Cislo 2008 je dost velké, podme preto venovat nasu pozornost mensim
¢islam. Vhodnym kandidatom je napriklad ¢islo 6. Podme ho skusit rozlozit na sucdet niekolkych éisel, pri¢om pri
kazdom rozlozeni si budeme vsimat st¢in tychto séitancov. Najlep$im rozloZenim je 6 = 3+ 3. Aby sme si rozumeli,
pod slovom najlepsie myslime rozloZenie na tie s¢itance, ktoré maji najvicsi sucin. Mozeme si vSimnut par veci
ktoré platia pre malé ¢isla, a ktoré ndm pomodzu tlohu vyrieSif aj pre vicsie ¢isla.

1. RozloZenia, ktoré obsahuji vela jednotiek nie st dobré, pretoze jednotky nezviicsia sucin.
2. Cislo sa nam oplati rozlozit na ¢o najmensie ¢isla (vicsie ako jeden), vtedy bude ich stcin najvicsi.

Tieto tvrdenia ndm mozu pomdct najst spravne rozlozenie. Problém je ten, Ze ani jedno z nich nemame dokdzané.
Podme to zmenit. Nezlaknite sa tolkych nezndmych, staci len vediet ¢o znamenaji. S takymito formélnymi zapismi
sa budete stretavat ¢im dalej tym viac, preto je dobré si ich ¢o najskor osvojit.

Zbavme sa najprv jednotiek v rozklade. Otéazka je teraz, ¢o myslime pod slovami zbavme sa. UkédZeme, ze Tubovolny
rozklad ¢isla obsahujuci I jednotiek vieme zmenif na taky, ktory ich obsahuje I — 1. (A je lepsi, t.j. sti€in nového
rozkladu je vicsi ako sacin povodného.) Hladajme rozklad éisla n. Nech nas rozklad je n = ay + as + -+ - + ay,
kde k je pocet séitancov. Predpokladajme, Ze existuje taky index ¢, ze a; = 1. Nech ¢ > 1. (Rozmyslite si ako
by to vyzeralo pre ¢ = 1 a pre ¢ = k.) Plati, Ze ajas---ar = a1+ aj—1a;41 - ag. (Cislo a; = 1 nezmeni celkovy
stcéin.) Mozeme preto zmenSit pocet séitancov o jeden a zaroven zvicsit celkovy stcin. Lepsi rozklad &isla n je
n=(a1+1)+as+ --+a;—1+aj41+---+ag. Zéroven plati, ze (a1 +1)az - aj—1Gi41 Q> a1+ - G—1Q541 - Q.
Nasli sme to, ¢o sme hladali, rozklad ¢isla n na k& — 1 s¢itancov s lepsim st¢inom. Takto sa postupne mozeme zbavit
vSetkych jednotiek v rozklade a postupne zvicsovat sucin.

V druhom tvrdeni hovorime, Ze v st¢ine st lepSie mensie ¢isla ako tie vicsie. Podme to dokézat. Mozeme sa
inspirovat tym, ako sme sa zbavovali jednotiek v predchddzajicom odstavci. Postup bol taky, Ze sme v stcéte nasli
jednotku, odstranili ju a tym zvicsili saéin. Teraz budeme v stiéte hladat velké ¢éisla. Tie postupne nahradime stic¢tom
ako 4 vieme nahradif staétom niekolkych dvojok a trojok, pri¢om sa ndm zlepsi stéin. Nech n = a; +as + -+ - + ag
a nech existuje také 0 < i < k, ze a; > 4. Musime rozligit dva pripady. Ak je ¢éislo a; parne, nahradime ho stié¢tom
niekolkych dvojok. Naopak ak je nepéarne, tak potom v novom stucte bude jedna trojka a zvySok dvojky.
Formalne,

a; = 242+---42, aka; =2m a
~——————
a; = 3+242+---+2, aka; =2m+ 1.
m—+1

..........

iba nad ¢initelom a;, ktory sa ako jediny zmeni.

Potrebujeme dokazat, Ze pre kazdé m vicsie ako 2 plati a; = 2m < 2™. Pre m = 3 to plati. Pozrime sa na prechod
z m na m + 1. Dava strana sa vyndsobi éislom (2m + 2)/(2m) a prava ¢islom 2. Prava strana rastie rychlejsie
ako lavd, preto nasSa nerovnost bude platif aj pre vSetky dalsie m > 3. (Spoznali ste indukciu? Skuste ju spravit
poriadne.)

Tu by sa este patrilo zdéraznit, ze pre kazdé m vicsie ako 1 plati (2m 4 2)/(2m) < 2. Dokaz pre nepéarne ¢isla
nechavame ako cvicenie pre vas. Nebojte sa nie je to ni¢ tazké. Cely dokaz az na nejaké detaily velmi podobny
tomu pre parne ¢isla.

Uz mame potrebnt delostreleckt pripravu na to, aby sme nasli rozklad éisla 2008, ktory bude mat najvacsi sucin.
Ukézali sme, ze vSetky ¢initele budu ¢isla z mnoziny {2, 3, 4}. Stale vSak existuje velmi vela vyhovujtcich rozkladov
(vieme, Ze ten najlepsi, ktory hladdme je niekde medzi nimi). Potrebujeme preto najst eSte nejaki podmienku
na ¢initele v rozklade. Zoberme si lubovolny rozklad ¢isla 2008 na niekolko séitancov.

Napriklad 2008 = 700 - 2 4 200 - 3 + 2 - 4, ich st¢in je potom 27°0 . 3200 . 42 Podme tento stcin zvicsit. Opat
nam pomdzu rozklady malych ¢isel. Ked sme sa hrali s ¢islom 6 nasli sme dva velmi podobné rozklady, konkrétne
6 =2+2+2a6=3+3.Pri prvom je st¢in séitancov 8, pri druhom 9. Tymto vlastne vieme nahradzat tri dvojky
N4§ rozklad sa zmenil na 2008 = 1 -2 + (200 + 466) - 3 + 2 - 4, a stéin bude 2! . 3200466 . 42,

Stéale to nie je ono. V sucine sa totiZz vyskytuju eSte dve Stvorky a jedna dvojka, ktoré by sa dali nahradit. Kedze
plati 4 = 242, tak jednu dvojku a jednu Stvorku zo si¢inu vieme zmenit na sucin dvoch trojok. Dostédvame rozklad
2008 = (200 + 466 +2) - 3+ 1 - 4 a sacin je 32007466+2 . 41 Ty sa mozeme zamyslief nad tym, Ze ¢islo 4 vieme

.....

spdsobom roézne.
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Zrejme je tento rozklad najlepsi, kedze v mnozine {2, 3,4} uZ nevieme vymysliet Ziadne zvééSenie stc¢inu pri zacho-
vani suctu.

Uloha é&. 4: Bod P lezi vntitri $tvorca ABC D. Oznaéme p a q rovnobezky so stranami tohto $tvorca prechadzajiice
bodom P. Dalej ozna¢me r a s rovnobezky s uhloprieckami §tvorca opit prechadzajiice bodom P. Priamky p, q,
r a s celkovo rozdelia stvorec ABC'D na 8 casti. Ofarbime teraz tieto casti striedavo modrou a cervenou farbou
tak, aby kazdé dve cCasti susediace stranou mali réznu farbu. Dokazte, ze sucet obsahov Casti, ktoré st ofarbené na
modro, je polovica z obsahu stvorca ABCD.
Riesenie: (opravoval Ada, MiS4c)
Rozoberme si najprv nasledujice $pecialne pripady.
1. P lezi na osi niektorej strany Stvorca,
2. P lezi na niektorej diagonéle.
V prvom pripade je obrdzok symetricky podla osi strany, na ktorej bod P lezi. Po zafarbeni zistime, Ze vdaka
symetrii ma kazdy utvar jednej farby prislusny rovnaky utvar opacnej farby. Preto je sti¢et obsahov ¢ervenych casti
rovnaky ako sudet obsahov modrych casti. Kedze stcet vSetkych 6smich casti tvori obsah celého Stvorca, tak stdet
modrych casti tvori polovicu obsahu $tvorca. Prvy pripad sme zdévodnili. Druhy pripad sa zdévodni podobne.
Diagonala, na ktorej bod P lezi, je osou simernosti pre vzniknuté utvary vo $tvorci. Zaver zddévodnime rovnako
ako v prvom pripade.
Pokial bod P nelezi na Ziadnej osi strany ani na diagonéle, priamky p, q, r, s rozdelia Stvorec na trojuholniky
a lichobezniky. Navyse, vsetky trojuholniky st rovnoramenné, pravouhlé a vsetky lichobezniky st pravouhlé, pretoze
v obrazku mame len pravé a 45-stuptiové uhly, kedze vSetky priamky st bud rovnobezné so stranami Stvorca alebo
jeho diagonalami.
Oznacme si priesecniky stran Stvorca a priamky p P; a P, podobne s priamkami ¢, , s. V tomto pripade vieme
vzdy najst dva najmensie zhodné trojuholniky, ktoré maji spoloéni stranu. LeZia pri strane Stvorca, ku ktorej je
bod P najblizsie. Preto si rozdelme $tvorec pomocou diagonl a osi strdn na osem zhodnjch trojuholnikov a vnttri
niektorého z nich zvolme bod P. My sme si ho zvolili v pravom hornom rohu (ako na obrizku). Kedze vSetky
trojuholniky v obrazku st rovnoramenné pravouhlé, a navySe tieto maja spolo¢nt stranu, st zhodné. V nasom
pripade st to PoPS; a PoPRs. Oznac¢me si velkost ramena takéhoto trojuholnika a. Potom |S1 P = |PaRa| = a.
Takisto |Q1B| = a a |Q2C| = a, lebo PP,BQ; a PP,CQ st obdlzniky. Zvy$né tiseky na strane BC' si oznacime
‘le‘ =ba |R20| = C.
P, P,CD je obdlznik, preto |P,C| = |PyD| = a + c. Podobne |BP,| = |AP)|=a+b, |PLP|=a+b+ec.
PP,CQs je obdlinik, takze |P,C| = |PQsz| = a + c. Dalej vieme, Ze trojuholnik PQ2S, je rovnoramenny, takze aj
|Q252| = a + c. Podobne plati |BP,| = |Q1P| = |Q1R1| =a+b.
Na strane BC' vidime, Ze strana $tvorca ABC'D ma dizku 2a + b + ¢, preto vieme doplnit chybajice tseky na os-
tatnych strandch — |[AR;| = c a |[DSs| = b.
Teraz uz vieme vyjadrit obsahy vSetkych ttvarov vo stvorci. Ozna¢me lichobeznik Py PS;D ako Uy a zvy$né utvary
Us, Us, ..., Ug postupne v smere hodinovych ruéic¢iek. Staéi ndm vyjadrif obsah ttvarov Uy, Us, Us a Uy (alebo
tych ostatnych) a celkovy obsah $tvorca. Dostédvame
(a+2b+c).(a+c) (a+2¢).a a? (a+0b)?
s Svy=—7"—, Su; =+, Sv,=—5—

2 2 2 2
Ak to s¢itame dokopy a upravime, dostaneme stcet obsahov tychto ttvarov rovny 2a? + b2 /2 +c?/2+ 2ab+2ac+ be.
Polovi¢ny obsah $tvorca ABCD je (2a + b+ ¢)?/2, ¢o je tiez 2a® + b%/2 + ¢2/2 + 2ab + 2ac + be. Vidime, Ze stdet
obsahov utvarov Uy, Us, Us a Uy je polovica obsahu $tvorca, ¢o sme chceli dokézat.

Su, =

Uloha é&. 5: Na strandch rovnobeznika ABC'D zvolme postupne body K, L, M, N (na kazdej strane jeden) tak, Ze
KLMN je stvoruholnik s dvakrat mensim obsahom ako ABC D. Ukazte, Ze aspoii jedna z uhloprie¢ok stvoruholnika
KLMN je rovnobezna s niektorou zo stran rovnobeznika.

Riesenie: (opravovali JeFo a ZuzkaC.)

Najskor si dobre uvedomme, ¢o ideme dokazovat a z ¢oho méme vychadzaf. V zadani je napisané, Ze obsah
stvoruholnika K LM N je polovica obsahu rovnobeznika ABCD a z toho mame dokézat, ze aspon jedna uhlopriecka
stvoruholnika K LM N je rovnobeznd so stranami Stvoruholnika ABCD. Preto nie je najlepsi napad nakreslit si
obrazok, na ktorom st uhlopriecky uz rovnobezné a z toho dokézaf, Ze potom je obsah Stvoruholnika K LM N
polovicou obsahu rovnobeznika ABC D. Toto tvrdenie sa sice dokazuje velmi pekne a jednoducho, no nie je to to,
¢o chceme. Nas zaujima opacné implikacia, pozor na to.
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D M C' Tak a podme na dokaz. Obsah rovnobeznika vypocitame ako |AB]| - v,
kde v oznacuje vySku na stranu AB. Vzhladom na to, Ze obsah $tvo-
ruholnika K LM N je polovica obsahu rovnobeznika ABCD, tak roz-
diel ich obsahov musi byt tiez polovica obsahu rovnobeznika ABCD.

I Najprv sa pozrieme na obrazok a vidime, Ze rozdiel musi byt stiétom

v obsahov trojuholnikov AKN, KBL, LCM a NMD. To znamena, Ze

Vas

Ub2

N Yai  SpaxnN +Saksr +Sarcm +Sanmp = SkLmn = A§CD- Obsah

0 trojuholnika vypocitat vieme, tak modzeme napisat
1

A K

|AB]| -’UB_ |AK]| - vq, n |KB| - vy, n |CM]| - vy, n |MD| - Vay

2 2 2 2 2
Ak |AB| nahradime |AK|+|K B| a v nahradime v,, +v,, tak sa pouzitim ekvivalentnych tprav dopracujeme k rov-
nici |[AK|-vg, +|KB|- (va; +va,) = |KB|-vp, +|CM|-vp, +|MD|-v,,. Teraz moézeme nahradit sticet vy, +v,, sGétom
Vb, + Up, & dalsimi ekvivalentnymi tipravami sa dopracujeme k rovnici vy, - (|JAK| — |[MD]) = v, - (|CM| — |KBY).
Pouzijeme este rovnost |AK| + |KB| = |CM| + |[MD|, z ktorej si vyjadrime |CM| = |AK| + |KB| — |MD|. Po
dosadeni dostdvame v,, - (JAK| — |[MD|) = v, - (JAK| — |MD|). Mozu nastat dve moZnosti. Prvou je, Ze plati
|AK| = |MD|. Potom ale uhlopriecka KM musi byt rovnobeznd s AD. Ak |AK| # |MD|, tak potom mozeme
rovnicu vydelit (|JAK| — |MD|) a dostaneme rovnost v,, = vp,, z ktorej uz vyplyva, ze uhlopriecka NL je rov-
nobeznd s DC. (Dobre si rozmyslite preco.) Ukézali sme, Ze ak je obsah $tvoruholnika K LM N polovica obsahu
rovnobeznika ABC D, tak potom musi byt aspoii jedna uhlopriecka $tvoruholnika K LM N rovnobezné so stranami
rovnobeznika ABCD.
Ukézali sme si priamy dokaz. Uvedomme si ale, Ze to, ¢o dokazujeme, je vlastne implikacia

Sapop _, (KM || AD)V (LN | AB).

SKLMN =
Uloha sa dala riesif aj nepriamo — dokazom obmenenej implikicie. Budeme predpokladaf, ze v $tvoruholniku
KLMN ani jedna strana nie je rovnobezné so Ziadnou stranou ABCD a z toho ukézeme, Zze potom obsah K LM N
nie je polovicou obsahu ABCD. (Nacrtnite si tito situdciu.) Bodmi K, M vedme rovnobezky k, m so stranou AD
a bodmi L, N vedme rovnobezky [, n so stranou AB. Ozna¢me teraz prieseéniky priaok k al,lam, man,nak
postupne P, @, R a S. VSimnime si teraz rovnobeznik AKSN. AK je jeho uhloprieckou, preto ho deli na dva
trojuholniky s rovnakym obsahom, pricom jeden z tychto trojuholnikov lezi v Stvoruholniku K LM N a druhy nie.
Analogicki tvahu moZno urobit aj pre rovnobezniky K BLP, QLCM, NRMD. Ak vezmeme do Gvahy celkova
plochu tychto styroch rovnobeznikov, polovica z nej lezi v Stvoruholniku K LM N a polovica nie. V strede nam ale
ostal §tvoruholnik PQRS, ktory ma nenulovy obsah a patri Stvoruholniku KLM N, preto Sxryun > Sapcp/2.
A to je to, ¢o sme chceli dokdzat. Dolezité je poznamenat, Ze toto je iba jeden z moznych pripadov, ktoré tu
mozu nastat. Pri inom rozostaveni bodov K, L, M, N sa moze stat, Ze sa ndm niektoré zo spominanych Styroch
rovnobeznikov budia prekryvat a v tom pripade bude platit Sxryn < Sapop/2. Existuja este iné moznosti?
Sktste si dobre premysliet, preo nie. A to je vSetko - Gloha je vyrieSend! Na tato diskusiu na zéver ste mnohi
zabudli, a to je $koda. Nabudice na to treba poriadne mysliet.

Uloha é&. 6: Nech n je prirodzené ¢islo, ktoré je vicsie ako 1. Uvazujme nerovnost
adtai4-+ad>(a+ag+ - Fan_1)an

kde a1, as,...,a, st lubovolné nezdporné redlne cisla.

a) Dokézte, ze dand nerovnost plati pre n = 2.

b) Néjdite vSetky dalsie n, pre ktoré je nerovnost splnend.

RieSenie: (opravoval Kubo, Ika)

V pripade, Ze by dana nerovnost platila pre vsetky n, tak by sme sa pokusili o dokaz indukciou. Prvy indukény
krok by bol jednoduchy, no druhy sa vAm uz nepodari. (Vyskusajte si to.) Nevzddvame sa a pustime sa opa¢nym
smerom, hladat n pre ktoré nerovnost neplati. S trochou snahy (a intuicie) sa di ndjst najst pripad n = 6,
ay1 =ag =---=as = 1, ag = 2. Po precitani zvySku rieSenia sa vam tato volba bude zdaf prirodzenejsia. Rovnako
pre ITubovolné n > 6 plati opa¢né nerovnost, ak dosadime a1 =as =---a,_1 =1, a, = 2.

Ako vidime, mnozinu ¢isel n, pre ktoré nerovnost moze platit, sme zuzili na {2, 3,4, 5}. Usilovny riesitel sa na tomto
mieste potesil, Ze uz ma dokazat len 4 nerovnosti a o chvilu (moZno dlhsiu) pribaloval dalsie devitbodové rieSenie
do obalky. My sa na to pozrieme vseobecnejsie. Roznasobenim pravej strany nerovnosti dostaneme

a%—i—a%—lﬂ'w}—ai > a1an + a0y + -+ ap_1a,
a po odc¢itani pravej strany a jednoduchej tiprave ziskame

ar(ar — an) + az(az — ap) + -+ + an—1(an—1 — an) + a2

ai(a1 — an) + az(ag — ap) + -+ + an—1(an—1 — an)

(AVARYS



KMS 2008,/2009 2. séria zimnej Casti 5

Na lavej strane teraz mame stcet n— 1 podobnych vyrazov. Kazdy z nich skiisime ohraniéit zdola. Vyraz a;(a; —ay,)
je kvadraticky v premennej a;. KedZe sa rovna nule pre a; = 0 a a; = a,, tak minimélnu hodnotu nadobtda pre
a; = a, /2. T4 hodnota je presne —a? /4. Pouzitim tohoto odhadu dostévame

_ _ (A —ay) > - L Int )
aj(a; —an) +as(as —ap) + - -+ an—1(an—1 — ap) 1 1 1 1 1 %n
n—1
Teraz nadm stac¢i dokazat
n—1,
- 4 n = “0p,
n—1
< 1
4 - b)
n < b.

Tym sme dokézali, Ze pre 1 < n < 5 nerovnost plati. Odpoved v ¢asti b) je n € {2,3,4,5}.

Co dodat. Systematicky sme §li za svojim cielom, az kfm sme nezozali §favnaté plody tspechu. V tomto pripade
slo o rozpoznanie a vymedzenie okrajového pripadu, kde vstupné hodnoty mohli narusit platnost nerovnosti. Este
by sme radi dali do pozornosti Forum o prikladoch na stranke KMS kde nijdete iny pohlad na riesenie. (Dakujeme
Misofovi.)

Uloha é&. 7: Klokan ma karty, na ktorych st ¢isla od 1 po n. Pozrie sa na prvi kartu. Ak je na nej ¢islo k, zmeni
zrkadlovo poradie prvych k kariet. Takto pokracuje az kym nedostane na prvej karte ¢islo 1. Musi sa mu to vzdy
po konec¢nom pocte krokov podarit?

Riesenie: (opravovali Ondro a Katka)

Najprv by sme sa radi ospravedlnili za nejednozna¢né zadanie. Myslené bolo tak, ze klokan ma n kariet, na ktorych
Viaceri z vas pisali, Ze sa zahrali na klokanov a sami nejaké tie karty otacali. Ni¢ lepSie na zaciatok riesenia tohoto
prikladu neméZzeme odporucit. Pri prekladani sa daju vSimnaf rozne veci. Napriklad to, Ze ak sa na prvé miesto
dostane karta s velkym ¢islom, po otoceni sa dostane na vysoki poziciu. Aby sme tiou este niekedy pohli, budeme

.....

dohréte, pretoZe sa na prvom mieste zjavi karta s ¢islom jedna. Tak sa to pokusime dokézat.

Prvé riesenie: Pouzijeme dokaz sporom. Nech existuje také n a také rozlozenie kariet, ze klokan nikdy nedostane
kartu s ¢islom jedna na zaciatok. Pocet roznych poradi kariet je konec¢ny (n!), preto sa ndm urcite stane, Ze nejaké
rozostavenie klokan uvidi aspon dvakrat. Medzi tymi dvoma razmi je nejakd postupnost poradi, ktora sa bude stéle
opakovat do nekone¢na. Dovod je jednoduchy, kazdé poradie kariet jednoznacne uréuje v akom poradi budu karty
v dalsom kroku. Z toho vieme, Ze aj karty na prvom mieste sa musia periodicky striedat az do nekonecna. Vyberme
spomedzi nich takud, ktord mé najvicsie ¢islo a ozna¢me ho m. Ked sa v prvom cykle dostane karta s éislom m
na prvi poziciu, v nasledujicom fahu uz bude na m-tej pozicii. V dalsom cykle sa musi karta s ¢islom m znova
dostat na prvi poziciu, ¢o ale znamend, Ze medzitym sa na nu musela dostat karta s ¢islom vicsim ako m. To je
spor s vyberom m ako najvicsej karty vystupujiacej v cykle. Tym sme dokézali, Ze klokan vzdy skonéi.

Druhé riesenie: Karta s ¢islom n sa moze dostat na prva poziciu maximalne raz. Potom uz zostane na konci. Karta
s ¢islom n — 1 sa na prva poziciu dostane maximélne dvakrat. Po prvom raze skonc¢i na pozicii n — 1 a aby sa
z tadial ju dokéZe premiestnit jedine karta s ¢islom n, ktord dojde na prvi poziciu. To sa stane najviac raz, preto
pre kartu s ¢islom n — 1 najviac dvakrat. Podobne pre kartu n — 2, plati, Ze mezdi lubovolnymi dvoma momentami,
ked sa dostane na prva poziciu sa na nu musi dostat nejaké karta s vyssim éislom. Postupne vieme dokazat, Ze pre
[ubovomé k, 1 < k < n sa karta k moze dostaf na prvi poziciu len koneény pocet krat. Mezdi kazdjm jej viskytom
na tej pozicii sa tam totiz musi vyskytnaf karta s vyssim ¢islom a tie tam pridu len koneény pocet krat. (Formélne
je to kone¢nd indukcia smerom nadol od n po 2). Preto po nejakom kone¢nom ¢ase musi prist na prvé miesto karta
s Cislom jedna.

Tretie riesenie: Oznaéme Py poradie kariet na zaéiatku. Po prvom kroku nech je to Py, dalej P», Ps, ...Poradie
kariet si ohodnotime funkciou g. Hodnotu g(P) pre poradie P ziskame tak, Ze pre kazdé k, 1 < k < n priradtame
2F ak karta s ¢islom k je na pozicii k. Vlastne by sme mohli pod karty, ktoré maju taki hodnotu na akej st pozicii
napisat ¢islo 1 a pod ostatné 0. Ak ich méme zoradené spravnym smerom, tak pod kartami mame napisant hodnotu
g(P) v dvojkovej stistave. Preco sme to robili? PretoZe teraz sami lahko dokazete!, ze

9(Po) < g(P1) < g(P) <---

a rovnost nastane len vtedy, ked je na prvej pozicii karta 1. Kedze g(P) < 2"*!, tak tato neklesajiica postupnost
nezdpornych celych ¢isel musi byt od nejakého ¢lenu konStantnd, ¢o neznamend ni¢ iné, ako kartu s ¢islom jedna
na prvej pozicii.

IStaci si uvedomit, ze ak mame na, prvej pozicii kartu s éislom k > 1, tak po tom fahu mozno z hodnoty funkcie g odratame vsetky
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Uloha &. 8: Nech a1, as, . . ., ags st kladné redlne ¢isla. Dokdzte, Ze
ay +ag + -+ ass § 82+b1b2”~b§;3,

kde b; je vicsie z ¢isel {1,a;} prei=1,2,...,83.

Riesenie: (opravovali Ruza a Stanka)

Tato tiloha sa d4 vyriesif mnohymi spésobmi. Cislo 83 naozaj nie je ni¢im vynimoc¢né, preto sa kludne mézete
pustit do dokazovania vSeobecnejSieho tvrdenia

ar+ag+--+ap, <(n—1)+biby-- by,

na ktoré uz vieme pouzit matematick(i indukciu. My vSak budeme postupovat priamo a ponechdme n = 83. Na
za¢iatok urobime maly trik. Definujeme ¢isla ¢;, 1 < ¢ < 83 tak, aby b; = 1 + ¢;. Potom vieme, Ze ¢; > 0, ale aj
1+ ¢; > a;. Potom plati

b1bobs - - - bgg = (1—|—Cl)(1+62)"'(1+683) =1l4+ci1+co+---+cs3+ 72,
kde Z je nezaporné Cislo—sucet ostatnych ¢lenov, ktoré vznikni roznasobenim vsetkych zatvoriek. Z toho vieme,
ze
bibabs---bgg > 1+ ¢y +co+ -+ cas.
Pric¢itanim 82 na obe strany dostavame

82 4 bybabs---bgg > (14+c1)+(14+co)+ -+ (1+cs3) > a1 +as+ -+ ass,

¢o sme chceli dokéizat.

Uloha &.9: Nech k a ¢ st dve kruznice také, ze stred S kruznice k leZi na kruznici £. Navyse sa kruznice k a ¢
pretinaji v dvoch réznych bodoch M a N. Nech AB je lubovolny priemer kruznice k taky, ze |[AM| > 0 a |[BN| > 0.
Oznaéme (v tomto poradi) Ay a By druhé prieseéniky priamok AM a BN s kruznicou {. Dokézte, %e dlzka tisecky
Ay By je rovna polomeru kruznice k.

RieSenie: (opravovali Ivka a Kenny)

Ulohu bolo mozné vyriesit viacerymi spésobmi, my sktsime vy-
uzif rovnobeznost, stredové a obvodové uhly. Po chvilke kreslenia
obrazkov zistime, Ze ak sa zamyslime nad tlohou hociako, vzdy
treba rozoberat viacero moznosti. Pozrime sa preto na prvy ob-
razok a podme dokazovat nase tvrdenie.

Pocas kreslenia obrazkov sme ziskali podozrenie, ze A1.S a By N
st rovnobezné. Zamyslime sa nad tym, ako by nam tato rovno-
beznost mohla pomdoct. (Neskor ju aj dokdZeme.) Z rovnobeZnosti
zistime, Ze uhly SA1 N a A; N B su striedavé, ¢ize zhodné. Tieto
uhly st obvodové uhly k tseckam SN a A;Bi, z ¢oho vyplyva,
7e |A1B1| = |SN| = r, ¢o sme chceli dokdzat. (Pismenom r bu-
deme oznacovat polomer kruznice k.) Sta¢i ndm preto ukézat len
rovnobeznost priamok A4S a BiN.

Kedze tsecky MS a NS maju rovnaka velkost, budt mat aj obvodové uhly M A;S a NA;1S rovnaka velkost.
Trojuholnik AA; N je preto rovnoramenny. Z toho vyplyva, Ze priamka A1S je os tsecky AN. KedZe os tisecky je
kolmé na tsecku, uhol A; PN je pravy. Z toho, ze AB je priemer kruZnice k dostavame, ze aj uhol AN B je pravy.
Preto st priamky A;S a BN = By N rovnobezné.

Mbze sa staf, Ze predchadzajtce uvahy nebudi platit? Ano moze,
ak budd body S, A;, B;, N na kruZnici ¢ v inom poradi. (To
znamenad, ak bude bod A; alebo By medzi bodmi S a N — rozmyslite
si preco.) Potom, po ukdzani rovnobeznosti priamok A;S a By N
uz nebuda uhly NA;S a A; N B; striedavé. To nam vsak nebude
vadit, pretoze plati | NAS| = 180° — | A1 NBy|, ¢o znamens,
7e tieto obvodové uhly prislichaji rovnako velkym tetivam, preto
INS| = |A1By].

Este sa musime zamyslief ¢i sa ndm v tomto pripade pokazi aj
dokaz rovnobeznosti A;S a By N. Lahko zistime, Zze v pripade, ak
je A1 medzi S a N, uhly MA;S a NA;S uz nie st rovnaké, no
myslienka dokazu sa nezmeni. (Dokoncite si ho.)

Zamyslime sa nad tym, ktoré moznosti sme eSte nerozobrali. Za-
¢ali sme tym, Ze A;, B; boli na obliku M N neobsahujicom S,
pokracovali tym, Ze A; alebo Bj bolo na obliku M N obsahujicom S. S to vSetky moZnosti? Rozmyslite si preco.




KMS 2008,/2009 2. séria zimnej Casti 7

Posledné vec, nad ktorou sa musime zamysliet, s ,hrani¢né
body* tychto pripadov. Pripady, ked je bod A; na mieste N
alebo S, nie st fazké. (Rozmyslite si ich. Zamyslite sa nad po-
ziciou bodu Bj.) Moze byt A; na mieste M? Jedine vtedy, ak
je AM doty¢nica ku kruZnici £. Podme teraz vyriesit tento pri-
pad. jF4; Ozna¢me |4 M B;S| = a. Potom aj uhol SB; N mé
velkost « pretoze |[M S| = |NS|. Uhol AM N je tisekovy k uhlu
MBi N, preto |[SAMN| = 2a. Tiez plati, ze |<ABN| = 2,
pretoze oba tieto uhly st obvodové nad tetiovou AN. Kedze
|[SMBiN| = |9SBN|, tak priamky BiM a BS st rovno-
bezné. Z tejto rovnobeznosti vyplyva, rovnost uhlov MBS
a B1SB. (Striedavé uhly.)

Ak sa este chvilku budeme hrat s velkostami uhlov, zistime,
Ze uhol M SB ma velkost 2a. (Dostaneme to z toho, Ze uhol
AMS je tsekovy k uhlu M B1S.) Z toho ale uz vyplyva, ze uhol M SB; mé velkost a, ¢o sme cheeli ukazat, pretoze
potom musia byt tetivy BiM a MS rovnako velké. A kedZe M je A; a MS je polomer kruznice k, dostdvame
tvrdenie zo zadania.

Komentar: Na tiplne korektné dokdzanie tejto tlohy ste museli rozobrat viacero moznosti. Rozhodli sme sa davat
dost bodov (viac ako polovicu) aj za rozobratie jednej moznosti, no plny poéet ste mohli dostat len vtedy, ak ste

.....

Uloha ¢&.10: Nijdite vsetky prvocisla p, pre ktoré existuji kladné celé ¢isla n, x, y spliiajiice rovnost

pn :$3+y3.

RieSenie: (opravovali Hanka a Myrec)

Pruvé riesenie: (Podla Tomdsa Peitla.) Zaéneme tym, Ze vyraz 2° + y3 rozlozime na stéin (z + y)(2? — zy + y?).
Pretoze sa to ma rovnat mocnine prvoéisla p, tak aj (z +y) aj (z? — 2y + y?) sa musia rovnat nejakej mocnine p.
Oznacime si

r+y = p, (1)
?—zy+y* = p° (2)

vyjadrime si y z (1) a dosadime do (2). Po par upravach dostaneme
322 — 3p"x + p¥ — p° = 0.
Ak m4 tato rovnica mat rieSenie x, tak jej diskriminant nesmie byt zdporny, preto
0<D=9p* —4-3(p* —p°).

Po jednoduchych tipravach dostaneme 4 > p?"~*. (Naozaj si tie tipravy urobte na papier.) Pre p < 4 vieme najst
také x,y a n pre kazdé vyhovujice prvocislo

21 — 13_|_13’
3 = 1°42%

Pre p > 4 musi taktiez platit D > 0, ¢o v tomto pripade znamena 2r — s < 0. Z toho 2r < s a preto p?" < p*, o
pomocou (1) a (2) vieme napisat ako
P = (x+y)

2 <
3zy < 0.

Py +y?=p°

Toto neméze nikdy nastat, lebo z a y st kladné celé ¢isla. TakZe jediné vyhovujice prvodisla st 2 a 3.
Iné riesenie: Zaéneme rovnako, rozlozime si 2® + % na (1) a (2). Aké mdzu byt é&isla r a s? Osobitne to najprv
vyrieSime v pripade, ak je niektoré z nich rovné 0. Vieme, Ze (z + y) > 2, lebo st to kladné celé ¢isla. Preto musi
platit

v —xy+y?=1.

To je ekvivalentné s (z — y)? = 1 — zy. Vieme, ze (v — y)? > 0, ¢ize musi platit 1 — zy > 0. Jedina vyhovujtica
moznost je x =y = 1. Vtedy dostaneme p = 2 a jedno rieSenie je na svete.
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Dalej mézeme uvazovat r > 0, s > 0. Potom musi platit

| z+y

| (z+y)? =22+ 22y + o>
| (2® —ay+y?) + 3y

| 3xy

RSAERS TS TS

Z toho vidime, Ze bud p|3, p|z, alebo ply. Ak p|3 tak p = 3. (N4jst nejaké rieSenie sa kazdému podarilo.) Ak p|z,
tak z toho, ze plx + y vyplyva aj p|y. (Toto funguje aj naopak.) Potom moézem = a y zapisat = pxg a y = pyo.
Potom

@’ +y® = pPag + plyp ="
Po vydeleni p? dostdvame obdobu pdvodnej rovnice, len s x a o namiesto = a 3. Tymto postupom by sme vedeli
znizovat = a y delenim p, az kym p nebude delif zy. Z toho uz priamo vyplyva, Ze jedinymi rieSeniami st prvodisla
2a3.
Komentar: Pouzity postup sa nazyva aj Reductio ad absurdum. Ak by pre p > 3 existovalo rieSenie, tak by sme
postupnym delenim x a y ziskavali menSie a mensie rieSenia. Nakoniec by sme dostali také, kde by x alebo y bolo
nedelitelné p, ¢o by znamenalo spor. D4 sa to zdovodnit este jednoduchsie, pomocou extremalneho principu. Nech
pre prvoéislo p > 3 existuje nejaké rieSenie nasej rovnice. Spomedzi vSetkych rieSeni vyberme to najmensie (také
pre ktoré je vyraz x +y najmensi). Potom vSak musi plaif p|z, p,y a aj z/p, y/p (a n — 3 namiesto n) bude rieSenie,
ktoré bude navyse mensie od x, y, €o je spor. Preto rieSenia pre p > 3 neexistuju.

Uloha é&.11: Nech d(n) oznacuje pocet kladnych delitelov ¢isla n?> +n + 1, kde n je prirodzené ¢islo. Dokézte, Ze
nerovnost

d(n) > d(n+1)
plati pre nekonecne vela réznych prirodzenych cisel n.

RieSenie: (opravoval Bus)

Zacal by som kratkou poznamkou k rieSeniam. Velké mnoZstvo z vas sa vo svojich rieseniach opieralo o domnienku,
Ze nekoneéne vela z ¢isel n? +n+ 1 budi prvoéisla. Zial, ani v jednom z rieSeni nebol uvedeny korektny dékaz tohto
tvrdenia. Pokial by niekoho zaujimalo, ¢i toto tvrdenie v skutoc¢nosti plati, budem véis musief sklamat — jedn4 sa
o otvoreny problém (t.j. odpoved nie je znama).

Podme k samotnému vzorovému rieSeniu. Poktsime sa o dokaz sporom, ¢ize budeme predpokladat, Ze nerovnost je
splnend iba pre koneéne vela roznych n. Potom ale jedno z nich musi byt posledné — ozna¢me si ho M. (Pre tplnost
by sme mali dodat, Ze aspoil jedno také n existuje — napriklad n = 1.) Cislo M je preto najvicsie také ¢islo, ze

d(M) > d(M +1).

To ale znamené, ze pre vSetky n > M uZ musi platit

d(n) < d(n +1),

a kedZe hodnoty d(n) st celé éisla, plati pre n > M dokonca aj

d(n) +1 < d(n +1).

Sé¢itanim viacerych takychto po sebe idicich nerovnosti dostaneme vseobecnu verziu, ktord nds bude zaujimat
najviac. Pre vSetky prirodzené ¢isla n > M a k plati:

dn+k)>dn+k—-1)+1>--->d(n)+k
d(n+ k) >d(n)+ k.

Zamyslime sa teraz nad tym, kolko moze mat delitelov ¢islo n? +n 4 1. Vo vieobecnosti musi mat kazdé prirodzené
&slo k menej ako 2v/k delitelov. Preco je to tak? Rozdelme si vietky delitele ¢isla k na tie, ¢o st mensie ako vk,
a tie, ¢o st vidsie. (V pripade, Ze je k Stvorec, méme eSte tretiu skupinu, v ktorej je len samotné \/E) Delitelov
v prvej skupine je uréite menej ako vk pretoze vietkych prirodzenych &sel mensich ako vk je menej ako Vk. Pre
delitelov v druhej skupine zas plati, Ze kazdy z nich mé svoj par v prvej skupine — ak je totiz k delitelné ¢islom
a > vk, musi byt delitelné aj ¢islom k/a a toto &slo je mensie ako v/k. Cisel v druhej skupine je rovnako vela
ako Cisel v prvej skupine, ¢ize menej ako vk, spolu je vietkych delitelov &sla k menej ako 2v/k. Zabudli sme este
rozobrat pripad, ked je k §tvorcom a mé ako delitela samotné vk, v tom pripade je viak v prvej aj druhej skupine
najviac vk — 1 &sel a nas odhad stéle plati.

Ak chceme pouzif tento odhad na &slo n? 4+ n + 1, mali by sme z neho néjst odmocninu
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n?<ni4+n+1<(n+1)?

n<vnit+n+l<n+l.

Vidime, Ze n? + n + 1 nie je §tvorec, v prvej skupine méze mat najviac n delitelov, celkovo ich moéZe mat najviac
2n, ¢ize d(n) < 2n. Nam by sa v8ak ovela viac hodilo, keby sme mali odhad d(n) < c¢n kde ¢ < 1 — preco, to bude
jasné uz coskoro.

Vsimnime si, ze n? +n + 1 nie je nikdy delitelné dvomi ani piatimi — toto si mézte dokézat rozobranim vsetkych
moznosti zvysku ¢isla n po deleni dvomi a piatimi. To znamena, Ze ani Ziaden z delitelov n2 + n + 1 nemoZe byt
delitelny dvomi ani piatimi. (Cislo, ktoré ma parneho delitela, je uréite parne, rovnako to plati pre pitku.) Prvi
skupinu delitelov moézeme trochu okresat. Aby sa ndm jednoduchsie pocitalo, berme do tivahy len také n, ktoré s
delitelné desiatimi. V takom pripade moze byt medzi ¢islami od jedna po n najviac 4n/10 delitelov &isla n? +n +1
¢im dostavame, Ze d(n) < 4n/5. Podobny odhad by sme vedeli ndjst aj pre n ktoré nie st delitelné desiatimi,
nebude ndm to vSak treba. Vrafme sa spét k tvrdeniu, ktoré sme dokézali na za¢iatku vzorového rieSenia, Ze pre
kazdé n > M a k plati

d(n+ k) > d(n) + k.

Téato nerovnost ndm hovori, Ze ¢islo d(n) musi pre n > M stale stipat aspori o jedna. Zaroven sme vSak pred chvilou
ukézali, ze d(n) by sa malo zvidSovat tak priemerne o najviac $tyri pétiny, zda sa, ze by sme mali byt schopni prist
ku sporu. Dosadme do predchédzajiicej nerovnosti najmensie mozné n — n = M + 1, a spravme potom substiticiu
M+14+k=m:

dn+k)>d(n)+k
A(M +1+k) > d(M+1) +k
dm)>dM+1)+m—-M-1

Ak si eSte oznaéime ¢islo d(M 4+ 1) — M — 1 = ¢, dostévame, Ze pre kazdé m > N plati

d(m) >m+ec.

Keby ¢islo ¢ nebolo zaporné, mali by sme d(m) > m a dosadenim Iubovolného n > M delitelného desiatimi by
sme dostali spor s d(n) < 4n/5. V pripade Ze ¢ je zaporné, budeme musiet dosadit za m dostatocne velké ¢islo —
napriklad m = —10c¢ (¢o ndm mimochodom zaruéi delitelnost desiatimi):

dim)>m+c
d(—10¢) > —10c+¢
d(—10c) > —9¢ > —8¢c = @

To je opit spor. Tvrdenie zo zadania musi platit.

Uloha é&. 12: Kiizelnici Mito a Mazo si pripravili malé vystiipenie. Na zaciatku je v miestnosti s divakmi len Mazo.
Divéci ulozia n minci do Iubovolnej postupnosti znakov a hlav a vyberu si jedno ¢islo z mnoziny {1,2,...,n}. Mazo
potom otodi prave jednu mincu naopak a zavold Mita zo zakulisia, ktory sa z rozloZenia minci snazi uhadnut, aké
¢islo si divaci vybrali.

a) Dokazte, Ze ak sa toto kiizlo dé spravit pre ny a ns, potom sa dd spravit aj pre nins.

b) Na&jdite vsetky n, pre ktoré sa toto kizlo dé spravit.

Riesenie: (opravoval Ondrac)

a) Nech sa ktzlo d& spravit pre ny a ne. Predstavme si, Ze tych ning minci lezi v obdlzniku nq x ng (n1 stIpcov
a ny riadkov). Mazo a Mito sa mozu dohodnit na nejakej bijekcii medzi mnozinou {1,2,...,n1n2} a mnoZinou
dvojic (ki1,k2), kde k1 € {1,2,...,n1} a kg € {1,2,...,n2}. Ked publikum povie ¢&islo m, tak Mazo zoberie ku
m prislichajicu dvojicu (ky, k2). Pozrime sa na stipce a kazdému priradme hlavu alebo znak, podla parity poctu
hlév v danom stipci.? Priradenjch hlav a znakov je dokopy n;. Zmenenim prave jednej hodnoty vie Mazo podla
predpokladu zanechaf informéciu o ¢isle k1. To znamens, ze tam existuje stipec, v ktorom ak zmenime fubovolnt
mincu, tak stipce budd kédovat ¢islo k;. (Samozrejme, kiizelnici sa na tom musia predom dohodniif.) Analogicky,
ked sa pozrieme na riadky, vieme néjst jeden riadok taky, Ze zmenenim lubovolnej mince v tiom buda riadky

2Moézete si predstavit hlavy ako jednotky a znaky ako nuly. Potom to &o robime je, Ze sé¢itame mince v stipci a urobime zvysok po
deleni dvoma.
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kédovat ¢islo ky. Vybrany riadok a stipec maji spoloénii jednu mincu, ktortt Mazo otoéi. Mifo po prichode zisti zo
stipcov a riadkov hodnoty k1 a ks a tejto dvojici naspit priradi hodnotu m. A je to.

b) Mito po prichode do miestnosti nem4 iné informécie ako poradie minci, preto kazdé poradie musi presne uréovat
nejaké ¢islo od 1 po n, ktoré Mito povie (a ktoré tiez povedali divéci). Zoberme si tie poradia, ktoré urcéuju ¢islo
jedna. Ak ich je dokopy k, tak takych poradi, z ktorych sa k nim vieme dostat na otocenie prave jednej mince, je
najviac nk. My chceme, aby sa z kazdého zadiatoéného poradia ku nim dalo dostat, preto Ziadame nk > 2", teda
k > [2"/n]. Rovnak( tivahu vieme spravit pre kazda z hodnot 1 aZ n. Preto mame aspon

27’74
n [—‘ > 2"
n

roznych poradi. Rovnost nastava prave vtedy, ked vyraz 2™ /n je celodiselny, takze n musi byt mocnina dva. Ak
rovnost nenastéva, dostavame nezmysel, lebo vrcholov neméze byt viac ako 2.

Zostava uz len dokazat, ze pre mocniny dvojky to ide. To je v8ak jednoduché, pre n = 2 to sami lahko zvladnete a
podla casti a) to potom ide aj pre mocniny dvojky.

Uloha é&.13: Stred opisanej kruznice trojuholnika ABC' ozna¢me O. Priamka prechadzajiica bodom O pretina
vnitra stran AB a AC' v bodoch M a N. Oznac¢me S a R stredy useciek BN a CM. Dokazte, ze uhly ROS a
BAC su rovnaké.

RieSenie: (opravovali Ondraé a Kuna)

Najprv sa zbavime bodov R a S. Ozna¢me postupne X, Y, B/, A’, C’ obrazy bodov M, N, A, B a C v stredovej
stmernosti podla bodu O. Nech dalej L je prieseénik BY a CX. Potom tsecka RO je strednou prieckou v trojuhol-
niku C'M X | preto st priamky RO a CX rovnobezné. Taktiez SO je stredna priecka v trojuholniku BNY', preto su
priamky SO a BY rovnobezné. Zistujeme, ze uhly ROS a C LB s rovnaké. Nagou tlohou je dokézat rovnost uhlov
BLC a BAC, alebo, Ze L lezi na opisanej kruznici trojuholnika ABC3. (Je zrejmé, Ze L lezi v spravnej polrovine.)
Dokézeme to sporom. Predpokladajme, Ze L lezi mimo kruZnice. Potom aj jeho obraz L’ v stredovej simernosti
podla O lezi mimo kruznice. Oznaéme L prieseénik B’L’ a kruznice rozny od B’. Body B, B’, L", C', C, A lezia
na kruznici a mozeme na ne (v tomto poradi) aplikovat Pascalovu vetu. T4 hovori, Ze prieseéniky dvojic priamok
BB aC'C,B'L" aCA, L"C" a AB lezia na jednej priamke. Prvé dva priese¢niky pozname. St to O a N. Trividlny
pripad X = O si mozete vyriesit sami. (Trojuholnik ABC vtedy musi byt pravouhly.) Ak N # O, musi prieseénik
L"C" a AB lezat na priamke XO a tym pddom sa musia pretinat v bode M. Obe priamky L”C’ aj L'C’ maju
prechadzat bodom M, z ¢oho mame L"C’ = L'C’ a preto L' = L. Bod L' lezi na kruznici, ¢o je spor. Dokaz je
hotovy.

Uloha é&.14: Galéria moderného umenia ma tvar n-uholnika (nie nutne konvexného). Vedenie galérie sa v nej
rozhodlo rozostavit niekolko statickych kamier so zornym uhlom 360 stupiiov. Kolko najmenej (v zavislosti od n)
kamier potrebujeme, aby sme urcite vedeli ustrazit cela galériu?

Riesenie: (opravovala Hanka)

Vsetkym je asi jasné, Ze pokial mé& miestnost tvar konvexného mnohouholnika, sta¢i na straZzenie jedna kamera.
Dokonca je tplne jedno, kam ju umiestnime. Otézka teraz je, ako velmi to mozeme ,,pokazit“. Zoberme si napriklad
taky cudny zibkovany atvar ako na obrazku. VSimnime si, ze kazdy z vrcholov 1, 2, ... m vidime len z prislusného
vysrafovaného trojuholnika. KedZe dané trojuholniky s disjunktné, potrebujeme aspon m kamier. Takze pre takjto
3m— uholnik potrebujeme asponn m kamier. Ak ,usekneme“ jeden alebo dva vrcholy, dostaneme galériu s m — 1
alebo m — 2 vrcholmi, pricom vidime, ze pocet kamier potrebnych na pozorovanie celej miestnosti sa znizi o 1, teda

bude | % |. Teraz si ukazeme, Ze tymto spésobom sme to ,pokazili najviac ako sa dalo®.

1 2 3 m

........

Najprv nakreslime do nasho n—uholnika n—3 nepretinajicich sa diagonal tak, ze vlastne rozdelime dany n—uholnik
na n — 2 trojuholnikov. To, Ze to vzdy vieme urobit si ukédZeme neskor. Teraz sa pozrime na takyto utvar ako na
graf; vrcholy n—uholnika st vrcholy grafu a strany n—uholnika spolu s uvdokreslenymi diagonalami su jeho hrany.

3Qdteraz len kruznica.
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Tvrdenie: Vrcholy tohto grafu vieme zafarbif troma farbami tak, Ze Ziadne dva, ktoré st spojené hranou nebudu
mat rovnaku farbu.

Dokaz: Pouzijeme indukciu. Pre n < 3 nie je to trividlne. Pre n > 3 si vyberme nejaké dva vrcholy u,v, ktoré si1
spojené diagonalou. Tato diagonala rozdeli graf na dva mensie, ktoré oba obsahuju hranu wv. Z indukéného pred-
pokladu oba tieto mensie grafy vieme zafarbif troma farbami tak, Ze ziadne dva susedné vrcholy nemaji rovnaka
farbu. Dokonca to vieme urobit tak, Ze vrcholy u a v budt mat v oboch tychto mensich grafoch rovnaké farby. Ked
potom spojime tieto dva mensie grafy vrcholmi u a v dohromady, dostaneme zafarbenie nami pozadovaného grafu.
Tym je tvrdenie dokézané.

A ako to suvisi s najmen$im moznym poc¢tom kamier v galérii?:) KadZe vrcholov mame n, z Dirichletovho prin-
cipu je vrcholov aspoti jednej farby najviac | % ]. Co sa stane ked do tjchto vrcholov umiestnime kamery? Kazdy
trojuholnik obsahuje vrchol danej farby a teda kazdy trojuholnik moZeme pomocou danej kamery vidief. A kedze
trojuholniky pokryvaju celt galériu, tak sme prave dokazali ¢o sme cheeli. (Premyslite si to poriadne.)

Este nam chyba ta c¢ast, Ze kazd§ n—uholnik vieme diagonalami rozrezat na trojuholniky* Tento doékaz nebudeme
robit tplne do detailov, sktste si celd indukciu poriadne premyslief sami. Urobime len ten najtazsi krok, a to ako
z n—uholnika, ktory chceme rozdelit na trojuholniky urobime dva mensie ttvary (o ktorych to uz z indukéného
predpokladu moZzeme tvrdit). V podstate potrebujeme ukézat, Ze tam mame diagondlu, ktora celd lezi v n—uholniku.
Tak podme na to. Uréite v naSom n—uholniku méame nejaky vrchol, pri ktorom je uhol mensi ako 180° (Stcet uhlov
v n—uholniku je ,len“ 180°(n — 2).) Vezmime si tento vrchol a jeho susedné vrcholy, ktoré ozna¢me B a C'. Pokial
useCka BC lezi celd vnutri nasho n—uholnika, tak sme vyhrali. Ak nie, potom mame v trojuholniku ABC' eSte
iné vrcholy nésho n—uholnika. To ¢o urobime je, Zze budeme akoby postivat BC smerom k A. Posledny vrchol, na
ktory narazime spojime s A. Tato spojnica bude diagonéla, ktora bude celd lezat v danom n—uholniku. A méme
to, jupi, juchi!:)

Vvsledkovi listina

kategoria BETA

Por. | Meno Roé& Skola k, [ kg [5[6][7[8]9]10[11]|p | s [ >
1. Chlebikova Andrea 4. Brighton UK 5 019[9]/9/9 9 45 | 90
2. Le Tuan Anh 2. Gamca BA 5 019(9/9/9]9 45 | 89
3. Bosidk Radomir 4. Gamca BA 6 1 919195/ 9 41 | 85
4. Hagara Michal 3. GJH BA 7 4 91919198 44 | 84
4. Kossaczky Igor 4. Gamca BA 6 1 919181719 42 | 84
4. Peitl Tomas 3. SPMNDG BA | 7 2 919191719 43 | 84
7. Kukan Marek 3. Gamca BA 4 0 |8[8[9]9 9 43 | 83
8. Guric¢an Pavol 2. Gamca BA 5 019[9]/9/9 211 38 | 82
9. Szabados Viktor 2. Gamca BA 5 01919/9]9]3 39 | 78
10. | Konecény Jakub 3. Gamca BA 8 4 919|594 36 | 76
11. | Csiba Dominik 2. SPMNDG BA | 4 019 919|5 |4 36 | 74
12. | Hornédk Marian 1. GPar NR 1 0 1919|719 4 38 | 73
13. | Sladek Filip 3. GAB NO 5 4 9191919 36 | 72
13. | Vecerik Matej 2. SPMNDG BA | 4 019(9/9|2]|5 34| 72
15. | Bachraty Martin 3. GVO ZA 8 4 918|619 35 | 71
15. | Tkadlec Josef 4. GJK PH CR 6 4 919|891 36 | 71
17. | Kova¢ Ondrej 2. GCM NR 4 0 |7]19|8]|6 9 39 | 70
18. Baco Ladislav 3. GPos KE 8 4 919 9 34 | 69
18. | Csiba Peter 4. SPMNDG BA | 8 4 9195|812 33 | 69
18. | Hlavata Martina 2. Gamca BA 5 0 | 77|58 9 36 | 69
21. | Spisiak Michal 4. Gamca BA 8 7 9186 |7 30 | 64
22. | Kovac¢ Jakub 4. GCM NR 4 0 |3[8|T7|7 511 30 | 63
23. | Ukrop Martin 3. GLS ZV 3 0 1913[9]|8 2|1 31 | 62
23. | Sormanova Miria 2. SPMNDG BA | 4 0 19|7]12]2]|5 25 | 62
25. | Hozza Jan 2. GJH BA 3 0 1]9/6[9]8 1 33 | 60
25. | Kopf Matus 3. Opava CR 7 2 7188|414 31 | 60
27. | Kozdk Andrej 2. Gamca BA 5 0196 8|5 28 | 56
27. | Majdi§ Mojmir 3. GPOH DK 5 0 6199 24 | 56
27. | Matejovicova Lenka 4. GJH BA 11 | 7 11715910 22 | 56
27. | Styrakova Kamila 3. GPOH DK 7 1 71912 23 | 56
31. Haas Emil 4. Gamca BA 8 1 919|181 27 | 54

4Tento proces sa nazyva aj triangulécia.
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Por. | Meno Roé& Skola k, [ ks [5]6]7]8 1011 s [ >
31. | Karaskova Natalia 3. Gamca BA | 8 | 3 919 1 24 | 54 |
31. Muzik David 1. GChD PHCR | 2 0193 |8]|5 110 26 | 54
34. Uhrik Jakub 4. Gamca BA 7 1 61852 22 | 53
35. | Hajdinova Katarina 2. GJH BA 4 019162251 24 | 52
36. | Batmendijnova Kristina 4. GTV SL 7 1 319|713]1 23 | 51
36. | Gregor Viktor 3. GSkol PB 5 0713 31110 14 | 51
36. Pélenik Juraj 2. SPMNDG BA 3 0 31671 1 18 | 51
39. | Bendova Lenka 4. GJH BA 6 0 |713 815 |4 27 | 50
39. | Jursa Jakub 4. GAlej KE 11 | 4 91954 27 | 50
41. Kubincova Petra 2. SPMNDG BA 4 0 7131913 22 | 49
41. | Topfer Jakub 4. GJK PH CR 5 3 91811 18 | 49
41. Vavrik Boris 2. GJH BA 3 0 719|171 24 | 49
44. Bogar Jan 3. GLS TN 8 2 519|215 21 | 47
44. Polacko Martin 4. GAlej KE 11 5 919 5 23 | 47
46. Kieferova Maria 4. GsvFA ZA 6 1 51915 5 24 | 45
46. | Midlik Adam 3. GJAR PO 5 1 9 5 14 | 45
48. | Bohinikova Alzbeta 2. Gamda BA 5 0 |7|5]0]|2 1 15 | 44
49. | Machac¢ Juraj 2. GJH BA 3 0 |8[6|3|6 23 | 42
50. Ziman Michal 3. GBST LC 7 1 41918 21 | 40
51. Kuklisova Nina 4. GMet BA 8 1 9|4 1 14 | 38
52. Rigdova Emilia 3. GKuk PP 6 1 210 5|4 11 | 37
52. | Sabatovi¢ova Linda 2. GJH BA 4 0|73 2 12 | 37
54. | Dizova Andrea 2. GKom PE 4 0 1]913|]0]|6 1 19 | 35
55. | Buchman Marek 2. SPMNDG BA | 4 0 3|3 17110 8 | 34
55. Muthova Denisa 2. GbTR ZA 4 0O |5]|4]0|1]2 12 | 34
57. | Kotrlova Katarina 4. GVPT MT 6 0|83 0 11 | 33
57. | Leskova Andrea 3. G Lipany 6 0|7 7|33
57. | Santer Jakub 2. GMH Trstend | 4 0 9 0 9 | 33
60. | Dresslerovd Anna 2. GJH BA 3 0 |1|3]|5 5 14 | 32
61. | Strbova Silvia 2. GPar NR 5 01194 13 | 31
62. | Hasik Juraj 3. Gamca BA 6 0 6 2 8 | 30
63. Hojcka Michal 4. GKom PE 10 5 91312 14 | 29
63. | Krejéir Andrej 2. GVBN PD 3 0 0|29
65. | Phuong Mariana 2. GJH BA 4 0 0 | 26
65. | Polach Juraj 1. Gamca BA 2 0|04 8 12 | 26
67. | Coculovd Zuzana 3. GPos KE 7 1 0 | 25
68. Jakubik Jan 2. SPSE PN 4 0 113]2 1 7 | 24
68. Miskovicova Julia 2. GJH BA 2 0 [0]1]2 413 10 | 24
70. | Fekia¢ Jozef 4. Gamca BA 7 1 0 | 23
70. | Porembova Alexandra 3. BiG Sucany 6 1 0 | 23
72. | Koméarkova Zuzana 4. Brno CR 7| 3 0 | 22
73. Hudec Vladimir 4. GVar ZA 7 1 0|21
74. Eiben Eduard 4. GPos KE 9 6 9161|311 20 | 20
75. Masar Juraj 2. GBil BA 4 0 0 |19
76. | Bogarova Zuzana 2. GLS TN 4 010 0 | 18
77. | Baxova Katarina 4. GLS TN 4 0 0 |17
78. | Hezelyova Slavka 2. SPMNDG BA | 3 0|4 0 4 |16
79. | Jagos Lubomir 3. GVO ZA 6 0 0 | 13
80. | Durikovi¢ova Lucia 2. GsvU BA 3 0]0|3]0 2 5 | 11
81. | Kutaj Tomas 1. GJH BA 1 0 0 |10
82. Kobolkova Petra 4. GVPT MT 5 0 0 8
83. | Fodorova Jana 2. GJGT BB 4 0 0 7
84. | Kubinova Maria 2. GPOH DK 4 0 0 6
85. | Stripajova Svetlana 4. GPOH DK 4 0 0| 4
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kategéria ALFA, Bratislava

Por. | Meno Roé Skola k., 4|56 |7 >
1. Hozza Jén 2. GJH BA 3 8191619 73
2. Belanova Michaela 1. SPMNDG BA | 1 8|8 9 68
3. Vavrik Boris 2. GJH BA 3 TIT7T197 65
3. Vlachynska Petra 1. GBil BA 1 3 4|1 65
5. Recka Marek 1. 1SG BA 1 2 2| 2 55
6. MojziSova Hana 2. GJH BA 3 3131 44
7. Machac¢ Juraj 2. GJH BA 3 818|613 43
7. Polach Juraj 1. Gamca BA 2 0] 4 43
9. Faltan Michal 1. 1SG BA 1 0|1 42
10. | Karpisova Iveta 1. Gamca BA 2 41
11. | Pélenik Juraj 2. SPMNDG BA | 3 31617 35
12. | Sopdéci Martin 1. 1SG BA 1 28
13. | Dresslerovad Anna 2. GJH BA 3 113|5 24
14. Kosik Matus 1. 1SG BA 1 22
15. | HeZelyova Slavka 2. SPMNDG BA | 3 3|4 0 17
15. | Hirgelova Maria 1. SPMNDG BA | 2 17
17. | Miskovicova Julia 2. GJH BA 2 0112 15
18. | Ivanov Alexander 2. Gamca BA 3 13
19. | Hutéar Peter 2. Gamca BA 3 11
20. | Kutaj Tomas 1. GJH BA 1 9
21. | Durikovic¢ova Lucia 2. GsvU BA 3 0130 7
22. | Koslab Tomés 2. GJH BA 3 21012 5
kategoria ALFA, zapad
Por. | Meno Roé Skola ko, |1|/2|3|4|5|6|7 >
1. Horndk Marian 1. GPar NR 11919198997 90
2. Kosec Peter 1. GLS TN 1197191419130 77
3. Farsang Stefan 2. SJG KN 2 91416730 60
4. Baxova Zuzana 1. GLS TN 1 19|17 |16(2]1 59
5. Koprda Pavol 1. GAM TT 1 1919|172 1 58
6. Svancara Patrik 1. GLS TN 11915131213 51
7. Lessova Livia 2. GPar NR 3 4 913 38
8. Izsdk David 2. SJG KN 3 615(8|7(3]|0 37
9. Krej¢ir Andrej 2. GVBN PD | 3 13
10. | Rajchlova Barbora 3. GJab MY | 3 116 310 10
kategoria ALFA, stred
Por. | Meno Ro¢ Skola k,[1]2[3[4]5]6 pl>
1. Jasenc¢akova Katarina 1. GVO ZA 2 917181913 78
2. Santrova Adriana 1. GMH Trstena 119|958 3 74
3. Vliéek Andrej 1. ESSEGJTLM | 1 [9]9 813 72
4. Galovi¢ova Sona 1. GVO ZA 2 9168|193 66
5. Halajova Barbora 1. GVO ZA 2 815|825 58
6. Ukrop Martin 3. GLS ZV 3 913 48
7. Anderle Michal 2. GBST LC 2 | 7|8 43
8. Matuska Lukas 2. GBST LC 2 9151333 42
9. Kajanek Frantisek 1. GJMH CA 1 16|712|2]1 29
10. | Kubisova Barbora 1. GJGT BB 2 |5 (8|1|1]0]1 21
11. | Majerova Karolina 2. GJCh BR 2 512121 18
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Por. | Meno Roé¢ Skola k, 2[3[4][5 7ip| X
12. | Lonsky Rafael 1. GPOH DK | 1 61010 17 |
13. Plavak Dusan 1. GMH Trstend | 1 7 16
14. | Sabaka Peter 2. GJCh BR 2 9 13
15. Bukova Nikola 1. GJGT BB 2 9 1 0 11
16. Piliarkin Marian 1. GJCh BR 1 7
17. | Latindk Kristian 1. GJCh BR 1 5
17. | Vojtkova Veronika 1. GJCh BR 1 5
19. | Sisiakova Alena 1. GJCh BR 1 3
20. | Kuvikova Zuzana 1. GJCh BR 1 2
20. | Maculova Simona 1. GJCh BR 1 2
22. | Filova Lucia 1. HA BR 1 110 1
23. | Beraxa Peter 1. GJCh BR 1 0
23. | Stankoviansky Tomas 1. GJCh BR 1 0
23. | Trnik Erik 1. GJCh BR 1 0

kategéria ALFA, vychod
Por. | Meno Roé Skola ko [112(3[4|5(6|7|p]|>
1. Danilakova Monika 1. GJIARPO | 1 |9 |7|2 |75 69
2. Dupej Peter 1. GJARPO | 1 |9]9|5|2|5]|1 58
3. Marecakova Barbora 1. GKukPP | 1 |9 |9 |47 171 52
4. Klembarova Barbora 1. GKuk PP 1 /69|11 |7]|]1|1 50
5. Kmetova Katarina 1. GKukPP | 1 |3 |8]2]2 110 45
6. Fagulova Kristina 1. GPos KE 2 913 |2 1 39
7. Fickova Klara 1. GPos KE 2 30
8. Bajnokova Lenka 3. GKuk PP | 3 12
kategéria GAMA
Por. | Meno Roé skola 10 |11 |12 |13 |14 |p | >
1. Bachraty Martin 3. GVO ZA 9 | 3 5 2 33
2. Csiba Peter 4. SPMNDG BA | 8 2 7 0 4 43
3. Gurican Pavol 2. Gamca BA 2 1 12
4. Hagara Michal 3. GJH BA 9 8 37
5. Konecny Jakub 3. Gamca BA 9 4 5 35
6. Kovac¢ Jakub 4. GCM NR 5 1 5 2 25
7. Sladek Filip 3. GAB NO 9 28
8. Tkadlec Josef 4. GIJKPHCR | 9 1 7 6 7 49




