Vzorové riesenia 1. série letnej dasti KMS 2009/2010

Uloha é&. 1: Katka, Skrecok a Filip maju radi ¢okoladu. Mamke vzali a zjedli pét ¢okolad, ¢o mala na varenie. Ked
mamka zistovala, kto jej ich zjedol, deti povedali:

Katka: ,, Nezjedla som ziadnu cokoladu.*
Skrecok: ,, Ani ja som nezjedol Ziadnu okoladu.“
Filip: ,,Ja som tiez nezjedol ziadnu cokoladu.“
Katka: ,, Skrecok zjedol viac nez Filip.“

Skrecok: ,, Katka v predchadzajicej vete klame!“
Filip: ,, Katka so Skreckom zjedli vsetko.“
Katka: ,, Filip v predchadzajiicej vete klame!“

Ked' sa deti napokon priznali, zistilo sa (o tych siedmich tvrdeniach), Ze kazdy klamal tolkokrat, kolko ¢okolad
zjedol. Kolko ¢okoldd zjedol kazdy z nich?

RieSenie: (opravovala Katka)

Oc¢islujme si pre jednoduchost tvrdenia ¢islami od jedna po sedem tak, ako za sebou nasleduji v zadani. Vicésina
z vés si spravne vsimla, Ze ak sa zjedlo pif okoldd, musi byt prave pif tvrdeni nepravdiviych. Dalej sa dalo
postupovat roézne. Jednym zo sposobov je pozrief sa na to, ¢i si niektoré tvrdenia navzdjom neodporuji. Tak
zistime, Ze sa navzajom vylucuji tvrdenia Cislo 4 a 5 a podobne aj tvrdenia 6 a 7. To znamend, ze prave dve
z tvrdeni 4, 5, 6, 7 st pravdivé. Z toho zaroveii vyplyva, Ze tvrdenia 1, 2 a 3 musia byt nepravdivé, pretoze pravdivé
tvrdenia sa prave dve — a tie, ako sme zistili, stt medzi tvrdeniami 4, 5, 6, 7. Z prvych troch tvrdeni teda vieme, ze
kazdé dieta vzalo a zjedlo asponi jednu ¢okolddu. Z toho vieme, Ze Filipovo tvrdenie ¢islo 6 je nepravdivé a o Filipovi
uz vieme povedat, Ze zjedol aspoin dve ¢okolady, lebo klamal vo vyrokoch 3 aj 6. Ak by bolo pravdivé Katkine
tvrdenie ¢slo 4, Skrecok by musel zjest viac nez Filip, teda aspon tri ¢okolady. To ale uréite nie je pravda, pretoze
jednak Skrecok tri tvrdenia nemé a jednak by uz na Katku Ziadna ¢okolada nezvysila. Preto mozeme povedat, ze
tvrdenie ¢islo 4 je nepravdivé, Katka teda klamala dvakrit a zjedla aj dve ¢okolady. Na chudaka Skrecka potom
uz zostala len jedna, aj ked mu slazi ku cti, Ze vzal mamke menej ¢okolad, nez Katka s Filipom, ktori vzali po dve.
Cely vysledok si eSte treba skontrolovat, ¢ skutocne sedi pocet ¢okoldd s poc¢tom klamstiev. A to uZz nechdm na
Vas.

Uloha &. 2: Dokézte, e aspoii jedno zo Styroch prirodzenych &isel p, q,p + q,p — q je delitelné tromi.

Riesenie: (opravoval Lenika, Kubo)

Ked sa stretnete s prikladom, v ktorom pracujete so zvyskami ¢isel, je dobré poznat niekolko zakladnych pravidiel,
ktoré sa daju pri praci so zvyskami pouzit. Na zacdiatok si niektoré ukdzeme.

Ak scéitame dve ¢isla, ich sucet da rovnaky zvySok po deleni tromi, ako stcet ich zvyskov. UkdZeme si preco.
Napriklad ¢islo 16 vydelime tromi so zvyskom. Vysledok je 5 a zvysSok 1. Teraz to zapiSeme vo zvyskovom tvare ako
16 = 3-5+1. Podobne 13 zapiSeme ako 13 = 3-4+1. Ak séitame ¢isla 16 a 13 dostaneme 29. To dava po deleni tromi
a zvySok 2. Ak ich prepiSeme do zvyskového tvaru dostaneme: 16+13 = (3-5+1)+(3-44+1) =3-9+14+1 =3-9+2.
Ako vidime, zvySky sa nam scitali a vytvorili zvySok suc¢tu. Podobné pravidlo plati aj pre odCitanie a nésobenie
zvyskov. Vedeli by ste si ich odvodit?

A teraz uz k samotnému rieseniu. Po deleni tromi ndm kazdé z ¢isel p a g da zvysok 0, 1 alebo 2. Ak by bol niektory
zo zvyskov nula, tak je to ¢islo delitelné tromi a uz nemame ¢o sktimat.

Predpokladajme preto, Ze ani jedno z &isel p a ¢ nie je delitelné tromi. Cisla p a q teraz mézu dat po deleni tromi len
zvySky 1 alebo 2. Aby to bolo prehladné, napiseme si do tabulky hodnoty vSetkych moznych kombinécii zvyskov
p a ¢ po deleni tromi. Do dalsich stIpcov dopocitame zvysky ich stétu a rozdielu pomocou na zaéiatku spominaného
pravidla.



KMS 2009,/2010 1. séria letnej Casti 2

pl4 p+q pP—q
111 2 0

1|2 | 3(zvySok 0) | —1(zvysok 2)
2 | 1| 3(zvysok 0) 1

2 | 2 | 4(zvysok 1) 0

Ako vidime, v kazdom riadku sa ndm nejakd nula vyskytuje. A kedZe sme vycerpali vSetky mozné kombindcie
zvyskov po deleni tromi!, mézeme s istotou prehlasit, ze ak budu ¢isla volené akokolvek, vidy bude niektoré z nich
(alebo ich sucet alebo rozdiel) delitelné tromi.

Uloha é&. 3: Tka ma 4 pravé a 4 falosné diamanty, ktoré nevie rozlisit. Nastastie ma Specialny pristroj, ktorym moéze
robit nasledovné meranie. Vlozi dor lubovolny pocet diamantov a pristroj jej povie, kolko z vloZzenych diamantov
je pravych. Ika by chcela (nevedno preco) dva diamanty, z ktorych je jeden pravy a druhy falosny. Poradte jej, ako
ich méze néjst na dve merania pristrojom. Kolko diamantov treba vlozit do pristroja pri prvom merani?

Riesenie: (opravoval Igor, Lenka)

Najprv sa skiisime zaoberaf otdzkami, ¢i si tlohu moéZeme nejak zjednodusit, a ¢i exituje viac rdznych rieSeni.
Skiisime ich zodpovedat.

Po chvili skiiSania prideme na zaujimava vec. Ked ddme do pristroja napriklad tri diamanty, tak zistime, kolko
je medzi nimi pravych a kolko falo$nych. Okrem toho zistime aj to, kolko faloSnych a kolko pravych diamantov
ostalo medzi zvy$nymi piatimi navazenymi diamantami. (Dokopy méame $tyri pravé a Styri falosné diamanty.) Keby
sme dali do pristroja pét diamantov, tak by sme ziskali rovnaka informéciu ako pri troch. Vedeli by sme, kolko je
falosnych minci vo vazenej pétici aj v nevazenej trojici. Preto staci, ak rozoberieme Styri pripady pre prvé meranie,
a to 1, 2, 3 alebo 4 védZené diamanty. (Ako sme uz povedali, keby sme vazili pit diamantov, je to rovnaké ako tri
diamanty, pre Sest diamantov je to ako ako pre dva, a pre sedem ako pre jeden.) Este si uvedomme, Ze aj v druhom
merani musime skontrolovat vSetky moznosti. Nesta¢i ndm najst jednu dobrt, lebo ak je tam aj zla, moZe sa stat,
Ze nam pristroj vrati zla.

Podme sa pozriet na jednotlivé prvé merania:

Prvy pripad: V prvom merani véazime jeden diamant. Ak bol pravy, tak vo zvysku su este 3 pravé a 4 falosné. Ak
pri druhom merani ddme do pristroja zase len 1 diamant zo zvysku a bude falo$ny, tak mame vyhraté. Ale ak bude
pravy, ni¢ ndm to nepomdze, lebo budeme mat dva pravé a Sest o ktorych nevieme ni¢ povedat. Preto nemoze byt
pri druhom merani len jeden diamant. Ak pri druhom merani vhodime dva diamanty a oba budu pravé, tak opit
nebudeme vediet vybrat vhodni dvojicu. (Budeme mat tri pravé a neidentifikovant péticu.) Tak isto to nefunguje
aj ked vhodime tri. Nevyhovuje moznost ak budi dva falosné a jeden pravy. (Nevieme ktory je ktory.) Viac ako tri
uz nemusime skisat, pretoze ak vhodime Styri kamene, tak sa dozvieme aké su tri nevhodené a tym padom je to
to isté ako predosly pripad. A podobne je to pri piatich (rovnako ako pri dvoch) a pri Siestich. (Rovnako ako pri
jednom.) Ak bol diamant v prvom merani faloSny, vymenime len slovd pravy a falo$ny a rieSime ten isty priklad
¢o pred chvilou. Takze pri prvom merani nemdzeme mat len jeden diamant, pretoZe nam to nemusi vyjst.

Druhy pripad: Tentokrit budeme v prvom merani vazit dva diamanty. Ak st oba pravé, vieme, Ze vo zvySku mame
uz iba 2 pravé a 4 falosné. Teraz ndm sta¢i v druhom merani hodif do pristroja dva diamanty zo zvysku. Ak buda
oba pravé, tak ich dadme na képku k pravym diamantom z prvého merania. Diamanty budt rozdelené na pravé
a falofné a uz si staci vybrat po jednom z kazdého druhu. Ak buda oba falo$né, zoberieme jeden z nich a pravy
zoberieme z tych z prvého merania. Ak budt diamanty z druhého merania rozne, tak mame presne to, ¢o sme
chceli. Rovnako ak je jeden diamant z prvého merania pravy a jeden falos$ny, tak mame rovno to, ¢o sme chceli.

Treti pripad: V prvom merani vdZime tri diamanty. V tomto pripade moZeme postupovat nasledovne. Zapamétame
si aké tieto diamanty sa a jeden z nich odoberieme. Vyberieme aj jeden diamant zo zvysnych a dame do pristroja
spolu s odobratym. Ak su tieto dva rézne, mame ¢o sme chceli. Ak st oba rovnaké, tak vieme, aky bol diamant
odobraty z troch z prvého merania. TakzZe si vieme vypoditat, aké s ostatné dva diamanty z prvého merania. Takto
sme zistili, aké st diamanty v dvoch dvojiciach. A to uz sta¢i na to, aby sme vedeli vybrat sprdvne diamanty. Staci,
ak uvazujeme rovnako ako v pripade dvoch diamantov v prvom merani. (Aj tu sa daji prejst véetky moZnosti, ako
bude vyzeraf prvé trojica, ale spominany postup funguje pre vSetky. Rozmyslite si to.)

Stvrty pripad: Aj ked vaZzime 8tyri diamanty, dokdZeme dostat to ¢o chceme — znova si zapaméitame kolko je medzi
nimi falo$nych a kolko pravych. Lubovolné dva z nich vyberieme a znova odmeriame. Takto zistime nielen to, aké
st tie dva diamanty, ale aj to, aké st zvysné dva diamanty z prvého merania. A to je uz opit rovnaké ako v pripade
dvoch diamantov v prvom merani.

Po prebrati vSetkych moznosti sme zistili, Ze ak budeme maf pri prvom merani dva (Sest), tri (péf) alebo Styri
diamanty, tak vieme vhodnym druhym meranim ziskaf jeden pravy a jeden falosny diamant. Co sme chceli dokazat.

INa nuly sme nezabudli, len sme uz slovne opisali, ze v takych pripadoch je podmienka delitelnosti tromi automaticky splnena.
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Uloha é&.4: Na vylete daroval kazdy chlapec kazdému dievéatu jeden keksik a kazdé dievéa darovalo kazdému
chlapcovi jeden rezen. Neskor zjedol kazdy chlapec dva svoje rezne a kazdé dievca zjedlo tri svoje keksiky. Ukazalo
sa, ze deti spolu zjedli Stvrtinu zo vSetkych darcekov. Najviac kolko deti sa mohlo na vylete zucastnit? Zdovodnite
tieZ, preco ich nemohlo byt viac.

RieSenie: (opravovala Kika)

Oznacéme si pocet dievéat d a pocet chlapcov c. Kazdy chlapec dostal po jednom rezni od kazdého dievéata, teda
kazdy mal d reziiov. Kedze chlapcov je ¢, dokopy maju cd reziiov. Podobne dievcatd spolu dostali tiez cd keksikov.
(Rozmyslite si.) Takze dokopy bolo 2¢d daréekov. Kazdy z ¢ chlapcov zjedol dva svoje rezne, spolu zjedli 2¢ reziiov.
Dievéata zjedli 3d keksikov. Spolu zjedli $tvrtinu zo vSetkych daréekov, ¢o mdzeme vyjadrit rovnicou

2cd  cd
2 d = —=— -2
c+3 1 5 /

4c+6d = cd

Toto je rovnica, ktord priamo vyplyva zo zadania. Treba ju vyriesit tak, aby ¢ a d boli prirodzené &isla (c a d st
poéty deti) a aby ¢ + d bolo ¢o najviicsie. Sem sa vicSina z vds tspeSne dostala. Postupnym upravenim rovnosti
4c + 6d = c¢d na 4c = cd — 6d a vyjadrenim c a d dostaneme

4c L. 6d
= a tlez c= ——-
c—6 d—4
Vsetky tipravy boli ekvivalentné, az na poslednd, kde treba samostatne presetrit pripad ¢ = 6 a d = 4. (Aby sme
nedelili nulou.) Z poslednych dvoch vztahov je okrem toho vidiet, Ze ak na vylete nechceme zaporny pocet chlapcov
alebo diev¢at, musi byt ¢ > 6 a d > 4.
V tomto momente vii¢Sina z vas zacala dosddzat za ¢ a d nejaké ¢isla. Dosadzovanie (vam sympatickych) ¢isel pri
ratani prikladu nie je na Skodu, je pravdepodobné, Ze si popri tom vSimnete nejaka vlastnost, ktord moze pomoct.
Ale ta vlastnost potom treba poriadne dokézat! Vicsine riesitelov to robilo problémy, prave preto si tu ukézeme
takyto ,skasajiaci“ postup.
Podme dosddzat pekne skraja. Dajme do prvého vztahu ¢ = 7. Ziskame d = 28. Dosadme dalej, ¢ = 8. Dostaneme
d = 16. Dva pokusy st predsa len malo, dosadme este ¢ = 9 a dostaneme d = 12. Tak. Vsimli sme si nie¢o? Ak
nie, tak nie je hanbou skusit este niekolko éisel. Ak ale nie¢o tusime, modZeme to sktsit dokdzat, a ak to dokdzeme,
mozeme to dalej pouzivaf.
7 tychto troch vypoctov to napriklad vyzerd tak, ze ¢im vacsi je pocet chlapcov, tym mensi je celkovy pocet deti.
No sktisme sa zamysliet, ¢i to tak naozaj moéze byt. Pre c = 9 a d = 12 je na vylete 21 deti. Kolko bude deti, ak do
vztahu pre vypocet dievéat dosadim nejaké ¢ > 217 Pocet dievéat bude urcite kladny, lebo ¢ > 6. A pocet deti na
vylete bude urcite viac ako 21, lebo uz len tych chlapcov je tam viac nez 21.
Tento tip nam nevysiel. To sa stdva, a prave preto je velmi dolezité, aby ste si kazda svoju domnienku poriadne
dokéazali. Ale nevzdavajme sa, z naSich troch vypocétov sa d4 v8imnuf aj nieco iné. Konkrétne to, Ze ¢im viac je
chlapcov, tym menej je dievcéat. Opit to skiisme overit. Pozrime sa na nasledujicu rovnost:

4c
-6
Je ozaj Skared4 a nie je z nej ni¢ vidief, preto ju treba nejako upravit. Bolo by fantastické, keby sa ndm podarilo
z menovatela alebo z ¢itatela odstranit c. Potom by sme si vedeli TahSie predstavit, ako sa meni d, ked c rastie. Tak
to skasme takto:

4c 4(c — 6+ 6) (4c —24) 24 24
= = = :4
d c—6 c—6 c—6 +076 +076

.....

mozeme pokracovat v dosadzovani ¢oraz viicsieho ¢ az dovtedy, kym nam d neklesne na pit. (Mensie uz byt nemoze.)
Vtedy prestaneme dosédzat, lebo iné rieSenia s celo¢iselnym d uz neexistuji. Mimochodom, aké bude to maximélne
¢? No dosadime do vztahov na zadiatku najmensie mozné d (¢ize pitf) a dostaneme ¢ = 30. Stac¢i uz iba vyskusat
vSetky moZnosti pre ¢ od 7 do 30 a vybrat z nich t0, kde je najviac deti. Najviac deti vySlo 35 a moZnosti, ako
mohli byt rozdelené, boli dve. Jedna ¢ = 7,d = 28 a druhd ¢ = 30,d = 5.

Uloha &. 5: Kika holduje hazardnym hram. Ma dva rovnaké balicky 32 sedmovych kariet. Kazdy z nich samostatne
zamiesa a polozi jeden balicek na druhy. Teraz pre kazdu z 32 dvojic rovnakych kariet spocita pocet inych kariet
medzi kartami z tejto dvojice v takto vytvorenej kope. Uréte sucet tychto poctov. (Néjdite vSetky mozné hodnoty
tohto suctu a dokdzte, Ze iné neexistuja.)

Riesenie: (opravoval Bus)

Nie kazdy hned na prvy raz pochopil zadanie tejto tilohy, skiisme si ho preto trochu vysvetlit. Kika mé dva balicky
po 32 kariet, oba zamieSa a polozi ich na seba. Vznikne jej tak kopka 64 kariet v ktorej sa nachadza kazda sedmova
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karta dvakrat. Teraz zacne Kika pocitat nasledujicu vec. Zisti, kde v kopke sa nachddzaji dve srdcové sedmicky.
Spocita pocet kariet medzi nimi a zapiSe si ho na papier. Napriklad ak by boli srdcové sedmicky na vrchu a na
spodku kopky, zapisala by si ¢islo 62. Ak by boli v kopke hned za sebou, zapisala by si nulu. To isté spravi aj pre
srdcové osmicky, srdcové deviatky a tak dalej pre vSetkych 32 sedmovych kariet. Nagou tlohou je zistit sucet ¢isel,
ktoré si Kika zapisala.

Teraz k samotnému rieSeniu. Postupovat sa dalo viacerymi sposobmi, my si uk4dZeme riesenie v ktorom sa pouzije
velmi uzito¢ny trik. Tento trik je dobré si zapamétat, pretoZe je ¢asto pointou roznych (na prvy pohlad fazkych)
kombinatorickych tloh. Namiesto toho, aby sme pre kazda dvojicu rovnakych kariet zistovali pocet kariet medzi
nimi, budeme pocitat nieco iné. Pre kazdu kartu zistime, kolkokrat sa nachddza medzi nejakymi dvoma rovnakymi
kartami. Vyberieme si napriklad pédtnastu kartu balicka a vypiseme si vSetky dvojice kariet, medzi ktorymi lezi.
Ak napriklad lezi niekde medzi dvoma zelenymi dolnikmi, vypiSeme zeleného dolnika. Ak sa nachadza aj medzi
dvoma gulovymi esami, vypiSeme si gulové eso. Nakoniec spoc¢itame, kolko takychto dvojic sme nasli — v tomto
pripade to boli dve — a zapiSeme si tento pocet na papier. Spravime to pre vSetky karty v kopke a ¢isla nakoniec
séitame. Treba si uvedomit, Ze dostaneme ten isty sudet ako dostala Kika. Kika totiz zapocitala kazdu kartu vzdy,
ked ju nasla medzi nejakymi dvoma rovnakymi kartami. My sme pre kazda kartu rovno spoéitali, kolkokrat ju Kika
zapocita. V sucte je to to isté ¢islo.

Teraz ndm uz staci iba zistit, kolkokrat sa kazd4 z kariet nachddza medzi dvoma rovnakymi kartami. Mohlo by sa
zdat, Ze sme si tlohu velmi nezjednodusili, no v skuto¢nosti sa to uz spocita velmi Tahko. Prv4 karta na kope nie je
medzi ziadnymi dvoma kartami, pretoZze je navrchu. Druhé karta sa nachadza prave medzi jednou takou dvojicou
— vrchnou kartou a jej parom. Tretia karta lezi medzi dvoma dvojicami — vrchnou kartou a jej parom a druhou
kartou (zhora) a jej padrom. Vo vSeobecnosti teda bude n-t4 karta lezat medzi n — 1 dvojicami rovnakych kariet,
a to medzi kazdou z n — 1 kariet nad fiou a jej parom. Pockat ale, vezmime si opét pitnastu kartu. Nemohlo by sa
stat, Ze prva karta m4 svoj par napriklad na siedmom mieste? Potom uz nemdzeme tvrdit, ze pitnasta karta lezi
medzi prvou kartou a jej parom, pretoze pitndsta karta nelezi medzi prvou a siedmou. Toto sa vSak nastastie staf
nemdze — prvych 32 kariet je totiz z jedného balicka, a teda medzi nimi nemdzu byt dve rovnaké karty. Kazda
z prvych 32 kariet ma svoj par az medzi druhymi 32 kartami. Preto karta na n-tej pozicii pre n < 32 lezi vzdy medzi
n — 1 dvojicami rovnakych kariet. Pre n > 32 moZeme pouzit rovnaka tivahu, ale budeme poditat karty odspodu.
Ak je karta viac ako tridsiata druhé odvrchu, musi byt k-ta odspodu pre k < 32 a opit nam vyjde, ze lezi medzi
k — 1 dvojicami rovnakych kariet. Nakoniec teda na papieri budeme mat ¢isla 0,1,2,...,30,31,31,30,...,2,1,0.
Ich sticet vypocitame pomocou vzorca na sucet ¢isel od jedna po n,

31-32  31-32
O 14 +31431+ - +1+0=—— +—— =31-32=992.

Nech st teda karty zamiesané akokolvek, Kike moze vyjst a vzdy vyjde jedine sticet 992.

Uloha é&. 6: Nech a, b, ¢ sii celé ¢isla, ktoré vyhovuji rovnosti ab + be + ca = 1. Dokézte, Ze ¢islo
(1+a®)(1+bH)(1+c?)

je druhou mocninou celého cisla.

Riesenie: (opravoval Bebe)

trikové. Tak hor sa do ¢itania.

Kazdy z vas sa zrejme zamyslel nad tym, ¢ je rovnost ab + ba + ca = 1 v zadani vobec potrebnd. Skisme preto
zistif, ¢i dany vyraz nie je druhd mocnina aj pre ¢isla nespliajtce tiito rovnost. Dosadenim a = b = ¢ = 1 méame

A+aHA+H)A+A=1+D)A+1)1+1) =8,

¢o nie je druhd mocnina celého ¢isla. NasS pokus sice nevysiel, ale aspon vieme, Ze nas vyraz naozaj nebude druhou
mocninou pre [ubovolné ¢isla. Nejakym sposobom teda budeme musiet vyuzit rovnost ab + bec + ca = 1.
D4 s to napriklad tak, ze vyjadrime jednu z premennych a dosadime ju do zadaného vyrazu. Vyjadrime premennt a

alb+c¢) = 1-—be,
~1-bc
T b+ec

Pred dalsimi vypoctami by mal kazdy z vas zhrozene skriknut a snazif sa zistit, ¢i sme nahodou nedelili nulou.
Skiisme to zistit spolo¢ne. Ak b+ ¢ =0, tak b = —c a z naSej pévodnej rovnosti méme

ab+bec+ca=alb+c)+bc=a-0+bc=bc=—c*=1.

Posledné rovnost viak zrejme nemé zmyslel, lebo —c? je zaporné éislo alebo nula, a preto sa nemoze rovnat jednotke.
(Rozmyslite si preco!) Teraz uz bez obav mozeme pokracovat v dal$ich tpravich. Dosadme do vyrazu 1+ a? nase
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vyjadrenie za a a postupne upravujme

Lha? = 1o (Lot o4’ (1=b)® B2t +1-2be+ b
B b+c) (b+ c)? N (b+ )2 =
P4t 14b% P+ (14 (14 + D)

(b+¢)? - (b+¢)? (b+¢)?

Pred tym, ako dosadime tento vyraz do skiimaného vjrazu je potrebné si uvedomit, Ze 1 + a? je celé éislo a teda
aj (14 b2)(1+c?)/(b+ c)? je celé ¢islo. Posilneni touto vedomostou pokracujme dalej

) ) o Q)+, o (L) +A))
(1+a)(1+b)(1+c)——(b+0)2 (1+b)(1+c)—<(b+c) ) (1)

Ziskali sme vyjadrenie skimaného vyrazu v tvare druhej mocniny. Otazkou je, ¢i je to druhd mocnina celého ¢isla.
Uz vieme, ze (1 + b?)(1 + ¢?)/(b + ¢)? je celé ¢&islo. Tym padom bude celé aj ¢islo (1 + b?)(1 + ¢?)/(b + ¢), lebo
vznikne vyndsobenim dvoch celych ¢isel. (Rozmyslite si ktorych.) Teda (1 + a?)(1 + b?)(1 + ¢?) vieme zapisat ako
druht mocninu celého &isla, ¢o sme cheeli dokazat.

Iné rieSenie:

Pripo¢itajme k obom strandm nasej pociatoénej rovnosti ab + bc + ca = 1 vyraz c?

ab+bc+ca+c? = 1+
bla+c)+clate) = 1+c
(a+c)b+c) = 14¢

Posledna rovnost je pre nas vyhodnd, pretoze sme ziskali pekné vyjadrenie jedného z ¢lenov v skiimanom vyraze.
Ak vyjadrime rovnakym spoésobom este aj 1 + a? a 1 + b2 a vietko napokon dosadime do skiimaného vyrazu, tak

1+a®)1+6H)A+) = (a+b)(a+c)(b+c)(b+a)la+c)(b+c)
= (a+b)*(a+c)b+e)?=][a+b)a+c)(b+c)?,

¢o je ur¢ite druhd mocnina celého &isla (rozmyslite si to) a to sme cheeli ukazaf.

Uloha é&.7: Petrzlen bol u Ondreja na izbe a zbadal jeho presibanti krysu. Nedalo sa nev$imniit, Ze mala nieco
za lubom. (Vlastne ako vzdy.) Ofarbovala prirodzené ¢&isla roznymi farbami? tak, aby platilo: Ak je rozdiel dvoch
réznych prirodzenych ¢isel prvocislo, tak tieto ¢isla maji réznu farbu. S akym najmensim pocétom réznych farieb
sa to mohlo kryse podarit? Vysvetlite tieZ, preco by jej menej farieb nestacilo.

Riesenie: (opravoval JeFo, Droopy)

Podme pekne zaradom. Vezmime si papier, pero, pastelky, ti lenivej$i mozu pastelky nahradit pismenkami, pripadne
¢isielkami. Po troche kreslenia Tahko prideme na to, Ze jedna ani dve farby ndm urdite nestacia, d4 sa to Tahko
overit. Ked za¢neme ofarbovat troma farbami, po pociatoénom nadSeni nés zastavi uz vypisanie prvych siedmych
¢isiel, pokojne si to vyskusajte. Ako to vSak napisat tak, aby sme nemuseli rozoberat vsetky moznosti? (Co je
sice tieZ spréavne, ale menej elegantné.) Chceli by sme najst $tyri éisla tak, aby rozdiel kazdych dvoch ¢isel bolo
prvodislo. Po par pokusoch ndjst takd Stvoricu ndm pridu na um éisla n, n+ 2, n+ 5, n+ 7. (Konkrétne napriklad
1, 3, 6, 8.) Ako vidno, rozdiel kazdych dvoch ¢isel je prvoéislo, a preto st vybornym dokazom toho, Ze tri a menej
farieb nam nestaci.

Podme na styri farby. Po chvili skiiSania nas prepadne dobry pocit, ze toto je to pravé, uz to len dokazat. Vieme, ze
rozdiel dvoch &isiel rovnakej parity je vzdy parny, ¢o je fajn, kedZe existuje len jedno parne prvoéislo. Rozdelme éisla
teda do dvoch skupin na parne a neparne. Uz sa len potrebujeme zbavit rozdielu dva. To spravime tak, Ze parne aj
neparne ¢isla rozdelime do dvoch skupin ,napreskacku“, tak aby v kazdej z nich bol rozdiel dvoch ¢isel nasobkom
stvorky. (Teda spolu buda 2,6, 10, ..., dalej 4,8,12,..., atd.) Ano, nasobky stvorky, heuréka, to bude ono, ¢isla
zafarbime podla toho, aky zvySok davaju po deleni Stvorkou. Teda tie ¢o davaju zvysok 1 budt modré, zvysok 2
bud zelené, zvySok 3 budi Gervené a zvySok 4 budu zlté. (Vznesene sa tomu hovori: Ak je ¢islo n kongruentné s 1
tak ho zafarbime na modro, atd., ¢o znamena, ze ¢islo n je tvaru 4k + 1.) KedZe teraz je rozdiel Tubovolnych dvoch
¢isiel zafarbenych rovnakou farbou vzdy delitelny Styrmi, tak to nikdy nebude prvocislo. Teda sme pre krysu nasli
dobré ofarbenie Styrmi farbami.

Komentér: Vidsine z vas sa podarilo ndjst ofarbenie Styrmi farbami, ale nemali ste dobry dokaz, ze tri farby
nestacia. Tvrdenie, Ze keby sme pomieSali parne ¢isla s neparnymi, tak by nam uréite raz vzniklo prvocislo velmi
neobstoji. Uréite treba najst konkrétny pripad, kedy to nebude fungovat.

2kazdé ¢&islo prave jednou farbou
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Uloha é&. 8: Rozdelovanie cukrikov do nadob je Edova oblitbend ¢innost vo volnom ¢ase. Nerobi to vsak hocijako.
Na zaciatku si zoberie n nadob, pricom n je minimalne Styri. Potom do tychto nadob rozdeli niekolko cukrikov,
pric¢om spolu dé do nddob aspori Styri cukriky. Ndsledne v kazdom tahu odoberie z dvoch réznych nddob po jednom
cukriku a obidva d4 do nejakej tretej nddoby. Edo sa snazi dostat vsetky cukriky do jednej nddoby po konec¢nom
pocte tahov. Podari sa mu to vZdy, nech je zaciatocné rozloZenie cukrikov v nddobdch akékolvek?

Komentér: Na zaciatok si ujasnime zopar veci. V tomto priklade treba rozhodnif, ¢i pre Tubovolné zaciatoéné
usporiadanie cukrikov existuje kone¢né postupnost povolenych tahov, ktorymi vSetky cukriky dame do (préve)
jednej naddoby. Po nejakom tom skuiSani by ste mali nadobudntf presvedcenie, Ze to vzdy ide. DokéZeme to tak,
Ze pre Eda skon§truujeme algoritmus (postupnost instrukcii), ktory ho za kazdych okolnosti dovedie do tspesného
az zamotali. Preto dobra rada do budicnosti znie nasledovne. Ak méate nejaké skoro-rieSenie v hlave, tak si to este
trocha premyslite (alebo si napiste hlavné kroky dokazu na papier) a snazte sa to zjednodusit a premysliet si, ¢ je
to vobec dobre. Skratite tym dizku svojho dékazu, zmensite pocet chyb a nejasnych pasazi, no a hlavne vas potom
pochvélime za pekné rieSenia. :) Podme na vzorové riesenie.

RieSenie: (opravoval Petrzlen, Beren)

Niektoré fahy (resp. postupnosti tahov) sa ndm na presivanie cukrikov velmi hodia, budeme ich volat finta FN
a finta DZ.

Finta F'N. Ak existuju aspoil tri rozne neprazdne nadoby, tak mozeme z dvoch nadob vybraf po jednom cukriku
a dat ich do tretej. Poradie zvolime tak, aby tretia nddoba bola t4 najplnsia z nich.

Finta DZ. Ak st prdve dve nadoby neprazdne, tak rozlisime dva pripady podla toho, ¢i mé kazda nddoba najviac
dva cukriky (pripad a)), alebo existuje nddoba s viac ako dvoma cukrikmi (pripad b)).

a) Predpokladajme, Ze v oboch nddobdch st najviac dva cukriky. Zo zadania vieme, Ze mame dokopy aspoii
styri cukriky a podla predpokladu v kazdej z dvoch neprazdnych nadob st najviac dva cukriky, takze v oboch
nadobéch musia byt préave dva cukriky. Tato situéciu prevedieme na pripad b) nasledovne:

(2,2,0,0) — (1,1,2,0) — (3,1,0,0).

Usporiadané $tvorice vyjadruji poéty cukrikov v dvoch neprézdnych néddobach a v dalgich dvoch nadobéch,
ktoré boli na zaciatku prézdne. Pre n > 4 naddob by sme tieto $tvorice mohli doplnif na n-tice n — 4 nulami.

b) Nech dve neprazdne nddoby obsahuji postupne x a y cukrikov, pricom z > y > 1, z > 3. Situdciu symbolicky
zapiSeme podobne ako v pripade a) pomocou §tvorice (x,y,0,0). V tomto pripade bude finta DZ nasledujica
postupnost krokov:

(2,9,0,0) = (z—1,y—1,2,0) = (. —2,y—1,1,2) =» (z—3,y+1,1,1) = (z—1,4,1,0) = (z+1,y—1,0,0).
Moézeme to spravit, pretoze mame aspoi Styri nadoby a tiez x > 3.

Ked sme si definovali takéto skvelé finty, staci ich uz len spravne pouzif a daf Edovi jasné inStrukcie, ako ma
postupovat. KedZe mame koneény pocet nadob (n), tak existuje nddoba s najviésim poc¢tom cukrikov. Oznacime
si ju ako BB (,big boss“). Kym méme aspoii tri neprazdne nddoby, pouzivame fintu F'N, ktorou zoberieme dva
cukriky z dvoch nddob a ddme ich do BB. BB bude mat stile najviac cukrikov, pretoze pocet cukrikov v BB sa
len zvySuje a v ostatnych nddobach sa pocet cukrikov len znizuje. Ak uz nevieme pouzit fintu FN (tzn. mame

.....

o jedna. Ked uz sa nebude dat pouzit finta DZ, budeme maf len jednu nadobu a teda sme tspesne skondili.

Algoritmus v skratke: Zvolime nddobu BB a pouzivam fintu F'N na plnenie BB, kym sa da. Potom pouZivam fintu
DZ na postupné presuvanie cukrikov do BB, kym sa da. Koniec.

Diskusia o konecnom pocte krokov algoritmu: Finty FFIN aj DZ zvy$uju pocet cukrikov v BB aspon o jedna a obe
finty maju koneény pocet krokov. Kedze Edo mé koneény pocet cukrikov, tak sa algoritmus zastavi.

Sprdvnost algoritmu: Ked nemam prave jednu neprazdnu nddobu, tak algoritmus pokracuje vo svojom behu a za-
stavi sa az v pozadovanej pozicii. Ukéazali sme, ze algoritmus sa vzdy zastavi, takze zostane prave jedna neprazdna
nadoba.

Komentéar: Z niektorych vasich rieSeni sme mali pocit, Ze ich vymyslate pocas pisania. Potom ste definovali nové
pojmy a finty préve vtedy, ked ste ich potrebovali. Pocas toho ste si spomenuli, Ze ste na jeden pripad zabudli
a zacali ste sa motaf. (Pripadne pisat viackrat to isté.) Preto vam chceme ukdzat jednu moZnost, ako tomu predist
a to najprv si definovat vsetky pojmy a potom sa na ne len odvolavat. Tym dosiahnete to, Ze rieSenie je prehladné
a neopakujete sa. Tolko poucenie k tomuto prikladu, vSetkych betarov zdravime starouhorskou riekankou: ,,Piros,
fehér, zold; ez a magyar fold, Ki!“
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Uloha ¢&.9: Jefo si mysli, Ze urcite kazdého z vas nadchne nasledujiica tiloha. Chceme zapisat éisla 1, 2,..., 100
za sebou v takom poradi, aby pre kazdé ¢islo platilo, Zze ma pred sebou len také ¢isla, ktoré st od neho vicsie, alebo
len také ¢isla, ktoré st od neho mensie. Kolkymi sposobmi to vieme urobit?

Poznamka: Keby sme takto zapisovali za sebou iba ¢isla 1, 2, 3, 4, 5; tak vyhovujiice poradie je napriklad
4, 5, 3, 2, 1.

Riesenie: (opravoval MiS4c)

Usporiadaniu ¢sel, ktoré spliia podmienku zo zadania, budeme hovorit spravne usporiadanie. Na zaciatok je pri-
rodzené nédjst nejaké spravne usporiadanie. Neviem ako vam, ale mne sa sto ¢isel vypisovat nechcelo. :) Preto to
mozeme skisit napriklad s ¢islami od 1 do 10:

5, 6,7 89, 4,3, 10, 2, 1.

Co je zaujimavé na takomto usporiadani? Ked najdeme aj iné spravne usporiadania, zistime, Ze na konci je vzdy
¢islo 1 alebo ¢islo 10. Predstavme si, ze by na konci bolo nejaké iné ¢islo, ozna¢me ho a. Potom by malo a niekde
Trochu si tlohu zovSeobecnime. Predstavme si, Ze mame n navzajom réznych prirodzenych ¢isel (nie nutne 1 az
n). Kolkymi spésobmi ich vieme spravne usporiadat? Oznac¢me si tento pocet p(n).> Uz sme si zdovodnili, Ze na
konci musi byt najmensie ¢islo alebo najvicsie ¢islo, ¢ize zvolime nejaké z tychto dvoch ¢isel a ddme ho na koniec.
Ostédva ndm nejako zoradit zvySnych n — 1 navzdjom roznych cisel. Toto moézeme urobit p(n — 1) spésobmi. To
znamend, Z%e spravunych usporiadani n ¢isel s najmensim éislom na konci je p(n — 1) a s najviésim ¢islom na konci
je tieZ p(n — 1). KedZe iné spravne usporiadania n ¢isel neexistuja, tak

p(n) =p(n —1)+p(n—1) =2p(n —1).
Tento vztah plati pre lubovolné prirodzené &islo n, preto modZeme pisat

p(n) =2p(n—1) = 22p(n —2) = 2°p(n — 2) = --- = 2" 'p(1).
Nagou tlohou je vlastne zistit p(100). Kedze p(1) = 1, tak spravnych usporiadani ¢isel 1 az 100 je 2%9.
Komentér: Tento postup nam vysvetluje ako vytvorit nejaké spravne usporiadanie, ked postupujeme odzadu. Na
posledné miesto ddme najvicsie ¢islo (100) alebo najmensie ¢islo (1). Na predposledné miesto mozeme dat zase
len najviicsie alebo najmensie zo zvy$nych éisel. Na tretie miesto od konca opitf ddme najvicsie alebo najmensie
nepouzité ¢islo a takto postupujeme dalej.

Uloha &.10: U Misa v chladnicke sa dobre dari istej geometrickej postupnosti. Vieme o nej, Ze jej prvy, desiaty
a tridsiaty ¢len je prirodzenym ¢islom. DokéZte, Ze aj jej dvadsiaty ¢len musi byt prirodzenym ¢islom.
RieSenie: (opravoval Myrec)
Tento priklad vela z vas vyriesilo ispesne. Problém u tych, ktorym sa to nepodarilo, mohol byt s dobrym ,ucho-
penim“ pojmu geometrickd postupnost.
Postupnost realnych ¢isel je geometrickd, ak podiel kazdych dvoch po sebe nasledujicich ¢lenov je rovnaky. Tento
podiel sa oznacuje ¢ a nazyvame ho kvocient. Postupnost a1, as, as, a4...je geometrickd s kvocientom ¢, ak

a9 as a4

q = — = — = —— = s e

ai az as
Pri takejto definicii predpokladdme, Ze kazdy ¢len geometrickej postupnosti musi byt nenulovy a teda aj g # 0.
Spravny néapad je vyjadrit si kazdy ¢len geometrickej postupnosti pomocou prvého ¢élenu a kvocientu, napriklad

2 9
a0 =qag =q ag = ---=4q ay.

Ak aig aj a; st prirodzené, tak ¢° = a1p/a1 je kladné racionélne (zlomok). Podobne aj azy = ¢*° - a; aaj ¢*°
je kladné racionélne ¢islo. Podme sa bliz$ie pozriet na kladné racionélne éisla. Stcet, stcin aj podiel kladnjch
raciondlnych ¢isel je kladné racionalne &slo. Na ¢o je ndm této vlastnost? Ak ¢2° a ¢° st kladné racionélne tak je
kladné racionalne aj ¢*°/¢° = ¢?°. Rovnako je aj ¢*°/(q%¢°) = ¢? kladné racionalne a potom aj ¢°/(¢?¢*¢*q®) = q
je kladné racionélne ¢islo. Takze ¢ sa da zapisat ako ¢ = m/n, kde m a n st kladné celé nesudelitelné éisla.
Vieme, ze
aym?

129

29
agp = a1q" =
Pretoze m a n st nestdelitelné, musi n?° delit a;. Z toho vidime, Ze

a; = k- n29 _ (k} ) nlO),nIQ

3Mohli by ste protestovat, ze ¢islo p(n) nie je definované korektne. Ved poéet spravnych usporiadani by mohol zalezat nie len od
poctu cisel, ale aj od toho, ktoré ¢isla uvazujeme. Ale ako mnohi iste tusite, teraz véas len zavadzam. Pocet spravnych usporiadani
naozaj zavisi len od poctu cisel, ktoré uvazujeme. Premyslite si to.
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pre nejaké k prirodzené. A konecne

a1m19 kn29m19

19
a20 = =
nt9 nlo

= kn'%m
a to je sacin prirodzenych ¢isel, preto aj asg je prirodzené dislo.

Uloha é&.11: Medzi vediicimi KMS je ist4 skupina Iudi oblubujiicich konzuméciu Horaliek po Sirke. Je zname, Ze
tychto zaujimavych ludi je aspori pét. Niektori ludia v tejto skupine sa poznaji, ini zas nie. Vztah poznania sa je
vzajomny, teda ak Bus pozna Fofa, tak aj Fofo pozna Busa. Povedzme si nieco viac o tejto skupine. Vieme, Ze ak sa
v nej dvaja ludia poznaju, tak nemaju ziadnych spoloénych znamych. Lubovolni dvaja ludia, ktorf sa nepoznaj,
maju presne dvoch spoloénych zndmych. Zistite, kolko najmenej Iudi méze byt v tejto skupine.

Riesenie: (opravoval Edo a Hanka)

Zabudnime na vSetkych inych Tudi a uvazujme len o skupine Iudi oblubujicich konzuméciu Horaliek po $irke
(skratka SLOKHpoS) a vztahoch medzi nimi. Viimnime si Busa, ktory, ako vieme zo zadania, oblubuje jedenie
Horaliek po sirke. O Busovi vieme povedat, Ze urcite pozn4 aspori dvoch inych vedtcich s touto vlastnostou. Preco?
Okrem Busa st v skupine aspoi $tyria dalsi vedici. Ak by vSetkych poznal, tak poznd aspoii Styroch Iudi. Ak by
niekoho spomedzi ostatnych nepoznal, musi s nim mat prave dvoch spolo¢nych zndmych a teda opif Bus pozna
aspon dvoch ¢lenov skupiny.

Oznaéme P skupinu Iudi, ktorych Bus pozna a N, ktorych Bus nepoznd. V skupine P sa ziadni dvaja vedici nemodzu
poznat, pretoZe majui spoloéného zndmeho Busa. Takze Iubovolni dvaja vedtci z P maju prave dvoch spoloénych
znamych. Jednym takymto spoloé¢nym zndmym je Bus, druhy teda musi byt z N.

Ak si vyberieme dve rozne dvojice z P, tak spoloény znamy prvej dvojice v.N nemdze byt ten isty ¢lovek ako
spolo¢ny znamy druhej dvojice v N, pretoze by s nim mal Bus aspon troch spolo¢nych znamych. Preto ku kazdej
dvojici v P musi v N existovat ¢lovek, ktory poznd v P iba dant dvojicu a nikoho iného. Ked si ozna¢ime k podet
Iudi v P, potom podet dvojic Tudi z P je (’2“) a teda v N musi byt aspon (g) Tudi.

Predstavme si situéciu, ze by v N bolo viac ako (’;) Tudi. Kedze nik z N nepozna Busa, tak musi mat kazdy z N
s Busom spolo¢nych prave dvoch znamych. Tito dvaja budu uréite z P a teda kazdy ¢lovek z N pozna prave dvoch
Tudi z P. Ak je Iudi v N viac ako (g), tak z Dirichletovho principu nutne niektori dvaja z N poznaji rovnaku
dvojicu z P. To uZ je spor, lebo tato dvojica z P by mala troch spoloénych zndmych. Preto v N musi byt presne
(5) Tudi.

Uz sme niekolkokrat vyuzili fakt, Zze Iudia v SLOKHpoS sa delia na Iudi, ktori Busa poznaji, Iudi, ktori Busa
nepoznaju a samotného Busa. Ukéazali sme, Ze ich je spolu 1+ &k + (g) Vsimnime si, ze ak by sme si na zaciatku
zvolili iného vediceho ako Busa (napriklad v zadani spominaného Fofa) a oznadili pocet jeho zndmych I, tak by
sme dostali, ze SCLOKHpoS mé 1+ + (é) ¢lenov. Potom ale musi platit [ = k, teda kazdy vedici pozna rovnako
vela Tudi.

A sme znovu pri Busovi:) TakZe, Bus pozné k vedtcich z P a nepozna (’;) veducich z N. Zaroven kazdy veduci
z P pozné Busa a dalsich k£ — 1 vedicich z N, ¢o je spolu oéakévanych k. Ostéavaji ndm vedtci v N. Kazdy z nich
pozné zatial prave dvoch veducich v P. Busa nepoznaju a teda musi kazdy z nich poznat prave k —2 inych veducich
z N. Zaroven, dvaja veduci z N, ktori maju spoloéného zndmeho v P, sa poznat nemdzu. Teda vedici z N moze
poznat iba takého vedtceho z N, ktory nepozné ani jedného z jeho zndmych v P. Takych vedtcich v N je tolko,
kolko je dvojic medzi k — 2 vedtcimi z P a to je (kgz) Preto, aby kazdy vedtci z N mohol poznat k vedtcich,
musi platit (kf) + 2 >k, z ¢oho vyplyva k > 5 (alebo k < 2, ale vtedy je pocet vedtcich menej ako pit). Tato
dast si poriadne premyslite.

Pre k = 5 st pre kazdého z N prave tri moznosti, koho z N méze poznat a zaroven kazdy z N musi poznat
prave troch z N. Preto je jednoznacne uréené, kto musi koho poznat. Teraz ndm staci overit, ¢i si niektoré zndmosti
neodporuju so zadanim. Ak nie, tak sme vyhrali, pretoZe sme ukazali, Ze vediicich moze byt najmenej 145+ (g) =16
a zaroveti, ze ich 16 byt moZe.

O znamostiach medzi Busom a P, vnutri P a medzi Busom a N sme uz ukazali, ze si v stilade so zadanim. Oznac¢me
siTudi v P ako Pi,...,Ps. Ludi v N ako Ny 2,Nij3,...,Nss podla toho, ktort dvojicu z P dany €Elovek pozna.
Clovek N; ; pozné ¢loveka Ny, prave vtedy, ked {i,j} N {k,1} = 0. Podme teraz riesit vztahy v skupine N a medzi
skupinami N a P.

Dvaja Iudia z N sa poznaju iba vtedy, ak nemaju spolo¢ného zndmeho v P. Problém nastane, ak by mali nejakého
spoloéného zndmeho v N (vtedy by podmienka zadania nebola splnend). Zoberme si dvoch z N, ktor{ sa poznaj,
napriklad N1 o a N3 4. Aby existoval eSte nejaky ¢lovek N, ;, ktory ich poznd oboch, museli by byt ¢isla ¢ a j
navzajom rozne a tiez rozne od &isel 1,2,3 a 4. To vSak nejde, kedZe méame len ¢isla do 5. Vezmime si teraz taki
dvojicu z N, ktord sa navzajom nepoznd, napriklad N2 a Nj 3. V P maja spoloéného zndmeho iba P; zarovein
v N mozu poznat iba ¢loveka, ktory nem4 s ani jednym z nich ani jeden index rovnaky a to je jedine Nys5. Tuato
uvahu vieme zopakovat pre fubovolni dvojicu z N, ktord sa nepozna. Preto dvaja veduci z N, ktori sa nepoznaj,
maju dvoch spoloénych znamych, ¢ize vSetko je ako ma byt.

Ak jeden z P poznd jedného z N, tak uz nemaju ziadnych spolo¢nych zndmych, pretoze v P sa navzdjom ludia
nepoznaju a ¢lovek z N poznd iba takych Tudi z N, ktorych jeho znamy z P nepozna.
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Ostala ndm poslednd moznost na overenie, teda ¢o ak sa ¢lovek z N a ¢lovek z P nepoznaju? Vezmime si tak
dvojicu. Bez ujmy na vSeobecnosti nech je to Py a N3 3. V P spolo¢nych zndmych nemaju, lebo P, nepozna nikoho
z P. V. N poznd P, Tudi Ni1s ,Ni3, N1, Nis a Nag poznd Ny 4, Ni5,Nas, teda spoloénych zndmych maja
Ni,4, N1 5, €o st presne dvaja.

Ukézali sme, Ze takdto skupina Sestnastich vedicich vyhovuje podmienkam zo zadania, ¢ize Sestnast je aj minimalny
pocet vedicich, ktori mézu byt v SLOKHpoS.

Uloha &.12: Prirodzené ¢islo nazvime huriaté, ak Ziadne prvoéislo v jeho rozklade nema exponent rovny jedna.
Dokézte, ze existuje nekonecne vela dvojic po sebe idicich prirodzenych ¢isel, ktoré st obe huriaté. (Napriklad
(8,9) je taka dvojica.)

Komentar: S riesenim tohoto prikladu ste zjavne nemali ziadny problém, preto len v skratke spomenieme dve z nich.

RieSenie: (opravoval Ondrac)
Ak (a,a+ 1) je dvojica po sebe idticich hunatych ¢isel, tak (4a? + 4a,4a? + 4a + 1) je tiez dvojica po sebe idtcich

.....

Tubovolne vela dvojic po sebe idicich hutiatych ¢&isel.

Iné riesenie:

Uvazujme Diofantovskil rovnicu 22 — 8y? = 1. Z tedrie o Pellovych rovniciach vieme, Ze m4 nekonecne vela rieseni
v prirodzenych &slach. Pre kazdé takéto riesenie (x,y) tvori dvojica (832, 22) par po sebe idtcich hutatych ¢isel.

Uloha ¢&.13: V rovine je nakresleny konvexny mnohouholnik P aj so vSetkymi jeho uhloprie¢kami, ktoré ho delia
na mensie konvexné mnohouholniky. Vieme, ze dlzky vSetkych stran aj uhloprie¢cok mnohouholnika P st racionalne
¢isla. Ukazte, ze aj vsetky strany mensSich konvexnych mnohouholnikov maji racionalne dlzky.

RieSenie: (opravoval Foto)
Foto nedodal vzorak na ¢as a preto ...vadm ho mozZno dodé s dalsou sériou.

Uloha é&.14: Nech S = {1,2,...,100}. N4jdite pocet bijektivnych funkcii f : S — S takych, ze pre vietky n € S
plati
f(n) = f(g(n))f(h(n)),

kde g(n),h(n) st (jednoznac¢ne uréené) prirodzené ¢isla spliiajiice g(n) < h(n), g(n)h(n) = n a h(n) — g(n) je
najmensie mozné.

Komentar: K vyrieSeniu tohoto prikladu sta¢i par myslienok, horsie je to so spisanim korektného postupu. V tomto
vzorovom rieSeni si ukazeme, ako sa to d4 napisat naozaj precizne. Pre kratkost a zrozumitelnost dokazy niektorych
rutinnych krokov vynechdme. Aj ked je tento vzorak dlhy a plny ,,chrobakov¥, nelakajte sa, nehryzie.

Riegenie: (opravoval Ondrag)
VyrieSime v8eobecnejsiu tlohu. Zvolme si lubovolné prirodzené ¢islo N a zmenime mnoZinu S v zadani na S =
{1,2,3,...,N}. Najprv si uvedomme, 7e funkcia f : S — S splita podmienku zo zadania prave vtedy, ked je
bijektivna a tplne multiplikativna.* Uplnu multiplikativitu funckie f mozeme zo zadania dokazat napr. (konecnou)
indukciou. Ak n € S an = p]'p5?---p? je kanonicky rozklad ¢isla n na prvodisla, tak vdaka tplnej multiplikativite
funkcie f méme

FPEps® - i) = f(p1)™ fp2)™ - flps)™ . (2)
Z vipoctu f(1) = f(1-1) = f(1)f(1) = f(1)? vyplyva f(1) = 1. Ozna¢me P mnoZinu prvoéisel, ktoré nie st vicsie
nez N. UkéZeme, Ze f musi zobrazif mnozinu P na seba. Ak by neplatilo f(P) = P, tak by existovalo p € P také,
Ze pre Ziadne z prvocisel ¢ € P neplati f(q) = p. Potom za pomoci (2) lahko ukazete, Ze nemodze existovat také
s €S, ze f(s) = p. Za predpokladu f(P) # P sme dokézali, Ze f nemé v obore hodndt p € S a teda nie je bijekcia.
Preto musi platit f(P) = P.

Ukézeme eSte nieco viac. Pre k € S ozna¢me

wefrer|[3] 1)

P={]J M,

kes

Zrejme

je disjunktny rozklad mnoZiny P, pricom niektoré mnoziny M) mdzu byt aj prazdne. Dalsiu myslienku zhrnieme
do Lemy 1.

4Funkciu f : S — S budeme nazjvat tplne multiplikativnou, ak f(mn) = f(m)f(n) pre kazdé m,n € S také, ze mn € S.
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Lema 1. Ak k1l € S, k <, p € My, ¢ € M, tak nemdze platit f(q) = p.
Dokaz. Ak za danych predpokladov plati f(q) = p, potom vieme, Ze mnozina

{Q72Q73Qa,lq}cs

sa pouzitim f zobrazi na
{FWp, f2)p, fB3)p, -, fF(Dp} C 5. (4)

V mnozine (4) musi vdaka bijektivnosti f existovat prvok, ktory je aspoinl Ip. Kedze vSak I > k a p € My, z (3)
dostavame Ip > N, ¢o je spor.

Zo vztahu f(P) = P a Lemy 1 dostaneme, Ze pre kazdé k € S plati mnoZinova inklizia
N
Fy) < | M,
i=k

z ¢oho jednoduchou tvahou® zistime, ze musi platit f(My) = My pre kazdé k € S. Dokazali sme, Ze f musi
permutovat prvocisla v rdmci mnozin M.

Uk4Zeme, Ze ak mame dant permutdciu® o : P — P taku, ze o(My) = My pre kazdé k € S, potom existuje jedina
uplne multiplikativna bijekcia f, : S — S také, ze f,(p) = o(p) pre vSetky p € P. Ak sa ndm to podari, potom
zrejme pocet hladanych bijekcii je rovny poc¢tu permutacii s danou vlastnostou, ¢o je presne

N

[T 18 (5)

k=1

Nech o : P — P je Iubovolnd, pevne zvolend permutécia, pre ktora plati o(My) = My, pre kazdé k € S. Jeden zo
zdkladnych poznatkov o permutéciach (ak ste sa s nim eSte nestretli, skiiste si ho dokdzaf) je, ze kazdd permutéciu
vieme vyjadrit ako zloZenie velmi jednoduchych permutécii, tzv. transpozicii. Transpozicia je permutéacia, ktora
Lymiena® dva prvky a vSetky ostatné fixuje. Presnejsie, ak k € S, p,q € My, p # q, tak transpoziciou nazveme
permutéciu op,q : P — P definovant

s, s&A{p,q},
UPQ(S) = Db, s =4q,
q, S=Dp.

Teraz si uz len uvedomime, Ze na poskladanie 0 pomocou transpozicii, si vystacime s transpoziciami, ktoré ,vymie-
naja* dva prvky, ktoré patria rovnakej mnozine My. TakZe pre nase o musi existovat koneénd postupnost (p1,¢q1),
(p2,G2), --., (pj,q;) takd, ze pre kazdé i € N, 1 < ¢ < j existuje | € S také, Ze p;,q; € M;, p; # ¢; a navySe pre
kazdé p € P plati

O'(p) = 0Op,q; (Upj—lqg'q ( o (Upun (p)) T ))

Ku zvolenej permutécii o skonstruujeme hladant funkciu f, : S — S. Ak by o bola transpozicia, asi by to nebolo
az také zlozité, ze? Funkcia f by ,vymienala® dve prvodisla v prvoéiselnom rozklade a sndd by to bola aj tplne
multiplikativna bijekcia. Pre lubovolné o by sme mohli dostat f, poskladanim takychto funkcii (podobne ako ndm
to funguje s permutaciami). Spravime to formalne. Nech k € S, p,q € My, p # ¢. Funkciu f,q : S — N definujeme
pre n € S predpisom

fpg(n) = qu(pchr(lll767202 cerg) = pcqbr(fl’"gg LG (6)
kde n = pchr‘l“rg? ---1?s je kanonicky rozklad ¢isla n na prvocisla. Funkcia fp,, ,vymeni“ prvocisla p, ¢ v prvo-
C¢iselnom rozklade. Sami si Tahko ukazZete, ze funkcia fp, je Uplne multiplikativna a injektivna. Ukazeme, Ze obor

hodnot je podmnozina S, z ¢oho bude plynut aj bijektivnost f. Nech m € S, b € N. Potom vdaka p,q € My, a (3)

dostaneme

1 2

P’dmesS < pl¢"I'me S & P’ *meS & - o pP’Pmes.
Z toho vieme, Ze funkcia f,q zobrazuje z mnoziny S do mnoziny S a teda f,, : S — S je bijekcia.

Teraz staci definovat f, ako zloZenie tychto funkcii, presnejsie

fO’(S) = fijj (fpjfl(ijl(. o (fplth (S)) e ))7

pre kazdé s € S. Kedze skladanim Gplne multiplikativnych a bijektivnych funkcii ziskame tplne multiplikativnu
bijekciu (overte si), staci si uz len rozmysliet, ze f,(p) = o(p) pre kazdé p € P.
Dokézali sme, Ze vysledok je dany vztahom (5), takZe odpoved pre N = 100 uz lahko doratate. Pre tplnost, je to
2121 41-10! = 348364800.

5Napriklad koneénou indukciou pre k rovné postupne N,N —1, N —2,...,1.

6Pre nase tcely moézeme permutéciu chapaf ako bijektivnu funkciu z nejakej (koneénej) mnoziny do tej istej mnoziny. Aj f by sme
mohli volat permutéacia, ale aby sa nam to neplietlo, volajme f nadalej funkcia.
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kategéria BETA

Vysledkova listina

Por. | Meno Ro¢ Skola ko | kg 67891011 s | >
1. Bachraty Martin 4. GVO ZA 12 1 9 919191919 45 | 45
1. Galovic¢ova Soria 2. GVO ZA 6 1 919191919 45 | 45
1. Hagara Michal 4. GJH BA 111 9 919191919 45 | 45
1. Hornak Marian 2. GPar NR 5 2 91919191919 45 | 45
1. Chlebikova Andrea 3. Brighton UK 7 3 919191919 45 | 45
1. Kossaczky Pavol 4. Gamca BA 7 2 919191919 45 | 45
1. Kukan Marek 4. Gamca BA 8 4 919191919 45 | 45
1. Phuong Mariana 3. GJH BA 7 2 919191919 45 | 45
1. Té6th Rébert 4. GAlej KE 6 1 919191919 45 | 45
1. Vodicka Martin 1. GAlej KE 3 1 91919191199 45 | 45
11. | Balog Matej 3. Gamca BA 6 1 919181919 44 | 44
11. | Dupej Peter 2. GJAR PO 4 0 919 918 44 | 44
11. | Santer Jakub 3. GMH Trstena | 7 2 919 919 44 | 44
14. | Kova¢ Ondrej 3. GCM NR 8 3 9 71919 43 | 43
14. | Safin Jakub 1. GPH MI 2 0 719 9191 43 | 43
16. Csiba Dominik 3. SPMNDG BA 8 3 91919/19]|6 42 | 42
16. Fickova Klara 2. GPos KE 3 0 71916981 42 | 42
16. | Le Tuan Anh 3. Gamca BA 9 3 819169199 42 | 42
16. | Pellerova Daniela 1. Gamca BA 3 0 7191819 42 | 42
20. | Hlavatd Martina 3. Gamca BA 8 2 81916199 41 | 41
20. | Klembarova Barbora 2. GKuk PP 5 1 6198199 41 | 41
20. | Kone¢ny Jakub 4. Gamca BA 12 | 8 51919199 41 | 41
20. | Machac Juraj 3. GJH BA 5 0 919|915 41 | 41
24. Floridnova Michaela 4. GJH BA 8 0 919(5(9 |4 40 | 40
24. | Kozék Andrej 3. Gamca BA 9 3 91919194 40 | 40
26. Komanova Kristina 1. GAS BB 2 0 8131996 39 | 39
26. Kosec Peter 2. GLS TN 5 1 8191919 |4 39 | 39
26. Sormanova Maria 3. SPMNDG BA | 6 1 71917197 39 | 39
29. | Zidek Augustin 2. Frydlant CR 5 1 917191914 38 | 38
30. | Anderle Michal 3. GBST LC 5 0 916|914 37 | 37
30. | Kopf Michal 2. Opava CR 5 1 91919191 37 | 37
30. | Szabados Viktor 3. Gamca BA 9 3 9181992 37 | 37
30. | Téth Michal 2. GJH BA 5 1 719181914 37| 37
34. | Barancok Peter 3. Gamca BA 4 0 91715 6 36 | 36
34. Baxova Zuzana 2. GLS TN 5 1 919 919 36 | 36
34. | Belanova Michaela 2. SPMNDG BA | 5 1 91919 9 36 | 36
34. | Bogar Jan 4. GLS TN 10 | 3 9(8[9]9 |1 36 | 36
34. | Gurican Pavol 3. GJH BA 8 3 9191919 36 | 36
34. | Jasencakova Katarina 2. GVO ZA 6 1 519199 |4 36 | 36
34. | Karaskova Natélia 3. GJH BA 10| 8 9191919 36 | 36
34. | Koprda Pavol 2. GAM TT 5 1 971419 |7 36 | 36
34. | Midlik Adam 4. GJAR PO 9 4 9191919 36 | 36
34. | Vecerik Matej 3. SPMNDG BA | 8 3 9191919 36 | 36
34. | Vl¢ek Andrej 2. EvSS LM 5 1 919 919 36 | 36
45. | Kossaczkd Marta 1. Gamca BA 3 1 918 9 34 | 34
45. | Marecakova Barbora 2. GKuk PP 5 1 9|6 9|2 34 | 34
45. | Sabatovi¢ova Linda 3. GJH BA 7 1 719 919 34 | 34
48. | Farsang Stefan 3. SJG KN 6 2 919|916 33 | 33
48. | Hamas Matej 3. Gamca BA 4 0 9161|9 33 | 33
48. | Langer Tom4&s 2. GJH BA 5 1 519191911 33| 33
51. | Fagulova Kristina 2. GPos KE 6 1 916|592 31| 31
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Por. | Meno Roé& Skola ko, [ ks[5 [6[7][8]9]10[11 s [ >
52. | Hozza Jan 3. GJI BA 7 ] 5 919912 30 | 30 |
53. | Halajova Barbora 2. GVO ZA 6 1 519|843 29 | 29
53. Vlachynska Petra 2. GBil BA 4 01918 913 29 | 29
55. | Styrakova Kamila 4. GPOH DK 10 | 3 914|196 28 | 28
55. | Svancara Patrik 2. GLS TN 4 0 [ 8|96 5 28 | 28
57. | Kopcova Monika 3. Gamca BA 4 019199 27 | 27
57. | Peitl Tom4s 4. SPMNDG BA | 10 | 4 9 919 27 | 27
59. | Danildkova Monika 2. GJAR PO 4 019 8 9 0 26 | 26
60. | Masar Juraj 3. GJH BA 6 1 7 919 25 | 25
60. | Rabatin Branislav 1. GJH BA 2 0 19(3|6]|6 1 25 | 25
60. | Rigdova Emilia 4. GKuk PP 7 1 719 9 25 | 25
60. | Santrova Adriana 2. GMH Trstena | 4 0]19|8|6]2 25 | 25
64. Kubincova Petra 3. SPMNDG BA | 7 1 916 9 24 | 24
65. | Dunikova Katarina 4. GVO ZA 6 019 6 315]0 23 | 23
66. Szabé Tomas 2. GAV LV 3 019 9 3 0 21 | 21
67. Kmetovi Katarina 2. GKuk PP 5 1 619 4 19 | 19
68. | Sladek Filip 4. GAB NO 8 8 919 18 | 18
69. | Gonda Tomas 1. Gamda BA 2 0195 3 17 | 17
69. | Mészarosova Lucia 3. GGol NR 4 011419 0|4 0 17 | 17
69. | Simkova Méria 4. GJF Sala 4 09|62 17 | 17
72. | Jakubik Jan 3. SPSE PN 6 019 2 11 | 11
73. | Neradny Matej 2. GJGT BB 3 019 1 10 | 10
74. | Majdis Mojmir 4. GPOH DK 7 1 9 919
75. | Plocekova Andrea 3. GPdC PN 4 0|2 2 4 4
76. | Lami Vincent 4. SJG KN 6 3 8 3 31 3
77. | KubiSova Barbora 2. GJGT BB 3 0 1 1 1
78. | MeloSova Veronika 1. GJCh BR 2 0 0 0 0

Vysledkové listina
kategéria ALFA, Bratislava
Por. | Meno Roé Skola k., 2/3(4|5|6]|7 >
1. Matejovicova Tatiana 1. Gamca BA 2 916|19(9(8]9 44
2. Kavicky Dusan 1. GJH BA 1 919181913 43
2. Winczerova Barbora 1. SPMNDG BA | 2 918191987 43
4. Strakdcova Jana 1. Gamca BA 2 916[(3[9|8]9 41
5. Hledik Michal 1. GJH BA 2 916|7191]09 40
6. Bock Michal 1. Gamca BA 3 616|999 39
6. Kurdelova AlZzbeta 1. GLN BA 1 19[9[6|6]9]5 39
6. Zitnansky Tomas 1. GJH BA 1 9171629 |8]2 39
9. Pellerova Daniela 1. Gamca BA 3 616|979 37
9. Smolik Michal 1. Gamca BA 3 61419199 37
11. | Rabatin Branislav 1. GJH BA 2 10|96 |6|9(3|6 36
11. Smolik Martin 1. Gamca BA 3 614(19|8]9 36
11. | Steis Lukas 1. | SPMNDG BA | 2 7171719 6 36
14. Gonda Tomés 1. Gamca BA 2 916 (6|95 35
15. | Hraska Peter 1. Gamca BA 2 416|8|9]|5 32
16. | Petrucha Jaroslav 1. GMet BA 2 9161|719 31
17. Kormanik Jan Michael 1. SPMNDG BA | 2 7171616 4 30
17. | Palenik Jakub 1. SPMNDG BA | 2 9166|435 30
19. | Smolik Milan 1. Gamca BA 3 614|882 28
20. Jamrichova Lucia 1. SPMNDG BA | 2 916 7 22
21. Krajcovic Matej 1. GJH BA 2 9162 1|1 19
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Por. | Meno Ro¢ Skola k, 2[/3[4][5]6]7 3
22. | Hadvab Peter 1. GCSL BA | 1 8 4]0 18 |
22. | Krajcovi¢ Michal 1. GJH BA 2 T7 4 18
24. | Kossaczka Marta 1. Gamca BA 3 9|8 17
25. | Stofova Gabriela 1. SPMNDG BA | 1 416 10
26. Holikova Zuzana 1. GCSL BA 2 021 0 3

kategoria ALFA, zapad
Por. | Meno Roé Skola k,, 2|/3|4|5|6 |7 >
1. Glon¢ak Vladan 1. GLS TN 1 9191819 4 44
2. Cibulka Samuel 1. GAV LV 2 816|619 6 35
2. Kuatny Milos 1. GPar NR 1 9162407 35
4. Ockay Stefan 1. GPar NR 1 916 |12]6|]0]5 32
5. Sitkey Matus 3. GGolNR | 3 914191810 30
6. Tunova Anna 1. GPar NR 2 916144 6 29
7. Kovacova Milada 1. GCM NR | 2 918|317 27
8. Puéek Samuel 1. GLS TN 1 5171114 26
9. Horvath Matus 1. GPar NR 1 91512141013 25
10. | Szabé Toméas 2. GAV LV 3 9 9 18
11. | Istvan Mario 1. GKom PE | 1 6|1 16
kategoria ALFA, stred
Por. | Meno Roé Skola k, 2[3[4[5]6]7 3

1. Macko Vladimir 1. GLS ZV 2 9191691919 45
2. Benesova Katarina 1. GAS BB 2 9171611919 40
3. Komanové Kristina 1. GAS BB 2 9191|617 8 39
4. Nociarové Jela 1. GBST LC 2 916 91615 35
5. Santer Martin 1. GMH Trstend | 2 916 919 33
6. Hraskova Veronika 1. GBST LC 1 91624 30
6. Subjak Jan 1. GPOH DK 2 9191018 4 30
8. Surovcik Juraj 1. GPOH DK 2 91710109 4 29
9. Bahyl Jakub 1. GVar ZA 1 8 21515 20

10. | Neradny Matej 2. GJGT BB 3 9 9

11. MelogSova Veronika 1. GJCh BR 2 311 4

12. | KubiSov4 Barbora 2. GJGT BB 3 0

kategéria ALFA, vychod

Por. | Meno Ro¢ Skola ko, 2|3(4|5|6 |7 >
1. Vodicka Martin 1. GAlej KE | 3 919191919 45
2. Fickova Klara 2. GPos KE 3 91919719 43
2. Hanzely Filip 1. GAP SB 2 919|719 9 43
2. Safin Jakub 1. GPH MI 2 9161919719 43
5. SemaniSinova Denisa 1. GAlej KE | 3 818|987 40
6. Hlavacik Matas 1. GAlej KE | 3 91819 9 35
7. Kolvekovéa Veronika 1. GPos KE 2 66|95 26
8. Pistrakova Alexandra 1. GPos KE 2 60|96 21
9. Tokéarovéa Natélia 1. GJAR PO | 2 01712512 16
10. | Motesicky Jan 2. GDax VT | 2 0|6|0|5]1]0 12
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kategéria GAMA

Vysledkova listina

Por. | Meno Ro¢ Skola 10[11]12[13] 14 3
1. Hagara Michal 4. GJH BA 9 9 7 5 7 90
2. Horndk Maridn 2. GPar NR 9 9 7 7 7 68
3. Kukan Marek 4. Gamca BA 9 9 7 7 7 90
4. Santer Jakub 3. GMH Trstend | 9 7 7 53
5. Sladek Filip 4. GAB NO 9 9 7 7 7 150
6. Safin Jakub 1. GPH MI 9 1 1 17

Projekt ¢. LPP-0103-09 je rieSeny s finan¢nou podporou Agentiry na podporu vyskumu a vyvoja.



