Vzorové riesenia 2. série letnej dasti KMS 2009/2010

Uloha ¢&.1: Do gule s objemom 1 m?® vpiseme kocku. Do tejto kocky zase vpiseme gulu. Vypocitajte objem tejto
mensej gule.

RieSenie: (opravoval Igor)

Nazvime si stranu vpisanej kocky a. Prva vec ktort si uvedomime, je ze polomer gule ktora je do tejto kocky vpisana
mé dlzku r = a/2, ¢o je polovica dlzky strany kocky. Aky je polomer gule ktora je tejto kocke opisana? Jej priemer
je telesovd uhlopriecka kocky (maximalna vzdialenost dvoch vrcholov kocky). Velkost telesovej uhlopriecky (u)
mozeme vypoéitat z Pytagorovej vety u? = a® + €2, kde a je strana kocky a e je uhlopriecka steny kocky. Podobne
plati, Ze e? = a2 +a?. Potom dosadenim dostavame u? = 3-a? a odtial kone¢ne vzorec na vypocet velkosti telesovej
uhlopriecky a teda aj priemeru opisanej gule v = v/3 - a2 = v/3-a. Polomer opisanej gule R je potom R = (\/g-a)/2.
a )3 .

Vzorec na vypocet objemu gule je %7T7"3. Po dosadeni § za polomer dostdvame objem vpisanej gule V = %w(§

Podobne po dosadeni /3 % za polomer dostdvame objem opisanej gule W = 37(v/3-%)3 = 47(%)3-(v/3)3. Vidime
teda, ze plati W =V - (\/5)3 Potom plati V = % Objem opisanej gule W ale pozndme, je to 1 m>. Objem
vpisanej gule bude teda

1 3
3 \/> m3.
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Uloha é&. 2: Nad odvesnami pravouhlého trojuholnika ABC' s pravym uhlom pri vrchole C st zvonku zostrojené
stvorce ACPQ a BCRS. Nech Q' a S’ st piéty kolmic z bodov Q a S na priamku AB. Dokézte, ze |S'B| = |AQ’|.

Riesenie: (opravoval Janko)

Zakladom kazdej geometrickej tilohy je pekny, pre-
hladny obrézok. Podme si nejaky taky nakreslit.
Oznaéme si uhly a strany v trojuholniku ABC.
Pri vrchole A bude uhol « a oproti nemu odvesna Q) /y AN A
a, pri vrchole B bude uhol 8 a oproti nemu od- b N
vesna b a preponu nazvime c. Teraz si doplnime
niektoré dalsie uhly. Uhol SBS’ je tiez a, pre-
toZze sticet vyznacenych uhlov pri bode B m4 byt
180° a vieme Ze « a 8 dévaju dokopy 90° (vdaka
tomu, Ze trojuholnik ABC je pravouhly). Podob- R o\ B
nym sposobom vieme ukézat, ze uhol QAQ’ ma I ¢ a N Q@
velkost 3. Potom trojuholniky SS'B, BCAa AQ'Q I
st podobné, podla vety uu (maji dva a teda aj v
v8etky tri uhly zhodné). V podobnych trojuholni-
koch plati, Ze pomery zodpovedajtcich si stran st a
rovnaké. Takze v naSom pripade |S'B|:a=1b:c¢
vdaka podobnosti trojuholnika ABC' s trojuhol-
nikom BSS’ a |AQ'| : b = a : ¢ vdaka podob- 3
nosti trojuholnika QAQ’ s trojuholnikom ABC.
Po vyjadreni si |S'B| a |AQ’| dostaneme vztah R S
|S’B| = ab/c = |AQ'|, o sme chceli dokézat.
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Uloha é&.3: Majme dve rovnobezné tisecky AB a CD, ktoré nelezia na jednej priamke. K dispozicii mame iba
ceruzku a pravitko bez rysky a bez mierky. Najdite pomocou tychto dvoch nastrojov stred usecky AB a stred
usecky CD, ak

a) |AB| # |CD],
b) |AB| = |CD].

RieSenie: (opravovala Stanka)

Vela z vés pri tomto priklade spominalo rovnolahlost. Co S
to teda ta rovnolahlost je a kde v priklade ju ndjdeme? Ho-
vorime, Ze dva geometrické utvary ("vzor” a ”obraz”’) st
rovnolahlé s koeficientom rovnolahlosti k a stredom S ak st
podobné, a ak vzdialenost od S k nejakému bodu obrazu je
k-krat vzdialenost k zodpovedajicemu bodu vzoru. Kazdé

dve rozne dlhé rovnobezné tGsecky maja dva stredy rovno- E \ F
lahlosti, na nasSom obrazku sme ich oznacili O a S. Ked sa O

spojime tieto dva body a nakreslime priamku OS, vyzera
to tak, Ze priamka idtca cez ne, by mohla delif dané tsecky
na polovicu (pozri obrazok). Skisme to teda dokazat.

a) Najskor si urobme néaértok zadania. Treba si uvedomit,
ze zélezi aj na poradi vrcholov C' a D. Daju sa sice pre- A L B
znacit, ale je dobré spomenif, Ze ste si uvedomili, Ze by to mohlo zmenit situdciu. TakZe sa dohodnime, ze C' a A
budi ,vlavo* a D a B budia ,,vpravo“. Spojme teraz body A s D, a B s C. Tam kde sa ndm tieto priamky pretni
dostaneme bod O. A podobne, ked pretneme priamku idiicu cez A a C, a priamku idtcu cez B a D, tak dostaneme
bod S.

Este je dobré zamysliet sa, ¢ sa tieto priamky naozaj pretni. Intuitivne to je jasné, a ked ste to spomenuli, tak
som body nestrhévala, ale pre kompletnost by sa patrilo to ukézat. Nefungovalo by to, len ak by boli niektoré zo
spominanych priamok rovnobezky. Ale to moéZzu byt len ak by bolo |[AB| = |CD|. Takze to si na nés brusi zuby az
v Casti b).

Uz mozeme dokazovat, Ze priamka iduca cez O a S deli zadané isecky na polovice. Za¢neme tym, Ze si v obrazku
oznacime vSetko pismenkami a eSte aj nieco dokreslime. Ozna¢me L, K zaradom priesecniky AB s OS a CD s OS.
Nakreslime si rovnobezku s AB cez bod O a nazvime ju E'F, kde bod E bude lezi na AC a bod F na BD. Chceme
ukéazat, ze |AL| = |LB|. Keby sme ukazali, ze |EO| = |OF]|, tak by sme boli uz v suchu, pretoze trojuholnik ALS
je podobny trojuholniku FOS s rovnakym koeficientom podobnosti ako je trojuholnik LBS podobny trojuholniku
OFS. Takze AL : EO=LB : OF. TakZe ak bude |EO| = |OF]|, tak bude aj |AL| = |LB|. Podobne z |EO| = |OF|
dostaneme aj [CM| = |CD|. Poslednym krokom teda bude ukézat, ze |EO| = |OF|.

Vieme, ze ABDC je lichobeznik. Vdaka tomu maju trojuholniky ABC a ABD rovnaky obsah (spolo¢nd zakladiia
a rovnakad vyska). Potom ale maji rovnaky obsah aj trojuholniky AOC a BOD (ich obsahy dostaneme, ked od
predoslych trojuholnikov odoberieme obsah trojuholnika ABO). Sktsme si teraz tieto obsahy vyjadrit pomocou
dlzok EO a OF. Usetka EO deli trojuholnik AOC na dva mensie trojuholniky AOE a EOC. Ich obsahy viem
vyjadrif ako dlzku strany EO krat vyska na fiu deleno dva. No a kedze je EO rovnobezna so zékladiiami ABDC,
tak tieto vysky budid na 1iu aj na zékladne kolmé. A stcet tychto dvoch vysok bude celkova vyska trojuholnika
(ozna¢me ju v). TakZe obsah trojuholnika AOC je (JEO| - v)/2. Tak isto ukdZzeme, Ze obsah trojuholnika BOD
je (JOF| -v)/2. A kedze sme si ukdzali, Ze obsahy tychto trojuholnikov st rovnaké, tak ndm z toho vyplyva, ze
|EO| = |OF|. Co sme potrebovali ukazat.

b) Tu si stacilo uvedomit, Ze mozeme zopakovat postup z ¢asti a), akurat ho treba trosku upravit. Na priamke AB
zoberieme namiesto bodu A bod X rozny od A aj od B. Potom pre CD a AX rieSime tlohu a). Takto ndjdeme
stred CD (a AX, ale ten néas nezaujima). No a stred AB zase najdeme, ked napr. bod C' nahradim bodom Y
leziacim na C'D a réznym od C aj D a prevedenim na tlohu a).

Komentar: Viaceri z vés pisali rieSenia bez dostato¢ného zdévodnenia. Dalsi problém bol so zapisovanim matema-

.....

a pouzitenejsi symbolicky zapis. Tak, pekny priklad, nie?



KMS 2009,/2010 2. séria letnej Casti 3

Uloha é&.4: V trojuholniku ABC' sa os uhla pri vrchole A, os strany AB a vyska z bodu B sa pretinajii v jednom
bode. Dokazte, Ze aj os uhla pri vrchole A, os strany AC a vyska z bodu C sa pretinaju v jednom bode.

RieSenie: (opravovala Katka J.)
Na zaciatok sa pozrime na to, ¢o vieme zistit o zadanom trojuholniku. To ndm neskor pomoze vyriesit tlohu
a dokézat tvrdenie zo zadania.

Po niekolkych viac-menej tspesnych pokusoch by sa nidm mohlo podarit na-
kreslit si nacrt, ktory zaroven obsahuje tidaje zo zadania, ale stale je ¢o najv-
Seobecnejsi (obr. 1). Ozna¢me si Syp stred strany AB a V; pétu vysky z bodu
B. Priese¢nik osi uhla BAC, osi strany AB a vysky z bodu B si ozna¢me X.
Vsimnime si, Ze trojuholniky AS,5X a BSapX st zhodné podla vety sus (pre-
myslite si). Zhodné st aj trojuholniky AS,pX a AV, X, tento krat podla vety
usu (opif si to mozete premysliet).

Teraz uz vieme nie¢o o nasom trojuholniku ABC. Podme sa pozrief na to, ¢o
chceme dokézat. Dokreslime si do obrézka vysku z bodu C s pitou V.. Stred
strany AC ozna¢me S a urobme nafn kolmicu — os strany AC. Priese¢nik
vysky z bodu C a osi uhla BAC nazvime Y (obr.2). Chceme dokézat, Ze bod
Y patri osi strany AC. Kedy plati, Ze os strany trojuholnika prechadza pro-
tilahlym vrcholom? Predsa iba vtedy, ked je trojuholnik rovnoramenny (alebo
rovnostranny, ¢o je iba $pecidlny pripad rovnoramenného). Potom staci doké-
zat, Ze trojuholnik AY'C je rovnoramenny, teda plati |[AY| = |Y'C|. To by sa
nam mohlo podarit, ak dokdzeme, ze |[JY AC| = |<Y CA].

Ak velkost uhla Y AC oznacdime «, potom uhol BAC m4 velkost 2a. V troju-
holniku A BV}, uz pozname v8etky uhly. Konkrétne | BAV,| = 2«, |[<ABV,| =
a (lebo ASspX a BSapX st zhodné) a |[SBV,A| = 90°. Z toho vidno, ze
a = 30°, takze aj |[qY AC| = 30°. Teraz uz vieme vyratat aj velkost uhla
Y CA, pretoze v trojuholniku C'V, A je velkost uhla C AV, 2«, teda 60° a uhol
CVA je pravy, preto [{V.CA| = Y CA| = 30°.

Dokézali sme, %e uhly YAC a YCA st rovnako velké, trojuholnik AYC je
preto rovnoramenny (|Y A| = |YC|). Ak teda zo stredu tsecky AC' zostrojim
os strany, bude sa zaroven jednat o vysku v trojuholniku AY C. Této vyska
prechadza protilahlym vrcholom k strane AC, teda bodom Y, ¢o bolo treba
dokézat.

Aby bolo riesenie tplné, treba spomenut, Ze aj v pripade, Ze je trojuholnik
ABC tupouhly (bod C je na tisecke AV;), dé sa pouzit rovnaky dokaz.
Komentéar: : Vela z Vas si namiesto ¢o najvSeobecnejsieho trojuholnika na-
kreslilo trojuholnik rovnostranny, ktory sice spliia podmienky zo zadania, ale
jedna sa iba o rieSenie konkrétneho pripadu zadanej tlohy. Rovnako netplné je aj riesenie ulohy, v ktorom tvrdite,
ze tvrdenie plati, pretoze ste si ho viackrat narysovali a ,vysSlo Vam to“. To je dobré na overenie, ¢i je zadanie
vobec konstruovatelné, ale dokaz eSte samozrejme treba urobit.

Uloha é&.5: Dané sti kruznice ky a ko. Body O a P st v tomto poradi stredy kruznic ky a ko. Dotycnice z bodu
O ku kruznici ko pretinaju kruznicu ki v bodoch A a B tak, ze body O a P st v réznych polrovinach urcenych
priamkou AB. Podobne dotyc¢nice z bodu P ku kruznici ki pretinaji kruznicu ko v bodoch C a D tak, ze body O
a P lezia v réznych polrovinach urc¢enych priamkou CD. Dokazte, ze |AB| = |CD|.

Riesenie: (opravovala Hanka a Kubo)

Najprv si nakreslime velky obrazok a oznac¢ime
v tiom niekolko dalsich bodov. Priese¢niky tseciek
AB a CD s priamkou OP ozna¢ime X a Y. Doty¢-
nice z bodu O sa kruznice k2 dotykaji v bodoch A’
a B’, dotyénice z bodu P sa kruZnice k; dotykaju
v bodoch C’ a D’, ako na obrazku. Toto oznade-
nie a pomenovanie bodov netreba vynechat. Ob-
razok ndm poméaha veci pekne vidief a uvedomit
si suvislosti, ale riesenie prikladu sa nesmie nan
spoliehat, lebo niektoré vlastnosti z neho zdanlivo D'
zrejmé mozu na nom platit len preto, ze zachytava

nejaky Specialny pripad. Preto treba vsetky objekty na obrazku opisat a ich pouZité vlastnosti dokézat.

Uzito¢né bude, ak si hned na zaciatku uvedomime, Ze celd situécia je vlastne symetrickd podla priamky OP. Preco
je to tak? Niektorym je to mozno hned jasné (ved sme tam predsa kreslili len kruznice so stredmi v O a P a potom

B/
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vzdy obe doty¢nice), ini mi to snad len tak nezhltni a skusia si to dokdzat:) V dalSom rieSeni sa zameriame na
“hornt” éast obrazku, v ”spodnej” sa bude diaf to isté, len symetricky.

Vdaka symetrii vieme, Ze plati |AB| = 2|AX| a |CD| = 2|CY|, a navySe priamky AB a C'D st kolmé na priamku
OP. Trojuholniky AXO a CY P st teda pravouhlé. Ked sa poriadne pozrieme na obrazok zbadame, Ze tam méme
este dalsie pravé uhly. Priamka PA’ je kolméd na OA’ (lebo O A’ je doty¢nica kruznice ks a teda je kolma na polomer
PA’ kruznice k2) a podobne PC’ je kolma na OC’. Preto aj trojuholniky PA’O a OC’P budt pravouhlé.
Pozrime sa blizsie na trojuholniky AXO a PA’O. Vieme, Ze st pravouhlé a navySe maju spoloény uhol AOX. Teda
st podobné a pre velkosti ich stran vieme napisat

|[AX| |PA| |[PA'||AO|
—_— = ted AX| = ———-
Aol ~por el 1AXT="5g
Podobnou tivahou dostaneme, Ze trojuholniky CY P a OC’P st podobné a plati
|CY| |OC] |OC’||CP|
—_— = ted CY|= —+—
cr " jop ' 1CY1="5p

Chceli by sme ukézat, ze AX a C'Y st rovnako velké. Ked sa na tie dve vyrazy na pravej strane poriadne pozrieme,
tak vidime, Ze menovatele sa rovnaji a v ¢itateli je vZdy saéin polomerov kruznic k; a ko (len st vzdy zamaskované
za iné tsecky). Tym sme ukazali, ze |AX| = |CY| z ¢oho vyplyva rovnost |AB| = |CD|.

Uloha é&. 6: Majme pravouhly trojuholnik, kde r je polomer vpisanej kruznice, R polomer opisanej, s je obvod a c
Jje dlzka prepony. Dokazte, ze plati

2_ -9
¢ R

Takisto zistite, pre ktoré pravouhlé trojuholniky nadobiida pomer r/R najvicsiu hodnotu a uréte tito hodnotu.

RieSenie: (opravoval Ajka, Bebe)

Ozna¢me vrcholy trojuholnika postupne ako A, B, C' (pravy uhol je B
pri C). Dalej ozna¢me dizky stran ako na obrazku. Najskor ukazeme,
7e plati rovnost s/c —r/R = 2. To spravime tak, 7e vyjadrime dizky s,
r, R pomocou dlzok a, b, ¢ a dosadime ich do nisho vzfahu.

Obvod s vyjadrime lahko ako s = a + b + ¢. Ani polomer opisanej
kruZnice R nebude fazké vyjadrif. Stac¢i si uvedomit, ze v pravouhlom
trojuholniku je opisans kruznica Télesova kruznica !, takZe prepona
trojuholnika je priemerom opisanej kruznice. Potom polomer opisanej
kruznice bude polovica prepony R = ¢/2. c’ b A
Nakoniec eSte potrebujeme vyjadrit . Tu ndm pomdZe obrazok. Dokreslime si osi uhlov a tam, kde sa pretni,
bude stred vpisanej kruznice S. Vieme, Ze kolm4 vzdialenost zo stredu S ku stranam trojuholnika je r. Osi uhlov
delia trojuholnik na tri mensie trojuholniky (ako na obrazku). Obsah kazdého z nich vieme vyjadrif pomocou dizky
strany velkého trojuholnika a vysky na nu, ¢o je r. Potom obsah celého trojuholnika ABC je stiéet obsahov tychto
troch mensich trojuholnikov. Okrem toho este vieme, Zze Sapc = ab/2, pretoze sme v pravouhlom trojuholniku.
Takto dostavame

ab cr ar br
< =Sapc =Sasp+Spsc +Scsa= 5 + 5 + 5

Odtialto vieme vyjadrit polomer vpisanej kruznice ako r = (ab)/(a + b + ¢). Ked uz mame vsetko vyjadrené, tak
to dosadime do pévodného vzorca a upravime

r _atbtec afbbJrc_a—i—b—f—c 2ab

c $ c cla+b+c)

S
c

=

dame oba zlomky na spolo¢ného menovatela a rozndsobime

(a+b+c)?—2ab  a® 40>+ ® +2ab+ 2bc+ 2ca — 2ab  a® + b + ¢ + 2bc + 2ca
 clat+bte) ca—+chb+c? B ca+chb+c?

teraz este vyuZijeme Pytagorovu vetu a a? + b? nahradime c?

A4+ A+ 2c+2ca 2(ca+ b+ c?)

= = 2.
ca+cb+ c? ca+cb+ c?

LAk ste sa este neudili o Talesovej kruznici, tu je iné vysvetlenie, pre¢o R = c¢/2. Stred opisanej kruznice lezi na prieseéniku osi stran.
Pozrime sa na osi stran odvesien. Ida zo stredu strany a si na tato stranu kolmé (nakreslite si ich). To ale znamen4, Ze st rovnobezné
s druhou odvesnou. TakZe tieto osi tvoria stredné priecky trojuholnika. Tie by mali prechddzat aj stredom tretej strany (prepony).
Takze stred opisanej kruznice je v strede prepony a preto je jej polomer R = ¢/2.
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Pri upravovani si treba daf pozor, ¢ robime len ekvivalentné tipravy. Ndm sa to podarilo (nikde sme nendsobili
nie¢im, ¢o by mohlo byt nula a podobne :-). TakZe prva ¢ast prikladu je dokdzana.

V druhej ¢asti chceme zistit, kedy je r/R najvécsie. Sktisme vyuzit prva ¢ast prikladu. Podla nej vieme, zZe

r_s_g_otbte , atbd_

1.
R ¢ c c

Hodnota r/R je najvidsia prave vtedy, ked je najviiésia hodnota (a + b)/c.
V dalsom kroku budeme potrebovat trosku intuicie alebo dostato¢ne vela nakreslenych obrézkov. Ak by sme si ich
nakreslili, zistili by sme, Ze hladany vyraz je najvicsi ak a = b. To samozrejme eSte neznamena, Ze to tak aj naozaj
je! Kreslenim obrazkov sme si iba vytvorili domnienku (%e maximum sa nadobtida ak a = b) a ti teraz dokazeme.
Pre tieto trojuholniky nadobtuda vyraz hodnotu

a+b  a+b a+a 2a 2 _ 3

c  VaZ+n? B Va2 +a2 V22 V2

Na to, aby sme dokézali nasu domnienku, potrebujeme ukazaf, Ze za predpokladu a # b plati (a + b)/c < /2.
Upravme tto nerovnost. Najskor sa zbavme odmocniny. Celti nerovnost méZzeme umocnit na druhi, pretoze plati
(a+b)/c > 0. Dostaneme

a? + 2ab + b2
—_— <

. 2.

c

.....

obe strany prendsobit)

a?4+2ab+ 12 < 24+ 207,
0 < a%—2ab+1?
0 < (a—0b)2
Vyslo nam, ze druhd mocnina nenulového ¢isla je kladné, ¢o je pravdivé tvrdenie. Kedze sme pouzili ekvivalentné
tipravy, tak musi byt pravdivé aj tvrdenie, z ktorého sme vychadzali. Ukéazali sme, ze (a+b)/c mdze byt najviac v/2

a zistili sme aj kedy nastava rovnost. Takze vyraz (a +b)/c a teda aj r/R mé najviicsiu hodnotu pre trojuholniky
v ktorych a = b, ¢o plati pre rovnoramenné trojuholniky. Napokon ttuto hodnotu vyjadrime

s a+b

+1-2=Vv2-1.

Uloha é&.7: Dany je trojuholnik, ktory nie je rovnostranny ani rovnoramenny. Uvazujme spojnice vrcholov troju-
holnika s vnutornymi bodmi prislusnych protilahlych stran. Koncové body kazdej z tychto spojnic rozdeluji obvod
trojuholnika na dve rovnako dlhé ¢asti. Musia byt nutne tieto tri spojnice rézne dlhé?

Riesenie: (opravoval JeFo)

Ukézeme, Ze spojnice spominané v zadani musia byt rozne dlhé. Podme C

dokazovaf sporom. Nech trojuholnik ABC nie je rovnoramenny (kazdy rov-

nostranny je aj rovnoramenny) a aspoil dve spojnice spominané v zadani B’

st prein rovnaké. Bez ujmy na vSeobecnosti nech st to AA" a BB’, teda A
|AA’| = |BB’| (vid obrézok). V§imnime si trojuholniky ABA’ a BAB’. Ukéa-
zeme, ze st zhodné. Zrejme plati, ze |AB| = |BA|. Vieme, Ze |AB|+ |BA'|
je polovicka obvodu trojuholnika ABC a taktiez aj |B’A| + |AB| je polo- A B
vicka. Potom musi platit |B’A| = |BA’|. Z predchddzajicich troch rovnosti

je teraz vidiet, Ze trojuholniky ABA’ a BAB’ st zhodné podla vety sss. Z toho vyplyva, ze |<B’AB| = |J<ABA'|,
¢ize trojuholnik ABC je rovnoramenny a to je spor (pretoZe sme predpokladali, Ze rovnoramenny nie je). Dokézali
sme, ze spominané spojnice musia byt v nerovnoramennom trojuholniku vSetky tri rozne dlhé.

Komentéar: Priklad vela z vas vyriesilo spravne, az na maly detail a to ten, Ze ste postupovali ako pri dokaze sporom
(presne ako v rieSeni), ale nikde ste nenapisali, Ze budete postupovat sporom. Ak dokazujete sporom, jasne napiSte
¢o predpokladate a kedy ste dostali sporné tvrdenie.

Uloha é&. 8: Uvazujme kruznicu k so stredom S. Nech AB je Iubovolna tetiva tejto kruznice. Oznac¢me C'D priemer
kruznice kolmy na AB a nech sa pretina s AB v bode M. Nech E je lubovolny bod vnititri kratsieho oblitka BC
kruznice k. Dalej P je priesecnik EM s kruznicou k a L je prieseénik ED s tetivou AB. Ozna¢me Q priese¢nik C'L
s kruznicou k. Dokéazte, ze usecky AP a B(Q) st rovnako dlhé.

RieSenie: (opravoval Edo, Beren)
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Na tomto priklade bolo najpodstatnejSie spravne si nacrtnit situdciu, najviac¢sim problémom bolo privela bodov,
Podstatnym pozorovanim pre vyriesenie prikladu bolo, Ze $tvoruholnik CM LE je tetivovy. Stvoruholniku CMLE
sa da opisaf kruznica, pretoze uhol |SCML| je pravy zo zadania (AB je kolmé na CD) a |[SCEL| = |[JCED| =
90°, pretoze C'D je priemer kruznice k (Talesova veta). TakZe stéet protilahljch uhlov Stvoruholnika CMLE je
|[SCML|+|<CEL| =90° + 90° = 180°.

NajtazSie mame za sebou, pretoZe teraz sa uz staci len pohrat s nejakymi obvodovymi uhlami a ukézat napri-
klad, ze |[SEML| = |JEPQ|. Plati |SEPQ| = |XECQ)|, pretoze st to obvodové uhly nad tetivou EQ. Da-
lej [SECQ| = |SECL| = |[SEML|, tentokrat vdaka tetivovosti Stvoruholnika CMLE. Z dokazanej rovnosti
(KEML| = |SEPQ)|) vyplyva, ze priamky AB a PQ si rovnobezné a teda Stvoruholnik APQB je lichobeznik,
ktorému sa da opisat kruznica. (Uvedomte si, Ze body L, @ su v rovnakej polrovine vzhladom na priamku EP.)
Lichobeznik, ktorému sa dé opisat kruznica uz nutne musi byt rovnoramenny (preverte si!) a preto maji ramena
AP a BQ rovnakt dlzku. Koniec.

Komentar: Okrem takéhoto rieSenia nam doslo eSte par inych, no vSetky boli zaloZené na tom, Ze Stvoruholnik
CMLE je tetivovy. Niektory z vas si napriklad vsimli, Zze v kruznici k£ st nad tetivami PD a @D rovnaké uhly
(KPED| = | DCQ|), preto |PD| = |QD|, kedze body P, Q aj D lezia na kruznici, tak ak si to poriadne premyslime,
z toho uz vyplyva, ze P a @ st osovo simerné podla priemeru kruznice prechddzajiceho bodom D, teda podla
priamky C'D. Kedze aj A je obrazom B v osovej simernosti podla priamky CD, tak vlastne celd tsecka AP je
obrazom B(Q v osovej simernosti podla priamky C'D. KedZze osové stimernost je zobrazenie, ktoré zachovava dlzky,
tak |AP| = |BQ)|.

Nakoniec by som vam eSte odporucil premysliet si, ¢i sa nejako zmeni riesenie podla polohy priamky AB a volby
bodu E.

Uloha &. 9: Je dany rovnoramenny trojuholnik ABC' so zékladiiou AB kratSou ako ramena. Nech X aY sti v tomto
poradi body na rameniach AC a BC, pricom XY ma rovnaki dlzku ako AB. Nech Z je taky bod v rovine, Ze
trojuholnik XY Z je zhodny s trojuholnikom ABC. Uréte geometrické miesto bodov v rovine, ktoré vyplnia body
Z pre vsetky mozné polohy trojuholnika XY Z.

Riesenie: (opravoval Petrzlen, Myrec)

Ospravedliiujeme sa za nejasné zadanie prikladu, kvoli ktorému sa vela z vas trapilo s pripadom, ktory sme po vas
nepozadovali.

(Podla Natdlie Kardskovej.) Najprv uvazujme len tie polohy bodov X, Y, pre ktoré plati |[XA| > |Y B|. Kedze
trojuholniky ABC a XY Z maja byt zhodné, tak body C, Z st v rovnakej polrovine uréenej priamkou XY. (Inak
by boli zhodné trojuholniky ABC a Y X Z.) Tiez si premyslite, Zze bod Z bude lezat v polrovine opa¢nej ku BC'A.
Uhly CAB, CBA, ZXY a ZY X st rovnako velké, ozna¢me ich . Uhly ACB a XZY zase oznaéme (3. Vieme, ze
B < a.Kedze |9 XZY| = |4 XCY|, tak XZY a XCY st rovnaké uhly nad tetivou XY, ¢ize $tvoruholnik XY ZC
je tetivovy.

Z vety o obvodovych uhloch nad tetivou YZ vieme, ze |[<Y XZ| = |[SYCZ| = . Kedze |9 ZCY| = |9 ABC| = «,
tak priamky C'Z a AB zvieraju s priamkou BC' rovnaky uhol (a navyse A a Z s v opa¢nych polrovinich uréenych
priamkou BC), ¢ize priamky C'Z a AB st rovnobezné. Zistili sme, ze vSetky vyhovujice body Z budu uréite lezat
na polpriamke ¢, rovnobeznej s polpriamkou AB a za¢inajicej v bode C. Podme zistit, kde vSade na ¢ moze lezat
bod Z, rozoberieme niekolko pripadov podla velkosti | ZC/:

.....

e Ak |BC| < |ZC|, tak vzdialenost Z od ramena AC je vicsia nez |BC|, takze tento pripad nemoze nastat.
e Ak |ZC| = |BC|, tak musi platit X = C. (C je jediny bod ramena AC, ktory od Z nie je dalej nez |BC|.)
e Ak |AB| < |ZC| < |BC|, tak sa zd4, ze vhodné body X a Y budu existovat. Overime to neskor.

o Ak |ZC| = |BA|, tak musi platit Y = B. (B je jediny bod ramena BC, ktory ku Z nie je blizsie nez |BC/.)

e Ak 0 < |ZC| < |BA|, tak skiimajme trojuholnik BZC. Z nerovnosti |ZC| < |BA| lahko odvodime, Ze
|[<BZC| > a. Vieme, ze | ZCB| = a, takze [SCBZ| < § < a. Najvidsi uhol trojuholnika BZC' je teda
JBZC. V kazdom trojuholniku je najdlhsia strana oproti najvicsiemu uhlu. Najdlhsia strana trojuholnika
BZC je BC, takze vSetky body tsecky BC' st od Z vzdialené menej ako |BC|. (Poriadne si to premyslite!)
Vidime, Ze neexistuje vhodny bod Y na ramene BC.

e Ak |ZC|=0.Potom Z = C anutne Y = A a X = B, ¢o odporuje |AX| > |BY].

Ak ste pozorne sledovali, zistili sme, Ze (za predpokladu | X A| > |Y B|) jediné mozné vyhovujice body Z su také,
pre ktoré Z € ¢ a navyse |AB| < |ZC| < |BC|. Hotovo? Niel Este treba ukézat, Ze naozaj takéto body vyhovuju.
Preto najdeme spétna konstrukciu, tj. priradime kazdému takému Z, nejaké X a Y. Zoberme si nejaky vyhovujaci
bod Z € ¢, |AB| < |ZC| < |BC|. Spravme si kruznicu K so stredom v Z a polomerom |BC|. Ak mi pretne
obe strany AC' a BC, tak som hotovy (lebo potom ku kazdému Z existujia vyhovujice X, V). Také XY naozaj
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vyhovuju, lebo XZCY je tetivovy a z toho |4 ZY X| = |4 ZCX| = a a rovnako |[SXCY| = [JXZY| = 3. Takze
trojuholnik XZY je zhodny s trojuholnikom BCA. A naozaj mi K pre kazdé Z pretne tie dve ramena? To vam
zostéva na domécu tlohu ako cvicenie.

Na zacdiatku sme predpokladali, ze plati |[XA| > |Y B|. Pripad | X A| < |Y B| by sme vyriesili analogicky, akurét
by sme dostali mnozinu bodov Z na polpriamke opacénej ku ¢. Pripad | X A| = |Y B] je jednoduchy, vyhovujici
trojuholnik XY Z je totozny s trojuholnikom ABC. Odpovedou na tlohu znie nasledovne. Geometrické miesto
bodov Z je mnozZina bodov Z, ktoré lezia na priamke prechadzajicej C, rovnobeZznej s AB a plati pre ne Z = C
alebo |AB| < |ZC| < |BC.

Uloha ¢&.10: Majme trojuholnik ABC' a nech r je os vonkajsieho uhla ABC, dalej P a @ sii péity kolmic z bodov
A a C na priamku r. Oznac¢me M priesecnik priamok C'P a BA, oznacme N pries¢nik priamok AQ a BC'. Ukazte
Ze priamky M N, r a AC prechadzaji jednym bodom alebo sii navzajom rovnobezné.

RieSenie: (opravoval Bus)

Drviva vécsina spravnych rieseni vyuZivala analytickti geometriu. Niet sa ¢omu ¢udovat, v zadani vystupuje vela
navzajom kolmyjch useciek, ktoré sa priam pontkaji, aby sme si rovnobezne s nimi zaviedli stiradnicovi sustavu.
Ak postupujeme vhodnym sposobom, da sa tato tloha vyriesit analyticky relativne bez problémov. Vzorové riesenie
sa bude tomu analytickému trochu podobaf, budd sa v fiom totiz poéitat dlzky niektorych tseciek podobne, ako
by sme v analytickom rieSeni pocitali siradnice bodov. Dufam vsak, Ze takéto rieSenie bude privetivejsie.
Potrebujeme rozobrat dva pripady. Prvy je ten, ked je priamka r rovnobezné s tiseckou AC. Os vnitorného uhla
je vzdy kolmé na os vonkajSieho uhla, preto je aj os vnitorného uhla ABC' (ozna¢me si ju o) kolméd na priamku
r. Tym padom je tiez kolmé na stranu AC, ¢o znamend, ze ABC je rovnoramenny trojuholnik. Teraz by uz malo
byt lahko vidno, Ze cely obrazok je osovo simerny podla osi o, a teda aj body M, N st osovo simerné. Priamka
MN je kolma na os o a tym padom rovnobezna s r aj AC.

Ostdva nam moznost, ked sa priamky r a AC pretinaji. Tento pripad uz nebude taky jednoduchy. Prva vec, ¢o asi
nevieme takmer ni¢ povedat. Ak ste si vSak obrazok nacrtli dost presne, alebo ste si ho skusili aj narysovat, mali by
ste si vSimnut, ze prieseénik tsediek AQ a CP lezi na osi o. Asi nie je vobec jasné, ¢i ndm tento fakt bude na nieco
dobry. Ked vam vsak po niekolkych hodindch pozerania sa do obrazku zaént dochddzat napady, kazdd podobné
zaujimavost stoji za preskimanie. Pokisme sa to dokézat.

Oznacme T prieseénik AQ a C'P. Priamky AP, C(Q a o st vSetky navzajom rovnobezné. Ak chceme dokazat, Ze
bod T lezi na priamke o, sta¢i nam dokéazat, ze jeho vzdialenost od priamok AP a C(Q je rovnaka, ako je vzdialenost
o0 od tychto priamok. Priamka o je totiz prave mnozina vSetkych bodov, ktoré st od AP vzdialené |PB| a od CQ
vzdialené |BQ)|. Vypo¢itajme teda vzdialenost bodu T od priamky AC a od priamky BQ. Tieto vzdialenosti st
presne rovné vySkam v trojuholnikoch APT a T'QC. Tieto dva trojuholniky st navySe vdaka rovnakym uhlom
podobné. Oznac¢me si pre jednoduchost |AP| = a a |CQ| = b. Pomer podobnosti trojuholnikov je a : b, teda ich
vysky budt mat dizky ka a kb, kde k je nejaké kladné realne &islo. Vzdialenost priamok AP a CQ potom musi
byt k(a + b). Ale aj trojuholniky APB a CQB st podobné, a to opit v pomere a : b. Preto aj pomer dlzok |PB]
a |BQ| musi byt a : b a ich stcet sa rovna vzdialenosti priamok AP a CQ, ktora je k(a +b). Z toho dostévame, Ze
|PB| = ka a |BQ| = kb, ¢ize bod T naozaj patri priamke o.

Ked sa ndm uz takto pekne podarilo najst polohu bodu T, preco nedopocitat aj polohy bodov M a N? Mali by
sme si totiz Tahko vSimnit, Ze tak ako je bod T priese¢nikom uhlopriecok v pravouhlom lichobezniku APQC, tak
st aj body M a N prieseénikmi uhloprie¢ok v pravouhlych lichobeZnikoch APBT a TBQC. Ak by sme poznali
| BT|, vedeli by sme tuplne rovnakym postupom néjst vzdialenost bodov M a N od priamok AP, BT a CQ. Tato
dlzku vieme jednoducho vypoéitat napriklad z podobnosti trojuholnikov PBT a PQC. St podobné v pomere
ka : k(a + b), teda plati

ka ab
" 00| = ——.
k(a + b) QC] a+b
Oznacme si péty kolmic z bodov M, N na priamku r ako X, Y. V predchadzajucich dvoch odstavcoch sme presne
vypoéitali, aké je v pravouhlom lichobezniku APQC s dlzkami zakladni a a b poloha priese¢nika uhlopriecok. Je

to vo vzdialenosti ab/(a + b) od strany PQ a v pomere a : b medzi zdkladiiami AP a CQ. Lichobeznik APBT je
tiez pravouhly, len so zdkladiiami diZok a a ab/a + b. Pre priese¢nik uhloprie¢ok M teda bude platit

|BT| =

ab

a5 a’b ab
MX] = ab "~ b)+ab  a+2b

at+ 2% alat+b)+ab  a+
XB| = k-|Mx|=_"

a+2b
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Podobne pre bod N dostaneme

ab
NY| = ——
| | 2a + b’
vB| - kab .
2a +b

Caka nés uz len posledné naroéna éast — dokazat, ze vietky tri priamky sa pretnid v tom istom bode. Predpokladajme
bez ujmy na vSeobecnosti, ze a > b. Potom priesecnik V' priamky AC s priamkou r bude blizsie k C' ako k A.
Z podobnosti trojuholnikov APV a CQV sa budeme snaZit vypocitat vzdialenost |BV|,

PVl Qv
|AP| cQl’
|BV|+ka  |BV|—kb
a N b
a z tejto rovnosti uz lahko vyjadrite |BV| ako

2kab
BV| = :
1BV =——

Podobnym sposobom by sme vedeli ndjst polohu priese¢nika W priamok M N a r. Vypocet by obsahoval trochu
viac pismeniek ale ina¢ by vyzeral Gplne rovnako a dostali by sme rovnaky vysledok. To znamena, ze body V a W
musia byt ten isty bod a teda vSetky tri priamky sa pretinaju v jednom bode.

Uloha sa dala riesif aj ¢isto pomocou podobnosti, ak by sme si oznaéili prieseéniky priamky M N s tiseckami AP
a C(Q a dokazovali, Ze tieto prieseéniky delia tsecky AP a C'Q v rovnakych pomeroch. Tiez sme mohli obist niektoré
z nasich vypoctov ak by sme pouzili Cévovu vetu v trojuholniku ABV a dokazali tak, ze body M, N a V lezia na
jednej priamke. No a nakoniec tplne najjednoduchsi dokaz sa dal napisat za pomoci perspektivneho zobrazenia,
ktorym sa dal nerovnobezny pripad zredukovat na pripad rovnobezny, ktory je uz uplne jednoduchy.

Uloha ¢&.11: V trojuholniku ABC mé vniitorny uhol pri vrchole B velkost 120°. Os uhla ABC pretina stranu AC
v bode M a os vonkajsieho uhla BC'A pretina priamku AB v bode P. Usecka M P pretina stranu BC v bode K.
Dokazte, ze uhly AKM a KPC maji rovnakt velkost.

RieSenie: (opravoval MiS4¢)

V zadani sa vysktytuje os vnatorného uhla ABC a os vonkajsieho uhla BCA trojuholnika ABC. Uvidime, Ze
prave vonkajsie a vnatorné uhly trojuholnikov zohravaju v tomto priklade klicovi tilohu. Vyuzijeme aj poznatky
o pripisanych kruzniciach k trojuholniku, ktorym je venovany nasledovny odstavec. Kto méa pripisané kruznice
v mali¢ku, moze ho preskocit.

Predstavme si lubovolny trojuholnik XY Z. Zostrojme kruznicu k, ktora
sa dotyka polpriamok XY, X7 a zvonka sa dotyka strany Y Z troju-
holnika XY Z. Rozmyslite si, Ze takto kruznicu vieme vzdy zostrojit.
Ozna¢me dotykové body kruznice s polpriamkami XY a XZ poporadi
S aT. Vsimnime si uhol ZXY. Kruznica k je vpisand do tohoto uhla,
takze jej vzdialenost od ramien uhla je rovnaké, preto jej stred lezi na
osi uhla ZXY. Tato kruznica je ale vpisana aj do uhlov ZYS a TZY,
takze jej stred lezi aj na osiach tychto uhlov. Zistili sme, ze stred tejto
kruznice lezi na osi vnutorného uhla pri vrchole X a na osiach von-
kajsich uhlov pri vrcholoch Y a Z v trojuholniku XY Z. Kruznica k
sa nazyva pripisand kruznica k strane Y Z. V rieSeni prikladu budeme
vyuzivat, ze spominané tri osi uhlov sa pretinaji v jednom bode (uZ
vieme, Ze v strede pripisanej kruZnice).
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Na zaciatok si vSimneme velkosti uhlov, ktoré vieme
hned ur¢it. BM je os uhla ABC, takze |[{ M BC| =
60°. Dalej uhol CBP je susedny k uhlu CBA,
takze |<CBP| = 60°.

Zamerajme sa na trojuholnik M BC'. Uhol pri vr-
chole B mé& velkost 60°, ¢ize vonkajsi uhol pri
tomto vrchole mé velkost 120°. Kedze | CBP| =
60°, tak BP je osou tohoto vonkajsieho uhla. Vieme
tiez, ze C'P je osou vonkajsieho uhla pri vrchole
C. To znamena, 7e bod P lezi na osiach dvoch
vonkajsich uhlov v trojuholniku M BC. Bod P
je teda stred pripisanej kruznice k trojuholniku
MBC'. Z toho vyplyva, ze M P je osou uhla CM B.
Prejdime s pozornostou k trojuholniku ABM. Uvedomte si, Ze pred chvilou sme vlastne zistili Ze MK je os
vonkajsieho uhla pri vrchole M. Je zrejmé, ze BK je os vonkajsieho uhla pri vrchole B. Teda K je stred pripisanej
kruznice k trojuholniku ABM. AK musi byt os vntutorného uhla M AB.

Ozna¢me L prieseénik polpriamky AK a tsecky PC. Pre zmenu si vS§imajme trojuholnik ABC. Bod L lezi na osi
vnutorného uhla pri vrchole A a na osi vonkajsieho uhla pri vrchole C. Zo znalosti vlastnosti pripisanej kruznice
mozeme ustidit, Ze aj os vonkajsieho uhla pri vrchole B musi prechddzat bodom L. Cize |SCBL| = | LBP| = 30°.
Dalej budeme pocitat nejaké uhly a déjdeme k tomu, Ze stvoruholnik BPLK je tetivovy. Ozna¢me |JCAB| = a.
Stcet uhlov v trojuholniku ABC je 180°, takze |[{ BC'A| = 60° — a. Vonkajsi uhol v trojuholniku ABC' pri vrchole
C mé velkost 120° 4+ « a kedze C'P je jeho osou, tak | PCB| = 60° + «/2. Z trojuholnika AKC' lahko doradtame
|[<AKC| = 120° + «/2. Susedny uhol CKL mé velkost 60° — a/2. V trojuholniku K'LC Tahko doritame, Ze
|<KLC| = 60°. Susedny uhol PLK k tomuto uhlu mé potom velkost 120°. Vidime, Ze stulet protilahlych uhlov
v Stvoruholniku BPLK je 180°, cize skutocne ide o tetivovy stvoruholnik.

Z obvodovych uhlov v tomto Stvoruholniku vieme, ze | K PL| = |KBL| = 30° a [SLKP| = |<LBP| = 30°.
Uhol AKM je vrcholovy k uhlu LK P, takze | AKM| = | LK P| = 30°. Obidva uhly spominané v zadani majt
velkost 30°, teda st zhodné. Hotovo.

Uloha &.12: Cisla 1,2,3,...,100 sii usporiadané po obvode kruhu tak, Ze kazdé ¢islo je bud viicsie od svojich
oboch susedov alebo je od oboch mensie. Ak vymazanie dvojice susednych ¢isel nenarusi tito charakteristiku,
takito dvojicu nazveme superdvojica. Urcte najmensi mozny pocet superdvojic.

RieSenie: (opravoval Petrzlen)

RieSenie je dost priamodciare, preto tu néjdete len zoznam hlavnych krokov rieSenia bez technickych detailov.
RieSenie poslali len dvaja stato¢ni, presnejSie Martin Bachraty a Filip Slddek. Podla nich je aj vzorové rieSenie.
Navyse, namiesto ¢isla 100 v zadani uvazujme Iubovolné parne n = 2k > 0.

Ak dvojica susednych ¢isel nie je superdvojica, nazveme ju badvojica. Ak mam Sesticu po sebe idudich ¢isel na obvode
a; < A; > ajp1 < Ajr1 > aiqpo < Aipa, tak dvojica a;41, Ai11 je badvojica, prave ked plati a; < A; < @19 < Ajqa.
Keby nejaké ¢islo bolo v dvoch badvojiciach, tak bez ujmy na vSeobecnosti nech je to A;y;. Potom musi zaroven
a; < A; < a9 < Ajya a Ay > a4 > Ajyo Co spor. Takze ziadné Cislo nie je naraz v dvoch badvojiciach.
Dostévame, ze badvojic je maximalne k, takze superdvojic je minimdalne k. (Superdvojic a batdvojic dokopy je n.)
je v prave jednej badvojici. Bez ujmy na vseobecnosti,? nech je badvojica a;y1 < A;;1. Potom je aj a;1o < Aiyo
badvojica a tak dalej. Z toho ziskame nerovnosti typu a;+1 < a;42, ktord musi platit pre kazdé i. KedZze éisla st
usporiadané cyklicky, dostavame a;11 < a;41 €o je spor.

Takze miniméalny podet superdvojic je k+ 1 (pretoze maximalny pocet badvojic je k —1). Ukdzeme, Ze to staci tak,
7e skonsStruujeme pripad, ktory vyhovuje. Ked si zoberieme postupnost 1,2,3,...,n a prehodime postupne disla
(2,3), (4,5), ...tak dostaneme postupnost

1,3,2,5,4,7,6,....n—1,n — 2,n.
Vidime, ze badvojice su (2,5), (4,7), ..., (n —4,n — 1) a eSte (n,1). To je prave k — 1 badvojic. Ukézali sme, Ze

badvojic je maximalne k — 1 a existuje také rozlozenie, Takze superdvojic je minimélne k£ + 1, v naSom priklade
51. No vidite, ani to nebolelo.

Uloha é&.13: Pre kazdé prirodzené ¢islo n > 1 najdite najviicsie mozné realne ¢islo p také, Ze nerovnost
(w14 @2+ -+ 20)? = p(r122 + T23 + - + Ty 1T + T 1)

plati pre vsetky n-tice nezapornych realnych cisel x1,xs, ..., Ty,.

2Keby bola badvojica ,,opaéne“ (tj. vacsi ¢len je skor), tak si mézem pomoct napr. substitiiciou b; = n+1—a; a mam znamy pripad
ktory viem riesit.
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Riesenie: (opravoval Ondrag)

Zrejme staéi ak ku kazdému n > 1 najdeme také p, Ze nerovnost zo zadania bude platit a zaroven bude existovat
vhodné n-tica, 1, ..., z,, kedy nastane rovnost. Pre n = 2,3, 4 sa d4 Tahko ukdzat, Ze plati p = n. (Vyskasajte si
to!) Pre n > 4 je to zaujimavejsie. Ak si dosadime 1 = 23 =1 a 23 = ¢4 = -+ = x, = 0, dostaneme, Ze musi
platit 4 > p, teda p je najviac 4.

(Podla Martina Bachratého) Matematickou indukciou dokézeme, Ze pre n > 4 plati p = 4. Prvy indukény krok
(n = 4) uZ méme. Nech teda pre kazda n — 1-ticu (n > 5) nezdpornych redlnych éisel 1, xs,. .., 2,1 plati

(1 4+ 22+ +2n-1)% > 4172 + Tox3 + -+ + Tp_2Tn_1 + Tp_121). (1)

Nech x1,z2, ..., 2, je Tubovolnd n-tica nezdpornych redlnych ¢isel. Cyklickou zdmenou premennych 1, xa, ..., Ty
nezmenime hodnoty na lavej a pravej strany dokazovanej nerovnosti, preto mozeme bez ujmy na vSeobecnosti
predpokladat, Ze x, je najmensie spomedzi x1,x2,...,2,, presnjsie z, < x; pre kazdé j, 1 < j < n. Postupne
odvodime nerovnosti

201%n—1 2212,

221251 2% 1Ty,
2z, (371 + xn—l) +4r12T0—1 412y + 4Tp_1Tn,

22 4 22, (21 + To + o+ Tp1)

IV IV IV IV

dx1x, +4TH_ 10, — 4T1TpH_1-
Séitanim poslednej nerovnosti spolu s indukénym predpokladom (1) dostaneme
22 +2r, (14 2o+t T1) F (T F oA F 1) > AT + T3+ 1Ty + DT,

¢o je po Uprave lavej strany na Stvorec dokaz, Ze pre dané n plati p > 4, ¢o s ivahami zo zaciatku rieSenia implikuje
p = 4. Tym je indukcia kompletnd a priklad vyrieSeny. Hura!

Uloha é&. 14: Vrcholom pravidelného Sestuholnika st priradené nezaporné celé ¢isla, ktorych sticet je 2009. Dracik si
mozZe vybrat jeden vrchol a jeho ¢islo nahradit absoliitnou hodnotou rozdielu &isel priradenych susednym vrcholom.
Dokazte, ze kone¢nou postupnostou takychto krokov moéze Dracik dosiahnut, Ze vo vSetkych vrcholoch bude ¢&islo
0.

RieSenie: (opravoval Ondrac)
Tento priklad sa nikomu nepodarilo kompletne vyriesit. Aby ste sa s nim este mohli pohrat, doddvame len struény
navod. MozZete postupovat v dvoch krokoch (oba st netrividlne):

e Ukézte, ze ak sucet ¢isel vo vrcholoch je neparny, tak Dracik vie koneénym poctom krokov dosiahnuf, Ze
prave jedno z ¢isel bude nepéarne.

e Ak prave jedno z ¢isel vo vrcholoch je nepéarne, oznaéme najviicésie z Dracikovych ¢isel ako M. Dokéazte, ze
Drécik vie pomocou koneéného poc¢tu vhodnych krokov dojst na poziciu, kde kazdé ¢islo bude mensie nez M.

Vysledkova listina

kategéoria BETA

Por. | Meno Roé& Skola k, [ kg [5[6]7[8]910[11][p | s | O
1. Vodicka Martin 1. GAlej KE 3 1191919(9(9|9]9 45 | 135
2. Bachraty Martin 4. GVO ZA 121 9 919191919 45 | 134
3. Kukan Marek 4. Gamca BA 8 4 919181919 44 | 132
4. Horndk Marian 2. GPar NR 5 2 91911919 9 45 | 131
5. Kossaczky Pavol 4. Gamca BA 7 2 9191919 9 45 | 130
6. Hagara Michal 4. GJH BA 1] 9 919181919 44 | 129
7. Phuong Mariana 3. GJH BA 7 2 919191919 45 | 127
8. Csiba Dominik 3. SPMNDG BA | 8 3 8191919 36 | 121
8. Chlebikova Andrea 3. Brighton UK | 7 | 3 919191914 40 | 121
10. | Balog Matej 3. Gamca BA 6 1 9191918 35 | 115
11. | Hamas Matej 3. Gamca BA 4 0 14(9]9|7]|8 37 | 111
12. | Barancok Peter 3. Gamca BA 4 0191619 6 30 | 109
12. | Galovicova Sona 2. GVO ZA 6 1 919 9 1 28 | 109
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Por. | Meno Roé& Skola k, | ks 6[7][8]910]11 s [ >
12. | Le Tuan Anh 3. Gamca BA 9 3 6|8 |5[9](1 29 | 109 |
12. Santer Jakub 3. GMH Trstend | 7 2 9191918 35 | 109
16. | Karaskova Natalia 3. GJH BA 10 | 8 91919 27 | 108
16. Pellerova Daniela, 1. Gamca BA 3 0 98|68 36 | 108
16. Szabados Viktor 3. Gamca BA 9 3 918|592 33 | 108
19. | Klembarovéa Barbora 2. GKuk PP 5 1 91919 (8|1 36 | 107
19. | Kopf Michal 2. Opava CR 5 1 919|968 41 | 107
21. | Kozadk Andrej 3. Gamca BA 9 3 9191919 37 | 104
22. | Dupej Peter 2. GJAR PO 4 0 9121918 32 | 102
22. | Hlavata Martina 3. Gamca BA 8 2 64 |7]|7 24 | 102
24. | Kone¢ny Jakub 4. Gamca BA 12 | 8 919 9|8 35| 101
25. | Kossaczka Marta 1. Gamca BA 3 1 9191989 44 | 100
26. | Téth Michal 2. GJH BA 5 1 913|918 |7|1 36 | 99
27. | Kova¢ Ondrej 3. GCM NR 8 3 91811919 35| 98
28. | Sabatovicova Linda 3. GJH BA 7 1 919|917 34 | 97
29. | Midlik Adam 4. GJAR PO 9 4 919|719 34 | 96
30. Jasencakova Katarina 2. GVO ZA 6 1 914|918 2 32 | 92
31. Guric¢an Pavol 3. GJH BA 8 3 41919 22 | 91
31. | Zidek Augustin 2. Frydlant CR ) 1 619128 1 26 | 91
33. | Safin Jakub 1. GPH MI 2 0 2|2 910 22 | 90
34. Sormanova Maria 3. SPMNDG BA | 6 1 91919 27 | 88
35. | Fagulova Kristina 2. GPos KE 6 1 913 |7]71410 30 | 87
35. Marecakova Barbora 2. GKuk PP 5 1 811(6|8]4 27 | 87
37. | Fickova Kléra 2. GPos KE 3 0 119 19 | 85
37. | Florianova Michaela 3. GJH BA 6 0 9191|114 23 | 85
37. | Komanové Kristina 1. GAS BB 2 0 21212 5 20 | 85
37. | Langer Tomas 2. GJH BA 5 1 912|782 28 | 85
37. | Téth Rébert 4. GAlej KE 6 1 0| 85
42. Baxova Zuzana 2. GLS TN 5 1 9121912 22 | 84
43. Belanova Michaela 2. SPMNDG BA | 5 1 914 |7 20 | 80
43. | Peitl Tomas 4. SPMNDG BA | 10 | 4 5191919 32| 80
43. | Vecerik Matej 3. SPMNDG BA | 8 3 11918 9 26 | 80
46. | FarSang Stefan 3. SJG KN 6 2 91917 25 | 73
47. | Svancara Patrik 2. GLS TN 410 9 14 7
48. | Bogar Jan 4. GLS TN 10 | 3 410 4 | 70
48. | Maché¢ Juraj 3. GJH BA 5 0 6|1 9 | 70
50. | Rabatin Branislav 1. GJH BA 2 0 9|2 19 | 68
51. | Kosec Peter 2. GLS TN 5 1 0 | 67
52. | Winczerova Barbora 1. SPMNDG BA | 2 0 4132 17 | 64
53. | Koprda Pavol 2. GAM TT 5 1 0| 61
54. | Danildkova Monika 2. GJAR PO 4 0 0 | 58
55. | Hozza Jan 3. GJH BA 7 5 0 | 54
56. | Vlcéek Andrej 2. EvSS LM 5 1 0 | 53
57. | Styrakova Kamila 4. GPOH DK 10 | 3 0| 49
58. | Halajova Barbora 2. GVO ZA 6 1 0 | 47
58. Kubincova Petra 3. SPMNDG BA | 7 1 0 47
60. Gonda Tomas 1. Gamda BA 2 0 9 9 | 42
61. | Anderle Michal 3. GBST LC 5 0 0 | 40
61. | Dunikova Katarina 4. GVO ZA 6 0 0 | 40
63. | Kmetfova Katarina 2. GKuk PP 5 1 0| 38
64. Santrovd Adriana 2. GMH Trstend | 4 0 1|2 7| 32
65. | Jakubik Jan 3. SPSE PN 6 0 112 6 | 29
65. | Vlachynska Petra 2. GBil BA 4 0 0| 29
67. | Sladek Filip 4. GAB NO 8 8 0| 28
68. | Kopcovd Monika 3. Gamca BA 4 0 0| 27
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Por. | Meno Roé& Skola ko, [ kg [5[6][7[8]9]10[11]p | s [
69. | Masar Juraj 3. GJHBA | 6 | 1 0 | 25 |
69. | Rigdova Emilia 4. GKuk PP 7 1 0 | 25
71. | Mészarosové Lucia 3. GGol NR 4 0 0|21
71. | Szabdé Toméas 2. GAV LV 3 0 0|21
73. | Simkova Méria 4. GJF Sala 4 0 0 | 17
74. Bualik Martin 3. GJGT BB 4 0 91011 10 | 12
75. | Makuch Matej 3. GJGT BB | 4 0 |8|0]|1 9 | 11
76. | Lehotsky Juraj 3. GJGT BB | 4 019 1 10 | 10
76. | Leitner Matej 3. GJGT BB | 4 019 1 10 | 10
76. | Neradny Matej 2. GJGT BB | 3 0 0|10
79. | Kastan Marek 3. GJGT BB | 4 08|01 919
79. | Majdi§ Mojmir 4. GPOHDK | 7 1 019
81. | Dragosek Joel 3. GJGT BB | 4 01601 7|7
82. | Kubisova Barbora 2. GJGT BB | 3 0|50 5 6
83. | Cernak Adam 3. GJGT BB | 4 01401 5 5
83. | ReSutik Peter 3. GJGT BB | 4 01401 5 5
85. Koroncziova Dominika 3. GJGT BB 4 0 3]0 4 4
85. | Plo¢ekova Andrea 3. GPdC PN 4 0 0 4
87. | Lami Vincent 4. SJG KN 6 3 0 3
88. | Makk Jakub 3. GJGT BB | 4 0 011 1 1
89. | Melosova Veronika 1. GJCh BR 2 0 0 0

Vysledkové listina
kategdria ALFA, Bratislava

Por. | Meno Roé Skola ko, [1/2(3[4|5(6|7|p | >
1. Kavicky DuSan 1. GJH BA 11917198824 117
2. Rabatin Branislav 1. GJH BA 2 9|8 81912 112
3. Gonda Tomas 1. Gamca BA 2 91916 9 109
4. Winczerové Barbora 1. SPMNDG BA | 2 7186|8413 105
5. Petrucha Jaroslav 1. GMet BA 2 919 91514 95
6. Hraska Peter 1. Gamca BA 2 814819 9 92
7. Matejovicova Tatiana 1. Gamca BA 2 5 6|8 1 90
8. Kurdelova Alzbeta 1. GLN BA 1 13]9]6 3 86
9. Pellerova Daniela 1. Gamca BA 3 5198 85
10. | Strakicova Jana 1. Gamca BA 2 7 7 3 81
11. | Smolik Milan 1. Gamda BA 3 718191419 80
12. | Bock Michal 1. Gamca BA 3 9171|7140 79
13. | Hledik Michal 1. GJH BA 2 919(8[9[9]|9|=x0| 78
13. | Smolik Michal 1. Gamca BA 3 717191919 78
15. | Péalenik Jakub 1. SPMNDG BA | 2 6|5 8|1 |1 73
16. | Smolik Martin 1. Gamca BA 3 6171|614 60
17. | Kormanik Jan Michael 1. SPMNDG BA | 2 7|2 9 57
18. | Kossaczka Marta 1. Gamda BA 3 919 52
19. | Zitnansky Tomas 1. GJH BA 1 39
20. | Hadvab Peter 1. GCSL BA 1 38
21. | Steis Lukas 1. SPMNDG BA | 2 36
22. | Jamrichova Lucia 1. SPMNDG BA | 2 22
23. | Krajcovi¢ Matej 1. GJH BA 2 19
24. | Krajcovi¢c Michal 1. GJH BA 2 18
25. | Stofova Gabriela 1. SPMNDG BA | 1 10
26. | Holikova Zuzana 1. GCSL BA 2 3
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kategoria ALFA, zapad

Por. | Meno Roé Skola ko [112(3(4|5(6|7|p]|>
1. Glonc¢ak Vladan 1. GLS TN 1 21619614 94
2. Kuatny Milos 1. GPar NR 1 91916 41111 91
3. Cibulka Samuel 1. GAV LV 2 416|714 1 85
4. Ockay Stefan 1. GPar NR 1 (3/9(6[]0]|0]1]|2 80
5. Tunova Anna 1. GPar NR 2 714 41011 68
6. Horvath Matus 1. GPar NR 1 14191404 ]|0]|1 65
7. Kovécova Milada 1. GCM NR | 2 9 57
7. Sitkey Matas 3. GGolNR | 3 6 7111 57
9. Pudek Samuel 1. GLS TN 1|3 40
10. | Choongeun Park 1. SJG KN 1 22
11. | Szabd Tomas 2. GAV LV 3 18
12. | Istvan Méario 1. GKom PE | 1 16
kategoria ALFA, stred
Por. | Meno Roé Skola ko [112(3](4 (5|67 |p]| >
1. Macko Vladimir 1. GLS ZV 2 9167191919 121
2. Komanova Kristina 1. GAS BB 2 4168|1922 109
3. Nociarova Jela 1. GBST LC 2 916 4 8 94
4. Benesova Katarina 1. GAS BB 2 516 51213 91
5. Surovéik Juraj 1. GPOH DK 2 6|5 91911 83
6. Santer Martin 1. GMH Trstena | 2 91918 3 75
7. Subjak Jan 1. GPOH DK 2 6|6 4 2 71
8. Bahyl Jakub 1. GVar ZA 119|716 1 70
9. Hraskova Veronika 1. GBST LC 1 30
10. | Neradny Matej 2. GJGT BB 3 9
11. | Kubisova Barbora 2. GJGT BB 3 510 5
12. | Melosova Veronika 1. GJCh BR 2 4
kategoria ALFA, vychod
Por. | Meno Roé Skola [k, [1[2[3[4[5[6[7[p]
1. Vodicka Martin 1. GAlej KE 3 919191919 135
2. Fickova Klara 2. GPos KE 3 91819119 119
2. Safin Jakub 1. GPH MI 2 717191922 119
4. Hanzely Filip 1. GAP SB 2 716 41612 105
5. Semanisinova Denisa 1. GAlej KE | 3 9141310 85
6. Pistrakova Alexandra 1. GPos KE 2 74 48
7. Tokarova Natalia 1. GJAR PO | 2 716 211 45
8. Hlavacik Matas 1. GAlej KE 3 35
9. Kolvekova Veronika 1. GPos KE 2 26
10. | Motesicky Jan 2. GDax VT | 2 12

kategoria ALFA, zahranicie

]Por.\Meno\Roé.\Skola\ka\1\2\3\4\5\6\7\p\2‘

Vysledkovéa listina

kategoria GAMA
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14

Por. | Meno Roé& Skola 10[11]12]13] 14 D
1. Bachraty Martin 4. GVO ZA 9 146
2. Hagara Michal 4. GJH BA 9 126
3. Horndk Maridn 2. GPar NR 9 86
4. Kukan Marek 4. Gamca BA 9 126
5. Santer Jakub 3. GMH Trstena 53
6. Sladek Filip 4. GAB NO 176
7. Safin Jakub 1. GPH MI 0 26

Projekt ¢. LPP-0103-09 je rieSeny s finan¢nou podporou Agentiry na podporu vyskumu a vyvoja.



