Vzorové rieSenia 3. série letnej dasti KMS 2009/2010

Uloha ¢&.1: Mravéekovia nasli véera na liike ¢isla 1 az 50. Vybrali si z nich 25 ¢&isel a odniesli ich do mraveniska.
Dnes nasli na like ¢isla 51 az 100 a z nich si tiez vybrali 25 ¢isel a odniesli do mraveniska. Doma zistili, Ze medzi
Ziadnymi dvoma ¢islami v mravenisku nie je rozdiel 50, a Ze ziadne dve ¢isla nie st rovnaké. Zistite, aky moze byt
sucet cisel, ktoré si doniesli do mraveniska.

RieSenie: (opravovala Katka J.)
Pozrime sa na to, z akych &isiel si mravéekovia mohli vyberat.

Lden|1]2]3]...]49] 50 |
2.den | 515253 ... 99100 |

Ked si ich zapiSeme takto pekne pod seba, mézeme si vS§imniatf zaujimavi vec. Pod sebou médme napisané préve tie
¢isla, ktorych rozdiel je 50. To znamena, Ze z kazdého stipca si mravéekovia vybrali iba jedno ¢slo — horné alebo
dolné, obidve mat nemodzu. Vieme, ze mravcéekovia si do mraveniska priniesli spolu 50 ¢isiel — 25 prvy deti a 25
druhy. Z toho vyplyva, ze z kazdého stipca si mravéekovia vybrali prave jedno &islo a odniesli ho do mraveniska.
Nakreslime si teraz nasu tabulku trochu inak:

Lden| 1 | 2 | 3 |...] 49 | 50 |
2.den [50+1[50+2[50+3 ... [50+49|50+50 |

Nasim cielom je zistif sticet ¢isiel v mravenisku. Urcite vieme, Ze ¢isiel, ktoré sa tvaru 50 4 a si mravcekovia vybrali
prave 25 — preto bude v nasom stéte ¢len 25 - 50. Navyse vieme, e z kazdého stlpca si vybrali vzdy prave jedno
¢islo. Kedze pifdesiatky uz neberieme do tivahy, mézeme povedaf, Ze z prvého stipca si vizdy vybera 1, z druhého
2 atd. aZ po posledny, pitdesiaty stipec. Celkovy stcet bude teda maf tvar

(14+2+3+---450) + 25 50.
Takto vyjadreny stucet uz fahko dopocitame - napriklad vdaka vzorcu

1
1+2+3+~-~+n:@~
Spravna odpoved teda znie, Ze pre akékolvek ¢isla, ktoré spliaji podmienky zo zadania, je stidet ¢isiel v mravenisku
2525.

Uloha é&. 2: Hiisenica dostala tri realne éisla a, b, c. Spravila z nich tri nové ¢isla
a—b+2010, b—c+ 2010, c—a+ 2010.

Zistila, Ze tieto nové ¢isla tvoria trojicu po sebe idiicich celych ¢isel (mozno v inom poradi, ako st napisané). Ktoré
tri po sebe idiice ¢&isla to moézu byt? Néjdite vSetky rieSenia.

RieSenie: (opravoval Igor)

Nazvime si tri nové po sebe iduce ¢isla k — 1, k, k + 1. Tieto tri éisla st podla zadania rovné &islam a — b + 2010,
b—c+ 2010 a ¢ — a + 2010, ale nevieme presne v akom poradi. Vieme vSak, Ze ak s¢itame ¢isla k — 1, ka k + 1,
musime dostat to isté, ako ked s¢itame &isla a — b + 2010, b — ¢ + 2010 a ¢ — a + 2010. Ved scitujeme tie isté tri
déisla a pri séitovani na poradi nezélezi. Ziskame tak rovnost

(k—=1)+k+ (k+1) = (a — b+ 2010) + (b — ¢+ 2010) + (c — a + 2010),

z ¢oho jednoduchou tpravou dostavame
3k =6030.
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Obe strany predelime tromi, ¢im zistime, Ze plati £ = 2010. Takze nové ¢isla, ktoré hisenica dostala tpravou Cisel
a, b, ¢ st 2009, 2010, 2011. Ostava nam eSte zistit, ¢i také ¢isla a, b, ¢ vobec existuju. Po chvili sktisania Tahko
najdeme nejakt vyhovujicu trojicu ¢isel, napriklad a =0, b =1, ¢ = 1.

Tri hfadané po sebe iduce éisla st 2009, 2010, 2011.

Uloha é&.3: Majme tri prirodzené ¢isla. Pre kazdu dvojicu z nich urobime rozdiel ich stc¢inu a suc¢tu (od stcinu
odcitame ich sucet). Pre jednu dvojicu vyjde kladny, pre druht zaporny. Urcte, ¢i vyjde tento rozdiel pre tretiu
dvojicu kladny alebo zdporny. Svoju odpoved zdévodnite.

RieSenie: (opravoval Ku-bo)

Najdolezitejsie na tejto tlohe je vediet si dobre a prehladne zapisaf, ¢o ndm zadanie hovori a vytazit z toho ¢o
najviac informécii. Cely ¢as sa budeme rozpravat o nejakych troch prirodzenych éislach. Je dolezité vediet, ¢o st
to prirodzené ¢isla a zaroven si ich dobre oznacit, aby sa ndm neskor neplietli. Pismena a, b a ¢ st dobri kandidati,
lebo sa nepisu aZ tak podobne a aj sa rozne vyslovujul. Po takomto zépise by mohla vyzerat tloha nasledovne:

a b—(a+b) > 0 (1)
b-c—(b+c) < 0 (2)
c-a—(c+ta) 7?75 0 (3)

Ako vidime, sformulovali sme tri nerovnosti. Teraz nasleduje dolovanie informacii. V tomto kroku ste mali mnohi
velmi dobry postreh, Ze rozdiel stiéinu a stétu dvoch prirodzenych ¢isel je zdporny vtedy, ked je prave jedno z nich
jednotka. Problém ale je, Ze toto je tvrdenie, o ktoré sa opiera celé rieSenie prikladu a prave ste ho sformulovali.
Aby sme vam takéto rieSenie mohli uznat, treba ukéazat aj to, preco takéto tvrdenie plati. To mnohi z vas neurobili
alebo urobili len zcasti.

Najprv treba ukézat, ze ak je jedno z &isel jednotka, tak nas rozdiel bude zédporny. To ide pomerne lahko. Ved
b-c—(b+c¢)=b-1—(b+1)=b—b—1= -1 < 0. To ukazuje, Ze ak by bolo ¢ rovné jednej, tak druhd nerovnost
plati. Takisto z toho vyplyva, Ze v prvej nerovnosti st a aj b viicsie od jednotky, inak by bol rozdiel na lavej strane
prvej nerovnosti zdporny, a nie kladny.

S tym sa uz mnohi z vas uspokojili, ¢o je skoda, lebo na tplné dokoncenie prikladu treba ukazat aj to, Ze ak nebude
jedno z dvojice ¢isel v nerovnosti jednotka, tak lavd strana bude uréite nezdporna (t.j. nebude zédporna). Mozeme
si to ukdzat vylucenim ostatnych moznosti.

Dosadme to do Tavej strany nerovnosti a dostaneme vyraz: (2+ z).(2+4 y) — (2 + 2 + 2 + y), ktory vieme upravit
na vyraz x + y + zy. Ten je ale stale kladny alebo nulovy?, ¢o znamend, Ze zaporny rozdiel su¢inu a suétu dvoch
Cisiel bez jednotky nedostaneme.

Zbytok prikladu je jednoduchy. Ukazali sme, Ze z prvej nerovnosti vyplyva, ze a > 1 a b > 1. Z druhej nerovnosti,
z toho Ze b > 1 a z nésho doékazu o tom, Ze jedno z ¢isel b a ¢ musi byt jednotka, zistime, ze ¢ = 1. Potom ale plati:

c-a —(cta)=1a —(1+a)=-1 < 0.

Uz len sformulovat nejaky pekny zéver o tom, ¢o sme zistili. Ale to uz zvladnete.
Vidime sa na stustredeni. Kto nepride méze banovat. :)

Uloha é&.4: V miestnosti KMS na stole lezi 2002 kariet ocislovanych od 1 po 2002 (kazdé ¢islo je pouzité presne
raz). Svab a paviik s kartami hraji hru. Paviik zacina. Striedavo si berti karty, az kym sa vSetky karty na stole
nemind. Na konci hry si kazdy spocita stucet ¢isel na vsetkych kartach, ktoré si zobral. Vyhrava ten, ktorého sicet
mé na mieste jednotiek vyssiu cifru. Méze $vab alebo paviik hrat tak, aby urcite vyhral? Ak dno, ako? Nezabudnite
svoje tvrdenie poriadne dokédzat.

Riesenie: (opravovala Ika B.)

Tak ako pri kazdom priklade, aj teraz bolo treba pri rieSeni prejst tromi fazami: pochopit zadanie, vymysliet rieSenie,
napisaft riesenie. Tento priklad bol zaujimavy tym, Ze prva a tretia faza boli o dost naroc¢nejsie nez obvykle. Naopak,
samotné rieSenie aZ tak ndro¢né nebolo. Preto som hodnotila aj to, ako sa Vam podarilo priklad spisat. Uvidime,
ako sa to podari mne.

Najskor si vSimnime, Ze stucet ¢isel od 1 do 2002 je 2005003. Posledn4 cifra (cifra na mieste jednotiek) celkového
suctu je 3. To bude aj posledné cifra stétu pavikovej a §vabovej poslednej cifry. Stéet dvoch cifier moze byt najviac
18, takze stcty, ktoré sa koncia na 3 st len 3 a 13. Vysledok 3 dostaneme ako 2 4 1 alebo 3 + 0 a vysledok 13 ako
449,54 8 alebo 6 + 7. Ak sa ndm podari docielit, Ze posledné cifra ndsho siétu bude 2, potom bude posledna
stuperova cifra 1, a teda sme vyhrali. Rovnako to bude fungovat, ak bude posledné cifra nasho suctu 3, 7, 8 alebo
9. Potom stiperova poslednd cifra musi byt 0, 6, 5 alebo 4, takZe sme vyhrali.

1Uznajte ze dokazy s p, ¢ a o st ovela neprehladnejsie.
2]lebo sme pouzili nezaporné &isla x a y



KMS 2009,/2010 3. séria letnej casti 3

My si ukdZeme, ako moZe zacinajuci pavik docielit, Ze poslednd cifra jeho stétu bude 2. Stratégia je jednoducha,
stadi ked si pavik najskor zoberie 2 a potom vzdy, ked sa da, potiahne karticku s rovnakou poslednou cifrou ako
svab. Ak uz ziadna takd karticka nie je, moze si zobraf karticku, akia chce. Toto je vitazna stratégia pre pavika.
Otézka je, preco to funguje. Posledni cifru stétu ovplyviiuji len posledné cifry jednotlivych sé¢itancov. Takze ovela
dolezitejsie, nez to, ze méame karticky s ¢islami od 1 po 2002 je, Ze mame 200 karticiek s ¢islami konciacimi na
kazda z cifier 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 0 a 201 karticiek s ¢islami konciacimi na 1, respektive 2. My si mame zobrat
polovicu - 1001 karticiek a chceme, aby posledné cifry na nich dali dokopy stcet 2. Prva si vezmeme 2, potom este
potrebujeme zobrat 1000 karti¢iek tak, aby bola posledné cifra ich stic¢tu 0. To vieme spravif napr. tak, Ze si pre
kazdu cifru zoberieme presne 100 karticiek, ktoré sa na 1u koncia. Zabezpeéi ndm to vySSie spominany postup?
Rozdelme si vSetky karticky na 20 kopok - desat pavikovych a desat §vabovych. Na prvej pavikovej kdpke je sto 1,
na druhej je sto jedna 2, na dalSej sto 3, a tak dalej, az na poslednej je sto 0. Na prvej Svabovej kdpke je sto jedna 1,
na druhej je sto 2 a tak dalej az na poslednej je sto 0. Pavikov ciel je jednoduchy - zobrat vSetky svoje kopky. Stucet
Cisel na kopkach potom bude 100-1+4101-2+100-34100-4+100-5+4100-6+100-7+100-8+100-9+4100-0 = 5502.
Posledna cifra je 2, ¢o sme chceli dosiahnut.

Ak chce §vab pokazif pavikovu vyherni stratégiu, musi sa mu podarif zobrat nejaki karticku z pavikovej kopky
(aby ju pavik nevzal celd). To ale méze spravit, len ked uz mé svoju kopku pre dané éislo prazdnu (inak si méze
pavik doplnit chybajice karticky zo §vabovej kopky). Svab teda chce, aby nastala situdcia, ze ma celt kopku pre
danu cifru vzatt a pavik na kdpke pre ti istt cifru este nie¢o ma.

Ale to sa nestane, pretoZe pavik berie vzdy to isté ako §vab. TakZe ak napriklad $vab zoberie postupne 100 trojok,
tak pavik zoberie tiez 100 trojok. Toto funguje pre vSetky cifry okrem 1 a 2. Ale ak si pavik zoberie v prvom fahu
2, tak to funguje aj pre dvojkova képku. No a pri jednotkovej kopke ma $vab o jednu kartu viac (ta dvesto prvi),
ale to nevadi, lebo pavik potrebuje len 100, teda polovicu zo zvysnych.

Ak by sa stalo, Ze pavik opakovat nemédze (ked §vab zoberie poslednt jednotku), tak si zoberie hocijaka kartu
z niektorej svojej kopky. A opif bude opakovat v dalsich tahoch.

Ukézali sme, ze sa pavikovi podari vybrat vSetky svoje kdpky a dostat poslednt cifru dva a vyhraf. Hura.

Uloha &. 5: Lii¢ny konik Ferko piSe test, ktory sa sklada z 30 otazok. V kazdej otazke sti dve moznosti A a B,
z ktorych je vzdy spravna prave jedna. Presiband lienka mu poradila, Ze pocet otdzok so spravnou odpovedou A
nie je 15. Ferko mé4 niekolko pokusov na to, aby napisal test tiplne spravne. Pri kazdom teste Ferko musi odpovedat
na vSetky otdzky. Po kazdom odovzdanom teste sa dozvie, na kolko otazok odpovedal sprdvne. Nevie vsak, ktoré
to su.

a) Ako méd Ferko odpovedat na otazky, aby vyplnil test bezchybne na 31. pokus?
b) Ako m4d Ferko odpovedat na otdzky, aby vyplnil test bezchybne na 30. pokus?

V tlohédch a) i b) popiste postup, ktorym Ferko zisti, ako ma odpovedat pri 30. resp. 31. pokuse.

Pomécka: Po kazdom odovzdanom teste sa Ferko dozvie nejakii dalsiu informéciu o teste, ktort moze vyuzit pri
dalsom pokuse.

RieSenie: (opravoval Myrec)

Ulohu a) ste skoro vSetci ispesne vyriesili. Poradim, Ze to $lo aj bez rady od lienky a prvy test mohol odpovedat
samé A. Pred dalsim ¢éitanim si tito ¢ast skuste vyriesit.

Komu sa to nepodarilo, ndvod je tu. Najskor dame samé odpovede A. Tym uréime pocet otdzok so spravnou
odpovedou A. Dalej musime zistit, pri ktorych otdzkach st tieto odpovede A. V dalsich pokusoch vzdy na jednej
byt odpoved B, inak je to A. Pozor! Mame len 30 pokusov, takze by sme nestihli vyskusat vSetky mozné pozicie
B. Avsak na poslednt poziciu sa nemusime pytat osobitne. Po 30. pokuse uz vieme spravne odpovede na vSetky
okrem poslednej otdzky a pocet spravnych A. Z toho Tahko vieme aj odpoved na poslednt otézku a na 31. pokus
vyplnime test spravne. Druhé ¢ast si vyzadovala vyuzit aj dodato¢nti podmienku. Co ndm to hovori? Odpovedi A
a B nemdze byt rovnako vela. Kolko ich tam teda je, zistime prvym pokusom- samé A. Po prvom pokuse vieme,
ze je v teste m spravnych odpovedi A a m sprévnych B. Mame uz len 28 pokusov, ktoré mozu byt netspesné.
Preto nemézem sledovat kazdi odpoved osobitne. Ale skisme sledovat dvojice. Na druhy pokus vyskiSame na
prvej a druhej pozicii B a na ostatnych A.

e Ak pocet spravnych odpovedi pri druhom pokuse ostal nezmeneny, tak na prva a na druht otizku st rézne
odpovede.

e Ak sa pocet zdvihol o dva, tak na prvi a druht otézku buda odpovede B.
e Ak sa pocet klesol o dva, tak na prva a druht otdzku buda odpovede A.

Takto pokradujem aj pre dvojice 2 a 3, 3 a 4,..., 28 a 29. Takto pouzijeme dalsich 28 pokusov, ktoré mozu byt
zlé. Na ¢o sme vSak prisli? Ak niektord dvojica bola jasne uréend ako AA alebo BB, tak pomocou sledovania
yzmien“ vieme uréit vSetky odpovede od 1 po 29. Tridsiatu odpoved uréime zo znalosti celkového pocétu. Ak vsak
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ziadna dvojica nebola jasne urcend, tak vieme, Ze pripustné odpovede od prvej do 29. otdzky si ABABAB...
alebo BABABA... To je 15-krat A a 14-krat B alebo 14-krat A a 15-krat B. KedZe pozndme m a n (z prvého
pozorovania) a nesmu byt rovné 15, tak uz lahko rozhodneme ktord z predchédzajicich moZnosti je spravna.

Uloha é&. 6: Urcte, pre ktoré dvojice prirodzenych ¢isel z,y plati rovnost 1 + 21 +22 423 ... 427 = 3,

RieSenie: (opravovali Zuska a Katka :P)
Ako prva vec si vSimnime, Ze na lavej strane rovnice je geometrickd postupnost, ktord vieme zjednodusit na

1428422 4. 422 =922l 1

Této rovnost je Vam pomerne zndma. Ak aj nepoznate vzorec na sucet geometrickej postupnosti, po chvili hrania
si ju iste zvladnete odvodit aj sami (vyskdsajte si to, moznosti je vela). Rovnicu zo zadania sme previedli do tvaru

27t 1 =3v. (4)

KedZze prava strana rovnice (4) je delitelnd tromi, to isté musi platif aj pre lavii stranu. Rychlo vieme zistit, Ze
mocniny dvojky dévaji po deleni tromi zvysky 1 (parne mocniny) a 2 (nepdrne mocniny). Preto x + 1 musi byt
parne.

Vdaka tomuto zisteniu vieme lavii stranu (4) rozlozif podla vzorca A2 — B2 = (A — B)(A + B) na

z41 z

2% —1)(27 +1)=3v. (5)

Na Tavej strane (5) méame suéin dvoch éisel, ktorych rozdiel je dva. Preto aspoil jedno z nich ur¢ite nie je delitelné
tromi (toto si premyslite). Aby cely st¢in bol mocninou trojky (pravéa stana (5)), musia byt aj oba jeho ¢initele
mocninami trojky. Jediné ¢&islo, ktoré je zarovenn mocninou trojky a nie je fiou delitelné je 3°, ¢ize 1. Logicky,
jednotke musi byt rovny ten mensi z vyrazov, v nasom pripade 2(*+1/2 — 1. Po tprave dostaneme, ze z = 1
a k nemu prislichajiace y = 1. Tato usporiadana dvojica je jedinym rieSenim tlohy.

Niektori riesitelia uvadzali ako rieSenie aj dvojicu = 0, y = 0, ktord sice vyhovuje rovnici (4), ale podla nés ne-
vyhovuje zadaniu (nula nie je prirodzené ¢islo). Ale nebojte sa, body sme za rieSenie x = 0,y = 0 uréite nestrhavali.

Iné riesenie:

Niektori riesitelia vyuzili zvysky po deleni ¢islom 8. Lava strana rovnice (4) pre = > 2 déva po deleni osmickou
vzdy zvySok 7, kym pravé strieda zvysky 1 a 3 (opéf podla parity mocniny).

Priklad sa, samozrejme, dal rieSif aj viacerymi komplikovanymi sposobmi, napriklad prevodom rovnice do inej
(dvojkovej, trojkovej) sustavy. Také rieSenie tu uvddzat nebudeme, skiste si ho sami.

Uloha é&.7: Na kruznici je rovnomerne rozmiestnenych 20 jednotiek a 30 dvojok tak, Ze Ziadne tri po sebe idiice
Cisla nie su vSetky rovnaké. Najdite sucet sucinov vSetkych trojic po sebe iducich éisel. (Takychto sacinov je 50.)
RieSenie: (opravoval Petrzlen)

Najdélezitejsie pri rieSeni bolo pochopit, ¢o vlastne treba vypoditat, ¢ize o znamend siucet sucinov trojic. Ukdzeme
si tri sposoby riesenia tohto prikladu. Prvé je jednoduchsie a zvysné dve rieSenia st trochu trikové.

Prvé rieSenie: Vs§imnime si, Ze existuju prave dva typy trojic po sebe iducich ¢isel. Budeme hovorit, Ze trojica po
sebe iducich ¢isel (na kruznici), ktord obsahuje prave jednu dvojku, je trojica prvého typu. Trojice prvého typu st
112, 121 a 211. Su¢in ¢isel trojice prvého typu je 1 -1 -2 = 2. Podobne, trojice druhého typu st také trojice po
sebe iducich ¢isel (na kruznici), ktoré obsahuju prave jednu jednotku. St to 122, 212 a 221 a stéin kazdej trojice
druhého druhu je 1-2-2 =4.

Okolo kruznice je 50 trojic po sebe iducich ¢isel. Nech sa tam nachadza a trojic prvého typu a b trojic druhého
typu. Kazda trojica po sebe iducich ¢isel musi spadat do jedného typu, preto musi platit

a +b=50. (6)

Vieme, ze ¢islo 2 je na kruznici tridsatkrat. Podet dvojok vieme vyjadrit aj inym spdsobom. V kaZdej trojici prvého
typu je prave jedna dvojka a v kazdej trojici druhého typu st prave dve dvojky. Takze vyraz a + 2b vieme chapat
ako stucet vsetkych dvojok vo vSetkych trojiciach. Kazda dvojku zaratame presne v troch trojiciach, takze plati, Ze
pocet dvojok na kruznici je (a + 2b)/3 alebo

a +2b=90. (7)

VyrieSenim sustavy rovnic (6), (7) dostdvame a = 10 a b = 40. UZ zostéva zrataf iba stcet suc¢inov vSetkych po
sebe idtcich trojic. Trojice prvého typu prispeji sii¢inom 2 a trojice druhého typu sti¢inom 4, preto vysledok bude
2a+4b=2-10+4-40 = 180.

Druhé riesenie: Preformulujeme si ilohu. Namiesto jednotiek si napiSeme nuly a namiesto toho, aby sme nasobili,
budeme séitavat. Hodnoty trojic sa nezmenia, pretoze 1-1-2=04+0+2=2a1-2-2 =0+ 2+ 2 = 4. Takze
netreba ratat sadet sucinov, staci zratat sucet suctov, teda vlastne pocet dvojok na kruznici vynasobeny troma,
pretoze kazdt dvojku sme zaratali prave trikrat. Dostaneme 2 - 3 - 30 = 180.
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Tretie rieSenie: Zo zadania vieme, ze v kazdej trojici je aspon jedna jednotka a aspon jedna dvojka. V kazdom ¢lene
nasho stétu ich teda mozeme vytiat. Vznikne tvar stéinu 1-2-(...), priCom v zatvorke je dokopy 50 ¢isiel. Vieme,
ze pocet jednotiek pouzitych v sti¢inoch je 60. Z nich je 50 jednotiek pouzitych vo vynimani pred zatvorku, dalsich
10 bude preto vo vnutri zatvorky. V zétvorke je dokopy 50 ¢lenov, a kedZe jednotiek je 10, dvojok bude 40. Z toho
uz dostavame zndmu rovnost 1-2-(10-1+ 40 -2) = 180.

Komentar: Vo vasich rieSeniach casto chybal dékaz, ze vase konstrukcie pokryji naozaj vSetky rozostavenia jednotiek
a dvojok na kruznici vyhovujice zadaniu. Vo vzorovom rieseni je tento tento problém vyrieSeny tak, ze kazdé mozné
rozostavenie musi spliiat sformulované rovnosti.

Uloha &. 8: Nech n a m st prirodzené ¢isla. Predstavme si, 7e mame v lese nekonecne velkti sachovnicu. Sachova

figtirka rohd¢ sa v jednom tahu pohne najprv o n policok vodorovne alebo zvislo a potom o m policok v kolmom

smere. Sko¢i vlastne v tvare pismena L. Rohd¢ skacde lubovolne po Sachovnici a nikdy ho to neomrzi. Dokazte,

Ze nekoneénti Sachovnicu vieme ofarbit ¢iernou a bielou farbou tak, ze rohdc¢ po kazdom tahu zmeni farbu svojho
¥ A . . 2 2z . 7z vz

policka. Zdévodnite toto tvrdenie pre lubovolné prirodzené ¢isla m a n.

RieSenie: (opravoval Miso, Edo)

Budeme uvazovat tri rézne pripady, podla toho, akd paritu maja m a n.

a) Nech m a n maji roznu paritu. Sachovnicu vyfarbime rovnako ako klasicki sachovnicu. Pri priamom pohybe
o Tubovolny parny podet policok sa farba policka, na ktorom rohac¢ stoji, nezmeni. Pri pohybe o neparny
pocet policok sa farba zmeni. Skombinovanim tychto 2 pohybov dostaneme ziadany pohyb, pri ktorom déjde
k zmene farby.

b) Nech m a n st obidve nepéarne. V tomto pripade by ndm klasické Sachovnicové ofarbenie nepomohlo. Pri
pohybe v oboch smeroch by sa totiz farba zmenila, ¢ize celkovo by ostala rovnakd. Musime teda zabréanit
zmene farby v jednom z moznych smerov. Skiisme Sachovnicu ofarbif tak, ze kazdy druhy stipec bude Gierny
a kazdy druhy biely. Pri zvislom pohybe sa farba nezmeni, pretoze roha¢ ostane v tom istom stipci. Pri
vodorovnom pohybe sa farba zmeni, pretoze rohac skocil o neparny pocet policok. Celkovo sa teda farba vzdy
zmeni.

¢) Nech m a n st obidve péarne. Pre tieto ¢isla nevieme hned vymysliet rieSenie, tak ako v predchadzajicich
pripadoch. Mézeme sa ale pokusit zmenit ho na pripad, ktory uz riesit vieme. Ako sa dostaneme do stavu,
ked m aj n nie st obidve parne? No predsa zac¢neme ,delit“ ¢islom 2, az kym neddjdeme k pripadu, ktory uz
pozname, teda aspor jedno ¢islo z dvojice m a n bude neparne. Povedzme, Ze sa nam to podari po a krokoch.
Takze existuji prirodzené ¢isla mg a ng, ze plati

m=2%-mg, n=2% ng,

pricom aspoii jedno z &sel mg, ng je neparne. Sachovnicu ofarbime tak, ako by sme to spravili pre mg a ng
a potom ju celdl ,natiahneme“ 2%-krat v oboch smeroch. Vzniknt teda bud stvoréeky 2% x 2% alebo stlpce
giroké 2% policok, ofarbené rovnakou farbou. Naozaj to bude fungovat, ved ¢o sa tyka zmeny farby, je tiplne
jedno, ¢i sa pohnem o myg poli¢ok na klasicky ofarbenej Sachovnici alebo o my - 2% poli¢ok na Sachovnici, kde
Stvorce jednej farby majti 2¢ poli¢ok (rovnako to plati aj pre ofarbenie stipcov).

Ukézali sme, Ze pre kazdé m a n vieme Sachovnicu ofarbit pozadovanym sposobom, ¢im je nas dékaz hotovy. Hor
sa na prazdniny.
Uloha ¢&.9: Kladné realne ¢isla x, y, z spliiaji vztah

1 N 1 N 11
22+1  y2+1 2241 2

Dokazte, ze potom plati
1 1 1

x3+2+y3+2+z3+2

<1
3

RieSenie: (opravoval Bebe)

Zékladom tspechu je v tomto pripade zacat pocitat. Priklad sice vyzera na prvy pohlad odstrasujico, ale skoro
Tubovolny postup vedie k spravnemu rieseniu. My si uk4dZeme jeden z nich.

V prvom rade si musime poriadne popozerat vyrazy v zadani. Rovnost zo zadania je skared4 a dokazovana nerovnost
eSte Skaredsia. Upravit rovnost na nerovnost sa zda byt skoro nemozné. Jediné, s éim vieme rozumne pracovat,
su vyrazy na pravych stranich, teda zlomky 1/2 a 1/3. To sice nevyzera velmi nadejne, ale nejako zac¢at musime.
Skasme teda na zaklade tychto ¢isel dostat do vztahu lavé strany vyrazov. Chceme dokézat, Ze plati

3 3 3 31 1 1 1 1

<t.=2= :
2(x3+2)+2(y3+2)+2(y3+2) 2 3 2 z2+1+y2+1+22+1
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¢o vieme prepisat do krajsieho tvaru

1 1 1 1 1 1
< .
2z3+4+2y3+4+2y3+4 3x2+3+3y2+3+322+3

Na prvy pohlad sme si vobec nepomohli. Ved nerovnost, ktorit mame dokazat teraz, vyzerd este zlozitejsie, ako
povodné zadanie. V takomto pripade sa musime zamerat na mensi pripad. V nerovnosti vystupuju tri éleny, takze
sa pozrieme, ako by to vyzeralo pre jeden z nich. Preto chceme viac zistit o nerovnosti

1 - 1
203 +4 32243

Kedze x > 0, menovatele vyrazov si kladné, a preto sa mdzeme bez obav zbavit zlomkov a dalej upravit

322 +3 < 223 44,
322 < 22341,
0 < 2z°+1—322,

0 < (2z+1)(z—1)>2

Posledna nerovnost je zjavne platna pre kladné x, okrem pripadu 2 = 1. Av8ak ak x = 1, tak v zadanej rovnosti by

1 1 1

2+1 141 2

Navyse v tejto rovnosti st vSetky zlomky kladné, takze ak by bol niektory zo zlomkov rovny 1/2, tak by rovnost
neplatila. Vratme sa spit k nerovnosti 0 < (22 + 1)(z — 1)? a postupujme tpravami opa¢nym smerom. Ak si
uvedomime, Ze sme robili iba ekvivalentné tpravy, dokdzali sme vlastne nerovnost

1 < 1
203 +4 32243

Téato nerovnost vsak plati ako pre x, tak aj pre y a z, preto séitanim nerovnosti

1 < 1 1 < 1 1 < 1
a
203 +4 322437 23 +4  3y2+3 223 +4 " 322+3

dostavame pozadovan(i nerovnost.

Uloha ¢&.10: Na reélnej ¢iselnej osi mame danych n uzavretych intervalov, pricom n > 2. Pre prirodzené ¢islo k
plati 2 < k < n. Medzi kazdymi k intervalmi (z danych n intervalov) vieme ndjst dva s neprazdnym prienikom.
Dokézte, ze vieme zvolit k — 1 redlnych disel tak, aby kazdy z danych n intervalov obsahoval aspori jedno zo
zvolenych cisel.

Riesenie: (opravoval JeFo)

Tento priklad sa dal vyriesit viacerymi peknymi sposobmi. My si ukéZeme rieSenie pomocou matematickej indukcie
(iny pekny postup mozete néjst vo fére k tomuto prikladu). Predpokladajme, ze k > 2 je pevne dané a matematickt
indukciu pouzijeme na n (n > k). Podme na to.

10

20

Prvy indukény krok je teraz (netradi¢ne) ukazat platnost tvrdenia pre n = k. Vtedy z predpokladu vieme, ze
asponi dva z n intervalov musia maf neprazdny prienik. Vyberme jedno ¢islo z tohoto prieniku a ostatnych
n — 2 ¢isiel vyberme po jednom zo zvys$nych n — 2 intervalov. Vybrali sme 1 +n — 2 = k — 1 redlnych déisel,
ktoré zrejme spliaji podmienku zo zadania.

Teraz predpokladame n > k a mame n intervalov, ktoré spliiaji dané podmienky. Spomedzi tychto n interva-
lov vyberme ten, ktory mé najmensie minimum (budeme ho oznacovat okrtithlymi zétvorkami ()) a spomedzi
zvysnych n — 1 opéit vyberme taky, ktory mé najmensie minimum (budeme ho oznacovat hranatymi zétvor-
kami []). Tieto dva intervaly mozu leZat spoloéne v nasledujtcich pozicidch:

a) ([ ] ) Interval [] je cely vnutri intervalu ().
b) ( [ ) | Intervaly [] a () maja spoloény prienik, ale nenastdva moznost 1.
c) () [ ] Intervaly [] a () nemaja spolo¢ny prienik.

V pripade a) najprv zabudneme na interval (). Pre zvy$nych n — 1 intervalov vieme podla indukéného
predpokladu zvolit k — 1 éisel tak, aby kazdy z danych n intervalov obsahoval aspoii jedno zo zvolenych ¢isel.
Ked si teraz vezmeme vSetkych n intervalov, vidime, Ze interval () musi obsahovat to isté ¢islo ako interval
[], ¢im je pripad a) vyrieSeny.
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V pripade b) si najprv nev§imame interval [| a opit budeme vediet pouzit indukény predpoklad (platnost
tvrdenia pre n — 1). Ked si vezmeme vSetkych n intervalov a ndhodou sa stane, Ze najmensie vybrané &islo,
ktoré je uréite v intervale (), nepatri do intervalu [], tak ho beztrestne nahradime ¢islom z prieniku intervalov
0alf.

Ak nastane tretia moznost, tak interval () presko¢ime a celti ivahu zopakujeme. Zo zvysnych n — 1 intervalov
vyberieme dva, ktoré maji najmensie mozné minimé a pre ne mozu opit nastat pripady a), b), c¢). Pripady
a) a b) uz véak mame vyrieSené, preto nastane problém ak opit nastane pripad c). KedZze uréite existuju
dva intervaly so spoloénym prienikom, tak vyradovanie takychto intervalov, ktoré nemaji so Ziadnym inym
intervalom neprazdny prienik, uréite skoné¢i a skor ¢ neskor nastane moznost a) alebo b). Vzdy teda vieme
zvolit k — 1 ¢isel tak, aby kazdy z n intervalov obsahoval aspoii jedno zo zvolenych &isel.

Komentéar: Pre spravne pochopenie zadania bolo dobré si zadanie viackrat precitat a vyskusat si to pre malé n
a k. Niektori by ste sa tym mozno boli vyhli chybe, Ze ste zadanie pochopili tak, ze podmienka plati pre vSetky k
stcasne (takto by to bol predsa len trochu lahky priklad). A obcas je tiez dobré hladat aj pekné rieSenie, nielen

.....

zle spisuji a nam horsie opravuju.

Uloha &.11: Prirodzené ¢islo b je viicsie ako jedna. Pre kladné reélne éislo a plati 1/a + 1/b > 1. Dokézte, Ze
nekone¢nd postupnost ¢isel |a], |2a],|3a],... obsahuje nekonecne vela celo¢iselnych mocnin ¢isla b.

Pozndmka: | x| predstavuje tzv. dolnii celi ¢ast z x, t. j. najvicsie celé ¢islo a s vlastnostou a < x.

Riesenie: (opravoval MiS4c)

V prvom rade si v§imnime, ze v zadani médme dolné ohranicenie pre ¢islo a, presnejsie a > 0. Z rovnice v zadani
ekvivalentnymi upravami prideme aj k hornému ohraniceniu a, a to

b 1
a<b—1_1+b71. (8)
Podmienky zo zadania modZeme teda preformulovat takto: Dané je prirodzené ¢islo b a kladné realne ¢islo a, pre
ktoré plati nerovnost (8). Pustime sa do dokazovania.
Najprv sa venujme pripadu 0 < a < 1. Oddvodnime si, ze v postupnosti |a|,|2a],|3a],... je kazdé prirodzené
¢islo. Nech by sa nejaké prirodzené ¢islo n v tejto postupnosti nenachadzalo. To znamend, ze uvedena (neklesajica)
postupnost ho ,,presko¢i“, teda pre nejaké prirodzené ¢isla k a k + 1 platia nerovnosti

ka<n a (k+1)a>n+1.

Avsak toto pre a < 1 nemdze nastat. Preto postupnost obsahuje vSetky prirodzené ¢isla a teda aj nekonecne vela
mocnin ¢isla b.
Teraz uvazujme, Ze plati

1
l<a<1+ o1
Ulohu dokéZeme sporom. Predpokladajme, Ze sa v postupnosti |a|, |2a], [3a], ... nachadza len kone¢ne vela mocnin
¢isla b. Oznac¢me n také prirodzené ¢islo, ze b™ a ani ziadna vysSia mocnina b sa v postupnosti uz nenachadza.
Potom pre nejaké po sebe idiice prirodzené ¢isla k a k + 1 platia nerovnosti

ka<bd® a (k+1)a>0b"+1.

Ak ste tak eSte neurobili, tak v tejto chvili vrelo odporaéam kreslit si obrézok (¢iselnt os a znazoriiovat si na nej
spominané ¢isla). Bude tak jednoduchsie sledovat zmysel niektorych na prvy pohlad magickych vypoctov. Vratme
sa k rieseniu.

Z uvedenych nerovnosti vyplyva, ze ked k ¢islu ka menSiemu ako b™ pripo¢itame a, tak toto ¢islo bude aspon b™ + 1.
To znamena, ¢isla ka a b™ nemodzu byt od seba vzdialené o viac ako a — 1, teda

b —ka<a-—1. 9)

Vidime, Ze ¢islo ka je pomerne blizko k ¢éislu ™. Vdaka tejto vlastnosti a podmienkam v zadani ukézeme, ze ked
zoberieme &islo bka, tak toto ¢islo bude dost blizko k &islu b"T!. Presnejsie povedané, zdévodnime si, Zze bka je
najvicsi nasobok ¢isla a, ktory je mensi ako b"*1. Na to ndm staci ukazat, ze 0 < b"+! — bka < a. Prva nerovnost
je zrejmé a druhd plati, lebo

bt — bka = b(b" — ka) < bla —1) < a,

pri¢om poslednd nerovnost vyplyva z podmienky v zadani (plati dokonca ostré nerovnost).
Kedze ¢len b™t! sa v postupnosti nenachidza, tak musi platit

(bk +1)a > bt 4+ 1.
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To ale znamen4, Ze ¢islo bka musi byt dost blizko k ¢islu b”+!, &ize podobne ako predtym musi platit
bt —bka < a—1. (10)

Vsimnime si nerovnosti (9) a (10). Dostali sme sa zo situécie pre b" do podobnej situacie pre b"*1. Takto modzeme
pokracovat aj dalej a dostaneme
b"? —b’ka < a—1.

Oznacme b" — ka = r. Vieme, ze r > 0. Opakovanim vysSie uvedeného postupu vo vSeobecnosti dostaneme pre
TubovoIné prirodzené &islo i vztah ‘ ‘ ‘
bt —b'ka = b'r <a-— 1. (11)

Kedze rb’ rastie exponencialne a b > 1, tak pre dost velké i dosiahne rb* hodnotu vicsiu ako a — 1. To ale nemoze
nastat kvoli nerovnosti (11). Dosli sme k hladanému sporu, ¢im sme vyriesili povodnt tlohu.

Pozndmka: Vsimnite si, Ze nas postup sa dal interpretovat aj trochu inak. Ak predpokladdme, Ze nejakd mocnina
b" sa v postupnosti nenachidza, tak opakovanim nasho postupu dostatoény pocet krat najdeme mocninu od nej
vy$siu, ktord sa v postupnosti uz nachddza. Z toho vyplyva, Ze sa v postupnosti nachddza nekonecéne vela mocnim
¢isla b.

Kedze ulohy kategérie GAMA nikto neriesil, vzorové rieSenia neuverejiiujeme.

Uloha &. 12: Na obrézku je nakreslenych 2n+1 priamok tak, e ziadne dve z nich nie st rovnobezné, Ziadne dve nie
st na seba kolmé a Ziadne tri neprechddzaju jednym bodom. Najviac kolko ostrouhlych trojuholnikov (v zavislosti
od n) moéze byt na obrazku?

Uloha &.13: Postupnost (a,,)%; je definovana rekurentne vztahmi

a] = 207
[ 30,

(py2 = 3apn41 — an pren > 1.
Najdite vsetky n, pre ktoré je 1 + 5aa,11 Stvorcom prirodzeného ¢&isla.

Uloha é&.14: Dany je kosostvorec ABCD s vpisanou kruznicou k. Vniitri uhla BAD mimo kosostvorca ABC D
lezi bod P. Rovnobezka s priamkou C'D prechadzajiica bodom P pretina priamku BC v bode K, rovnobezka s
priamkou BC' prechadzajica bodom P pretina priamku CD v bode L. Uvazujme z bodov K a L dotycnice ku
kruznici k rézne od priamok BC a C'D. Tieto dotycnice sa pretinaji v bode M. Dokazte, ze body A, M a P lezia
na priamke.

Vvsledkovi listina

kategoria ALFA, Bratislava

Por. | Meno Roé Skola ko, [1]2(3[|4|5|6|7|p | >
1. Kavicky Dusan 1. GJH BA 1 9171988 |2]4 117
2. Rabatin Branislav 1. GJH BA 2 9|8 81912 112
3. Gonda Tomas 1. Gamca BA 2 91916 9 109
4. Winczerova Barbora 1. SPMNDG BA | 2 7186|843 105
5. Petrucha Jaroslav 1. GMet BA 2 919 9|54 95
6. Hragka Peter 1. Gamca BA 2 816|819 9 94
7. Matejovicova Tatiana 1. Gamca BA 2 5 6|8 1 90
8. Kurdelova Alzbeta 1. GLN BA 1 |3]9]6 3 86
9. Pellerova Daniela 1. Gamca BA 3 5198 85
10. | Strakacova Jana 1. Gamca BA 2 7 7 3 81
11. | Smolik Milan 1. Gamca BA 3 718191419 80
12. | Bock Michal 1. Gamca BA 3 9171171410 79
13. | Hledik Michal 1. GJH BA 2 919(8[9[9|9|=x0| 78
13. | Smolik Michal 1. Gamca BA 3 717191919 78
15. Palenik Jakub 1. SPMNDG BA 2 6|5 81111 73
16. | Smolik Martin 1. Gamdca BA 3 617|164 60
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Por. | Meno Roé Skola k,[1[2[3]4][5][6[7][p]|>
17. | Kormanik Jan Michael 1. SPMNDG BA | 2 712 9 57 |
18. | Kossaczka Marta 1. Gamca BA 3 919 52
19. | Zitnansky Tomas 1. GJH BA 1 39
20. | Hadvab Peter 1. GCSL BA 1 38
21. | Steis Lukas 1. | SPMNDG BA | 2 36
22. | Jamrichova Lucia 1. SPMNDG BA | 2 22
23. | Krajcovic Matej 1. GJH BA 2 19
24. | Krajcovi¢ Michal 1. GJH BA 2 18
25. | Stofova Gabriela 1. SPMNDG BA | 1 10
26. | Holikova Zuzana, 1. GCSL BA 2 3

kategéria ALFA, zapad
Por. | Meno Roé Skola ko, |1]2|3 5 7TIip| >
1. Glonc¢ék Vladan 1. GLS TN 1 21619 4 94
2. Kutny Milos 1. GPar NR 1 91916 4 1 91
3. Cibulka Samuel 1. GAV LV 2 416 4 1 85
4. Ockay Stefan 1. GParNR | 1 | 396 0 2 80
5. Tunova Anna 1. GPar NR 2 714 4 1 68
6. Horvath Matas 1. GParNR | 1 |49 |4 4 1 65
7. Kovacova Milada 1. GCM NR | 2 9 57
7. Sitkey Matus 3. GGolNR | 3 6 7 1 57
9. Pudek Samuel 1. GILS TN 113 40
10. | Choongeun Park 1. SJG KN 1 22
11. | Szabé Toméas 2. GAV LV 3 18
12. | Istvan Mério 1. GKom PE | 1 16
kategoria ALFA, stred
Por. | Meno Roé Skola k,, 2|/3|4|5|6 |7 >
1. Macko Vladimir 1. GLS ZV 2 91671191919 121
2. Komanova Kristina 1. GAS BB 2 41681922 109
3. Nociarovéa Jela 1. GBST LC 2 916 4 8 94
4. Benesova Katarina 1. GAS BB 2 516 51213 91
5. Surovcik Juraj 1. GPOH DK 2 6|5 9191 83
6. Santer Martin 1. GMH Trstend | 2 91918 3 75
7. | Subjak Jan 1. GPOH DK 2 6|6 4 2 71
8. Bahyl Jakub 1. GVar ZA 1 716 1 70
9. Hraskové Veronika 1. GBST LC 1 30
10. | Neradny Matej 2. GJGT BB 3 9
11. | KubiSova Barbora 2. GJGT BB 3 510 5
12. | MeloSova Veronika 1. GJCh BR 2 4
kategoria ALFA, vychod
Por. | Meno Roé Skola ko, 213|456 |7 |p| >
1. Vodicka Martin 1. GAlej KE | 3 919191919 135
2. Fickova Klara 2. GPos KE | 3 91819119 119
2. Safin Jakub 1. GPH MI 2 7171919122 119
4. Hanzely Filip 1. GAP SB 2 716 416 |2 105
5. Semanisinova Denisa 1. GAlej KE | 3 914130 85
6. Pistrakova Alexandra 1. GPos KE 2 714 48
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Por. | Meno Roé. Skola | k, 3[4 7 )
7. | Tokarova Natalia 1. | GIAR PO | 2 6 45 |

8. Hlavacik Matus 1. GAlej KE | 3 35

9. Kolvekova Veronika 1. GPos KE | 2 26

10. | Motesicky Jan 2 GDax VT | 2 12

Vysledkova listina
kategoria BETA

Por. | Meno Roé& Skola k, | ks 6[7[8]9[10]11 s [ )
1. Vodicka Martin 1. GAlej KE 3 1 919/1919]919 45 | 135
2. Bachraty Martin 4. GVO ZA 12 1 9 919191919 45 | 134
3. Kukan Marek 4. Gamca BA 8 4 919181919 44 | 132
4. Hornak Marian 2. GPar NR 5 2 9191919 9 45 | 131
5. Kossaczky Pavol 4. Gamca BA 7 2 9191919 9 45 | 130
6. Hagara Michal 4. GJH BA 111 9 919181919 44 | 129
7. Phuong Mariana 3. GJH BA 7 2 919191919 45 | 127
8. Csiba Dominik 3. SPMNDG BA | 8 3 8191919 36 | 121
8. Chlebikova Andrea 3. Brighton UK 7 3 9191919 40 | 121
10. | Balog Matej 3. Gamca BA 6 1 919|198 35 | 115
11. | Hama$ Matej 3. Gamca BA 4 0 919|718 37 | 111
12. | Barandok Peter 3. Gamda BA 4 0 6|9 6 30 | 109
12. | Galovicova Sona 2. GVO ZA 6 1 919 9 1 28 | 109
12. | Le Tuan Anh 3. Gamda BA 9 3 618|591 29 | 109
12. Santer Jakub 3. GMH Trstena | 7 2 9191918 35 | 109
16. | Karéaskova Natélia 3. GJH BA 10 | 8 91919 27 | 108
16. | Pellerova Daniela 1. Gamda BA 3 0 918|618 36 | 108
16. Szabados Viktor 3. Gamca BA 9 3 918|592 33 | 108
19. Klembarova Barbora 2. GKuk PP 5 1 9191981 36 | 107
19. | Kopf Michal 2. Opava CR 5 1 919191618 41 | 107
21. | Kozdk Andrej 3. Gamca BA 9 3 919191911 37 | 104
22. | Dupej Peter 2. GJAR PO 4 0 912|198 1 32 | 102
22. | Hlavata Martina 3. Gamca BA 8 2 614|717 24 | 102
24. | Koneény Jakub 4. Gamca BA 12 | 8 919 91|38 35 | 101
25. | Kossaczka Marta, 1. Gamca BA 3 1 91919819 44 | 100
26. | Téth Michal 2. GJH BA 5 1 9139|871 36 | 99
27. | Kovaé Ondrej 3. GCM NR 8 3 9181919 35| 98
28. Sabatovi¢ova Linda 3. GJH BA 7 1 9191917 34 | 97
29. | Midlik Adam 4. GJAR PO 9 4 919|719 34 | 96
30. | Jasencakova Katarina 2. GVO ZA 6 1 914]19]|8 2 32| 92
31. Gurican Pavol 3. GJH BA 8 3 41919 22 | 91
31. | Zidek Augustin 2. Frydlant CR 5 1 69|28 1 26 | 91
33. | Safin Jakub 1. GPH MI 2 10 2|2 910 22 | 90
34. Sormanova Méaria 3. SPMNDG BA | 6 1 91919 27 | 88
35. | Fagulova Kristina 2. GPos KE 6 1 913 |7]171]1410 30 | 87
35. | Marecakova Barbora 2. GKuk PP 5 1 8|1|6|8]|4 27 | 87
37. | Fickova Klara 2. GPos KE 3 0 119 19 | 85
37. | Floridnova Michaela 4. GJH BA 8 0 919|114 23 | 85
37. | Komanovéa Kristina 1. GAS BB 2 0 21212 5 20 | 85
37. | Langer Tomas 2. GJH BA 5 1 9112|7182 28 | 85
37. | Téth Rébert 4. GAlej KE 6 1 0| 8
42. | Baxova Zuzana 2. GLS TN 5 1 9 912 22 | 84
43. Belanova Michaela 2. SPMNDG BA | 5 1 9 7 20 | 80
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Por. | Meno Roé& Skola k, [ ks [5]6]7]8 1011 s [ >
43. | Peit]l Tomas 4. SPMNDG BA | 10 | 4 519 9 32 | 80 |
43. | Vecerik Matej 3. SPMNDG BA | 8 3 1198 9 26 | 80
46. | FarSang Stefan 3. SJG KN 6 2 919 |7 25 | 73
47. | Svancara Patrik 2. GLS TN 410159 14|71
48. | Bogar Jan 4. GLS TN 10| 3 410 4 |70
48. | Machad Juraj 3. GJH BA 5 012]6]1 9 | 70
50. | Rabatin Branislav 1. GJH BA 2 0 |8]19]2 19 | 68
51. | Kosec Peter 2. GLS TN 5 1 0 | 67
52. | Winczerova Barbora 1. SPMNDG BA | 2 0 |8|4|3]2 17 | 64
53. | Koprda Pavol 2. GAM TT 5 1 0 | 61
54. | Danildkovd Monika 2. GJAR PO 4 0 0 | 58
55. | Hozza Jan 3. GJH BA 7 5 0 | 54
56. | Vlcek Andrej 2. EvSS LM 5 1 0 | 53
57. | Styrakova Kamila 4. GPOH DK 10| 3 0 | 49
58. | Halajova Barbora 2. GVO ZA 6 1 0 | 47
58. | Kubincova Petra 3. SPMNDG BA | 7 1 0 | 47
60. | Gonda Tomas 1. Gamca BA 2 0 9 9 | 42
61. | Anderle Michal 3. GBST LC 5 0 0 | 40
61. | Dunikova Katarina 4. GVO ZA 6 0 0 | 40
63. | Kmefova Katarina 2. GKuk PP 5 1 0 | 38
64. | Santrovad Adriana 2. GMH Trstena | 4 0|4 2 7 132
65. | Jakubik Jan 3. SPSE PN 6 013 2 6 | 29
65. | Vlachynska Petra 2. GBil BA 4 0 0 |29
67. | Sladek Filip 4. GAB NO 8 8 0 | 28
68. | Kopcova Monika 3. Gamca BA 4 0 0 |27
69. | Masar Juraj 3. GJH BA 6 1 0 |25
69. | Rigdova Emilia 4. GKuk PP 7 1 0 |25
71. | Mészarosova Lucia 3. GGol NR 4 0 0|21
71. | Szabd Tomas 2. GAV LV 3 0 0|21
73. | Simkova Maria 4. GJF Sala 4 0 0 |17
74. Bualik Martin 3. GJGT BB 4 0 9101 10 | 12
75. | Makuch Matej 3. GJGT BB 4 0 8011 9 | 11
76. | Lehotsky Juraj 3. GJGT BB 4 019 1 10 | 10
76. | Leitner Matej 3. GJGT BB 4 019 1 10 | 10
76. | Neradny Matej 2. GJGT BB 3 0 0 |10
79. | Kastan Marek 3. GJGT BB 4 0 8011 9 9
79. | Majdi§ Mojmir 4. GPOH DK 7 1 0] 9
81. | Dragosek Joel 3. GJGT BB 4 0 |6]0]1 77
82. | Kubisova Barbora 2. GJGT BB 3 0 [51]0 51 6
83. | Cernak Adam 3. GJGT BB 4 0 |4]0]1 5| 5
83. | Resutik Peter 3. GJGT BB 4 0 |4]0]1 5| 5
85. | Koroncziova Dominika 3. GJGT BB 4 0 [3]0]1 4 | 4
85. | Plocekova Andrea 3. GPdC PN 4 0 0 4
87. | Lami Vincent 4. SJG KN 6 3 0] 3
88. | Makk Jakub 3. GJGT BB 4 0 011 1 1
89. Melosova Veronika 1. GJCh BR 2 0 0 0
Vysledkova listina
kategoria GAMA

Por. | Meno Roé. | Skola [10[11[12[13[14[p | )

1. Bachraty Martin 4. GVOZA | 9 9 146

Hagara Michal 4. GJHBA | 9 9 126
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Por. | Meno Ro¢ Skola 10111213 [14]p| >
3. | Hornak Marian | 2. GPar NR 9 86 |
4. Kukan Marek 4. Gamca BA 9 9 126
5. Santer Jakub 3. GMH Trstena 53
6. Sladek Filip 4. GAB NO 176
7. Safin Jakub 1. GPH MI 9 0 26

Projekt ¢. LPP-0103-09 je rieSeny s finan¢nou podporou Agentiry na podporu vyskumu a vyvoja.



