Vzorové rieSenia 1. série letnej casti KMS 2010/2011

Uloha &.1: Nijdite vsetky kladné celociselné nasobky &isla 6, ktoré maju prave 6 kladnych delitelov (vratane
¢isla 1 a samotného Cisla). Nezabudnite dokézat, Ze ste ich nasli naozaj vSetky.

RieSenie: (opravoval Kubman)

Ak nevieme, ako k novému prikladu pristupovat, je dobré zacat pokusmi na konkrétnych éislach. Zaujimaji néas
nasobky Sestky, ktord ma Styri delitele: 1, 2, 3 a 6. Nevyhovuje podmienke, Ze m4 prave Sest delitelov. (Nabuduce
uz budeme pisat len ,nevyhovuje podmienke“.) Dalsi nasobok sestky, ¢islo 12, m4 delitele 1, 2, 3, 4, 6 a 12, ktorych
je prave Sest. Nasgli sme prvé vyhovujtce &slo. Dalej, &islo 18 m4 tieZ Sest delitelov, a to 1, 2, 3, 6, 9 a 18. Mame
teda dalsie ¢islo, ktoré vyhovuje podmienke. Ak by sme skusali dalej, pocty delitelov buda stéle iba rast. Riesenim
su preto ¢isla 12 a 18.

Aby sme mohli vyhlésit, Ze sme nasli vSetky rieSenia, musime dokézat, ze ostatné nasobky Sestky maju viac delitelov.
To, kolko mé ¢islo delitelov, zavisi od jeho prvoéiselného rozkladu. Sestka mé vo svojom rozklade ¢éisla 2 a 3, o st
spolu s 1 a 6 $tyri delitele. Ak by bolo v rozklade Sestky nejaké dalsie prvocislo p, s nim by sa pocet delitelov zvysil
na pét. Netreba ale zabudnuf aj na delitele 2p a 3p. Dokopy by delitelov bolo minimélne sedem. Este by sa mohlo
stat, Ze v prvociselnom rozklade by bolo viac dvojok alebo trojok. V tom pripade tiez rychlo zistime, ze delitelov
je privela. (To, preco je ich privela, si premyslite sami.) To znamend, %e naSe rieSenia st naozaj jediné.
Pozndmka: Pocet delitelov vSeobecne: Ak by vam tieto dévody nestadili, alebo chcete vediet viac, tak sa pozrime
na to, kolko delitelov ma ¢islo n = pi* - pg2 - - - Py Najprv si vysvetlime, ¢o tento zapis znamend. Toto ¢islo ma
k prvociselnych delitelov. Prvodéislo p; je prvé prvocislo v rozklade a pj posledné. Mozeme ich zoradit napriklad
podla velkosti. Potom a; urcuje, kolkokrat sa v rozklade prvodislo p; nachadza. Napriklad ¢islo 180 by sme takto
zapisali ako 22 -32 .51,

Aby sme dostali delitela ¢isla n, musime vybraf niektoré ¢isla z jeho prvoéiselného rozkladu v nejakom pocte
a navzijom ich vynasobif. Pri kazdom prvodisle p; si mdzeme vybrat, kolkokrat ho do rozkladu delitela ddme.

Mozeme ho tam nedat, dat raz, dvakrat, ..., az a;-krat. To je a; + 1 moznosti pre i-te prvodéislo. Ak tieto moznosti
pre jednotlivé prvodéisla vyndsobime, dostaneme pocet moznosti pre konstrukciu delitela ¢&isla n, ktorych je (a3 +
1)-(az+1)----- (ar +1).

Tento navod je dost zloZity, preto si ho ukdZeme na priklade. V pripade nasej Sestky to bude vyzerat nasledovne:
6 = 2! . 3! a pocet jej delitelov je (1 +1)- (1 +1) = 2-2 = 4. Ak Sestku vynasobime prvoéislom p, dostaneme
6p = 21 - 31 - p! a pocet delitelov nového éisla je (1+1)-(1+1)-(1+1)=2-2-2 = 8. Z toho vidno, Ze ak chceme
najst ¢islo vyhovujice podmienke zo zadania, inym prvocislom ako 2 a 3 Sestku ndsobit nemdZzeme. So zvySnymi
pripadmi sa mozete pohrat sami, nech vAm neberieme vsetku radost :-) .

Uloha &.2: Plian mesta Koctirkovo je znazorneny na obrazku a). Mesto ma 6 krizovatiek a 12 ciest. Starosta
mesta nariadil zjednodusit preméavku tym, Ze sa z kazdej cesty stane jednosmerna. Zdroveri ma poziadavku, aby
sa z Iubovolnej krizovatky dalo dostat do Iubovolnej inej pouzitim najviac dvoch ciest. Je takéto nariadenie mozné
v Koctirkove uskutoc¢nit? Je takéto nariadenie mozné uskutoc¢nit v dedine Mackovce, ktorej plan je na obrazku b)?
Mackovce majua 8 krizovatiek a 16 ciest medzi nimi.

Riesenie: (opravoval Mojo a Ondro)
Sme velmi radi, ze ndm prisiel velky pocet spravnych rieSeni. Ale teraz uz k veci. Samotné rieSenie si rozdelime
na dve casti: Koctrkovo a Mackovce.
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a) V meste Kocirkovo sa dané nariadenie moze uskutoénit. Dokonca existuje viacero moznosti. Jedna z nich je
znazornend na prvom obrazku zlava.

b) Dopravna situicia v dedine Mackovce je uz o ¢osi horsia. Vicsina z vas po niekolkych netspesnych pokusoch
napasovat jednosmerky do planu zistila, ze vyplnif takéto nariadenie je dokonca nemozné. Preco?

UkéZzeme si jeden z mnohych dokazov. Na zaciatok si krizovatky v Mackovciach pre sprehladnenie rieSenia
pomenujme: A, B, C, D, E, F, G, H (obrazok v strede). Z krizovatky A do krizovatky C existuju 2 cesty:
cez krizovatku B alebo cez D. Bez ujmy na vSeobecnosti si vyberieme moznost cez krizovatku B. Potom vSak
z C do A existuje len jedind cesta, a to cez D. (Vidime to na prostrednom obréazku.) Takisto z A do H existuje
jedina cesta: cez krizovatku F. VSimnime si aj, ze z krizovatky D do krizovatky G existuje len jedna cesta,
a to cez krizovatku H. Teraz vSak vieme s istotou povedat, ze z H do A cesta, ktora splia nase poziadavky,
neexistuje. (Rozmyslite si preco, pomdct moze obrazok vpravo.) Preto nariadenie starostu v Mackovciach nie

7NN
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Komentar: V rieseni sme pouZili frazu ”Bez ujmy na vSeobecnosti”. Tato fraza je v matematike ¢asto pouzivana,
ak mame rozobrat niekolko moznosti, ktorych dokaz je analogicky (to znamend, %e sa robi rovnakym sposobom).
Treba si vSak dat pozor, ¢i st tieto moznosti naozaj rovnocenné a v pripadoch, kde to nie je plne jasné, to aj
zdovodnit.

Uloha ¢&. 3: Dokazte, ze pre kazdé prirodzené ¢islo n sa v desiatkovom zéapise aspori jedného z ¢isel n a 3n vyskytuje
cifra 1, 2 alebo 9.

Pozndmka: V prvom rade si treba ujasnit, ze nulu nerdtame ako prirodzené ¢islo. Ak éno, tak 0 ani 3-0 neobsahuje
ani jednu z hladanych cifier, a to by bol potom velmi lahky priklad :-)

Riesenie: (opravovala Kika a Majka)

Cisla, ktoré v desiatkovom zapise zacinaju zlava cifrou 1, 2 alebo 9, st v poriadku, teda spliiaji podmienku zo
zadania a netreba ni¢ dalej dokazovat. Pozrime sa na také éisla, ktoré zacinaji zlava ciframi 3 az 8. Ked sa
s takymito ¢islami chvilku pohrame, mozeme si v8§imnit, Ze ich trojnasobky za¢inaji ciframi 9 (¢isla od 30...0 po
33...3), 1 (¢isla od 33...34 po 66...6) alebo 2 (¢isla od 66...67 po 89...9). Ci toto pravidlo naozaj funguje,
overime nasledovnym sposobom. V§imajme si len i-ciferné ¢isla. Trojnasobok ¢isla 30...0 zacdina cifrou 9 a ma ¢
cifier. Trojnasobok ¢isla 33...3 zaéina tiez cifrou 9 a ma i cifier. VSetky ¢isla od 30...0 po 33...3 budua preto
zacinat cifrou 9. (Rozmyslite si to.) Podobne mozeme ukdzat, Ze ¢isla od 33...34 po 66...6 maja ¢ + 1 cifier
a zafinaju jednotkou. (Trojndsobok 33...34 je 10...02 a trojnasobok 66...6 je 19...98.) Ako je to s poslednou
skupinou ¢isiel, nechavame na pozorného ¢itatela.

Komentéar: Vela rieSeni zakoplo na dokaze toho, Ze pri nésobeni ¢isla n trojkou bude pri nésobeni jednotlivych
cifier prechod cez desiatku (do vysSieho rddu) maximélne 2. Vysvetlenia z vaSich rieSeni boli napriklad takéto:
maximélny prechod cez desiatku dosiahneme, ak vynasobime 3-9 = 27, teda 2. To v8ak nemusi byt celkom pravda.
Ved pri cifre 6 sa tiei na prvy pohlad zdzi Ze jej prispevok v prechode cez desiatku bude iba 1 (lebo 3:-6= 18). Ale
cez desiatku by bol 3 kvéli tomu, ze k samotnému nasobenlu 3 - 9 pripoc¢itam prispevok z predoslého radu?
Nemohlo, pretoze ,prispevok z predoslého rddu“ by musel byt aspon 3. Tato trojka by sa potom mohla zaritat
dalej (3 -9+ 3 = 30), ale ako by vznikla? Z poslednej cifry (rddu 1) urcite nie. Na to je dobry argument z vasich
rieSeni. Ak by aj predosla cifra (rddu 10) bola 9, tak 3 -9 4+ 2 = 29, prechod do dalSej desiatky je opit iba 2
Prechod hodnoty 3 by sa mohol $irit, keby vznikol, ale on vzniknif nemoze. Toto zdévodnenie chybalo v mnohych
rieSeniach. Dalo sa mu elegantne vyhnut tak, Ze ¢isla n obsahujtce 9 sme zahodili, lebo zadaniu vyhovuju a netreba
ich nasobit. Potom bude najviicsia cifra 8 a pri nej je uz jedno, ¢ sa niekedy pritrafi prechod cez desiatku 3, pretoze
sa hned ,strati®.

Uloha é&.4: Prvych 6 ¢lenov postupnosti sii ¢isla 0,1,2,3,4,5 v tomto poradi. Kazdy dalsi ¢len postupnosti je
poslednd cifra sictu predchadzajiicich Siestich ¢lenov (siedmy ¢len postupnosti je teda 5, 6smy ¢len je 0, a tak
dalej). Méze sa v tejto postupnosti vyskytovat pét po sebe idicich ¢isel 1,3,5,7,97



KMS 2010/2011 1. séria letnej Casti 3

Riesenie: (opravoval JeFo a Marek)

Najskor sa pozrime na to, ako ¢isla v postupnosti vznikaji. Séitame Sest po sebe idtcich éisiel a z tohto stdtu
zoberieme poslednt cifru. Pre potreby tohoto prikladu budeme pisat 0+1+2+3+4+5 = 5. (Aj ked vSetci dobre
vieme, Ze ten sucet je rovny pétnast.)

Po chvili skisania, ked sme si vypisali prvych $tyridsatsedem ¢lenov tejto postupnosti, sme nenasli hfadant péticu
¢isiel. Asi nadisiel cas skusit to nejako inak. Ale ako?

Pozrime sa najskor na péticu zo zadania. Po chvili skimania si vS§imneme, ze ¢isla 1,3,5,7,9 st vSetky neparne,
pri¢om na zaciatku postupnosti 0,1, 2,3, 4,5 sa striedaji parne a neparne &isla. To vyzerd dost podozrivo, skisme
to nejako vyuzit. Pozrime sa na to, ako vznikd dalsie ¢islo z predchédzajucich. Siedme éislo vznikne ako sucet
prvych Siestich (0+1+2+3+4+5 =5), 6sme vznikne ako stéet druhého az siedmeho (1+2+3+4+5+5=0),
atd. Vsimnime si, Ze dve po sebe idice éisla sa liSia len v tom, Ze zo suctu, z ktorého sme ich dostali, vypadlo
jedno ¢islo zo zaciatku a pribudlo jedno na konci. Pitica 1 + 2 4+ 3 4+ 4 4+ 5 sa nezmenila. Teda ésme ¢islo je siedme
¢islo plus Sieste plus ... plus druhé ¢&islo. To sa d4 zapisat aj ako siedme ¢&islo plus siedme ¢islo minus prvé éislo
(54+45—0=2-5—0=0). Takto pekne to bude fungovat aj dalej. (Overte si to.) VSeobecne zapisané,

Ap+1 = Qp + (an - an—5)7

kde ay, je k-te ¢islo v postupnosti. Ked sa pozrieme na paritu vznikajicich ¢isiel (tzn. ¢ st parne alebo nepérne),
zistime, Ze bude zéavisiet len od ¢&isla, ktoré ,vypadne“. Je tam totiz dvakrat ¢islo a,,, a 2a, je vzdy parne, minus
yypadavajuce“ ¢islo, ¢o nam spolu da rovnaki paritu ako ma ,vypadavajuce“ c¢islo. Je to preto, Ze parne minus
parne je parne a parne minus neparne je neparne.

Teraz sa na celé rieSenie pozrime pekne od zaciatku. Siedmy ¢len bude 5. Potom vypadne 0 (parna), ¢o ndm da 6smy
¢len 0 (pérna), dalej vypadne 1 (nepdrna) a dostaneme deviaty ¢len 9 (neparna), atd. KedZze prvych Sest ¢lenov
postupnosti je striedavo parnych aj neparnych, tak aj dalSie ¢isla musia byt striedavo parne a nepéarne. Pozor si
treba dat eSte na siedmy ¢len postupnosti, ktory bude neparny a trochu ndm to pokazi. (Siedmy ¢len je neparny,
lebo pri jeho vznikani sme e$te nevyhodili ziadne ¢&islo). Cisla v nasej postupnosti sa budi opakovat v sedmiciach
tvaru P, N, P, N, P, N, N, kde P je parne a N je neparne &islo. Preto sa nikdy nemoze staf, ze by sa medzi
¢islami vyskytla pética neparnych po sebe iducich ¢éisiel 1,3,5,7,9.

Iné riesenie:

(Pre narocnejsieho divaka.) Uvedomme si najskor, Ze postupnost zo zadania je periodickd. Ak pozname jej Tu-
bovolnt Sestélenni podpostupnost, vieme jednoznaéne ur¢it nielen nasledujuici ¢len, ale aj predosly (ak existuje).
Z toho vyplyva, Ze ak sa nejaka Sestélennéd podpostupnost zopakuje, cely isek medzi rovnakymi Sesticami sa bude
periodicky opakovat. Kedze je moznych podpostupnosti koneéne vela (10°), niektora sa zopakovat musi.

Mohli by sme si vypisat niekolko prvych ¢lenov a dufat, Ze sa ¢oskoro zaénii opakovat. V tomto pripade to nanestastie
tak Tahko nepdjde.

¢lenov nasej postupnosti.

Vytvorme si pomocnii postupnost zvySkov ¢lenov pévodne]j postupnosti po deleni dvomi. Dostaneme postupnost ntl
a jednotiek zacéinajucu Sesticou 0,1,0,1,0,1. Pre tato postupnost tiez plati, ze kazdy ¢len (okrem prvych Siestich)
zavisi iba od predoslych Siestich ¢lenov. (Konkrétne, je nim zvySok ich saétu po deleni dvomi.) Toto plati, lebo
parita suctu niekolkych ¢isel zavisi len od parit jednotlivych s¢itancov.

Vieme, Ze keby sa v povodnej postupnosti nachadzala podpostupnost 1,3,5,7,9, musela by v naej pomocnej po-
stupnosti byt podpostupnost 1,1, 1,1, 1. Pomohlo ndm to? Uréite 4no, pretoZe peridda nasej pomocnej postupnosti
je vo vieobecnosti ovela mensia, zhora ju vieme odhadntt ¢islom 26, ¢o nie je vela.

Po vypisani prvych 13 ¢lenov zistime, Ze jej peridéda je len 7, a nikde sa tam nenachddza podpostupnost 1,1,1,1, 1.
Preto v postupnosti zo zadania isto nie st ¢isla 1,3,5,7,9 za sebou.

Uloha ¢&.5: Ciselnym trojuholnikom nazveme utvar zloZeny z prirodzenych c¢isel, ktory ma tvar trojuholnika.
V prvom riadku é&iselného trojuholnika je n ¢isel, kde n je prirodzené éislo. Toto &islo n je zaroveri dlzkou strany
¢iselného trojuholnika. Ciselny trojuhonik so stranou n méa n riadkov, pricom v i-tom riadku je n —i+1 ¢isel. Cisla
v dvoch po sebe iducich riadkoch i a i 4+ 1 st umiestnené tak, ze pod kazdou dvojicou cisel v i-tom riadku je ¢islo
v (i + 1)-vom riadku. Ciselny trojuholnik volame podivny, ak plati:

e cisla, ktoré ho tvoria, stt navzajom rozne prirodzené cisla,
e pod kazdou dvojicou susednych c¢isel v riadku i je cislo v riadku i + 1, ktoré je podielom vécsieho a mensieho
¢isla z danej dvojice. Toto plati pre vietky 1 < i < n, kde n je dlzka strany ¢&iselného trojuholnika.

Napriklad ¢iselny trojuholnik na nasledujiicom obrazku je podivny.

2184 7
4 12
3

1zvysok po deleni dvomi
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Najvicsie ¢islo v podivnom ¢iselnom trojuholniku nazveme uzasné. Najdite &iselny trojuholnik s dlzkou strany
4, ktorého tiZzasné ¢islo je ¢o najmensie. Dokazte, Ze neexistuje Ciselny trojuholnik s dlzkou strany 4 a s mensim
uzasnym cislom, ako ste nasli.

Riesenie: (opravovala Katka a Palo)

V tejto lohe je v prvom rade délezité uvedomit si, ze v podivnom trojuholniku s dzkou strany aspoii dva neméoze
byt &islo jedna. Ak by totiz bola jednotka vo vrchnom riadku, tak éisla vedla nej a pod niou by museli byt zhodné.
Ak by bola v inom riadku, tak dve ¢éisla nad fiou by museli byt zhodné. Z toho vyplyva, Ze i v naSom pripade (teda
v trojuholniku so stranou 4), nesmie byt ¢islo 1.

Oznacme si najspodnejsie ¢islo ako a. Nad nim st dve ¢isla — b a ab, lebo a vzniklo delenim éisla ab ¢islom b.
Takisto nad ¢islom ab st dve ¢isla — ¢ a abc. Rovnako v najvrchnejSom riadku mame nad ¢islom abc ¢isla d a abed.
Vidime, ze v nasom trojuholniku mame ¢islo v tvare stc¢inu inych Styroch c¢isel v trojuholniku. Toto ¢islo nemusi
byt #Zasné (najvicsie), ale 4Zasné Cislo v nasom trojuholniku je od neho viicsie alebo rovné.

Vsimnime si, Ze ¢islo abed nemodze byt lubovolne malé. KedZe a, b, ¢, d st rozne ¢isla v trojuholniku, tak ich stcin
je minimalny prave vtedy, ked zvolime a, b, ¢, d ako najmensie mozné. Ziadne z nich nie je 1, to sme si uz ukazali.
TakZe ¢islo abed je najmensie prave vtedy, ked &isla a, b, ¢, d st 2,3,4,5 (nemusia byt v tomto poradi). Vtedy je
sucin abed rovny 120.

aj dzasné ¢islo v podivnom trojuholniku so stranou dlzky styri je aspori 120. My by sme chceli najst podivny
trojuholnik, kde je #Zasné€ Cislo ¢o najmensie. Idealne by bolo, keby sme nasli taky trojuholnik, kde je @Zasné ¢islo
naozaj 120, pretoze uz mame dokazané, Ze neexistuje podivny trojuholnik so stranou dlzky $tyri s mensim uZasngm
¢islom. Takyto trojuholnik uréite zvladnete najst aj sami a viiéSina z vés to v rieSeniach zvladla velmi dobre.

Uloha &. 6: Pre redlne ¢isla a, b, c plati (a+ b+ c)c < 0. Dokazte, e potom m4 rovnica ax? + bx +c = 0 dve rézne
realne riesenia.
Pomécka: staci dokazat, Ze b> > 4ac.

RieSenie: (opravoval Bebe)
Zabudnime na chvilku na to, ¢o musime dokdzat a pozrime sa na to, ¢o méme zadané. Podla zadania mé platit

(a+b+c)c<O.

Téato nerovnost znamend, ze moze nastat jeden z dvoch pripadov:
a) ¢>0azdrovena+b+c<0
b) ¢ <0 aziroven a+b+c>0

Zamerajme sa najskor na prvy z pripadov. V nerovnosti ndm vystupuju tri premenné. O jednej z nich sme si uz
spravili nejaky obraz (o znamienku pri ¢). Ak by sme nejako upresnili aj zvy$né dve, mohlo by ndm to pomdct.
Nech najskor a > 0. KedZze aj ¢ > 0 a zaroveni a+b+c < 0, tak b musi byt zdporné a navyse —b > a+c. (Rozmyslite
si, preco.) Po umocneni tohoto vzfahu? dostavame

b’ > (a+c)* = 2ac+a® + 2

Ak by sa nam podarilo ukazat, ze a? + c? > 2ac, tak by sme dokézali aj nerovnost v zadani (b > 4ac)3. Vieme, zZe
druha mocnina Iubovolného éisla je nezdpornd, a preto

0§(a—c)2:—2ac+a2+02 & 2ac < a® + 2.

TakZe celkovo b2 > 2ac + a? + ¢2 > 4ac, ¢o sme chceli dokazat.

Ak a < 0, tak o znamienku b nevieme povedat ni¢. AvSak spojenim a < 0 a ¢ > 0 mame 0 > ac, a preto aj 0 > 4ac.
To uz vyzera velmi dobre. Pretoze druhd mocnina je nezadporna, mame b2 > 0 > 4ac, ¢o bolo potrebné ukazat.
Rovnaky argument plati, aj ked a = 0, lebo b > 0 = 4ac. Ostra nerovnost neplati, iba ak b = 0. V tom pripade
0> a+ b+ c=c. Ale zaroven vieme, ze ¢ > 0, ¢o je spor, a teda tento pripad nemoze nastat. T{1 pozornejsi z vas
si v8imli, ze ak a = 0, naSa rovnica sa redukuje na bx + ¢ = 0. Tato rovnica v8ak nemodze mat dve roézne realne
rieSenia.

Ostéva nam este rozobrat pripad b). Av8ak verim, Ze ak ste pochopili pointu prvej éasti, zvladnete sa popasovat aj
s tou druhou.

Iné rieSenie:

V tomto rieseni sa dostaneme k dokazovanej nerovnosti z pociatocnej ekvivalentnymi tpravami. Na spomenutie
ekvivalentnosti Gprav netreba zabudat, lebo potom vysledok nemusi byt platny a body ida dole. Dokazovani

2je dolezité si uvedomit, Ze na oboch stranach vystupuja kladné ¢isla, tym paddom mézeme obe strany umocnif
3Nerovnost v poznamke v zadani vyjadruje, ze diskriminant kvadratickej rovnice az? + bz + ¢ = 0 je kladny. V takom pripade ma
kvadratickd rovnica dve roézne realne riesenia, ktoré maju tvar z1,2 = (—b+ Vb2 — 4ac)/2a
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nerovnost vieme ekvivalentne prepisat ako b? — 4ac > 0. KedZe tieto &leny v pociatocnej nerovnosti nevystupuj,
pokiusime sa ich vyrobit.

0 > clatbt+c)=catcb+c® /-4
0 > 4ca+ 4cb+ 4c? / — 4ac
—4ac > 4cb+ 4c? /+ b
b> —dac > b* + 4be + 4c?

Na lavej strane vystupuje dokazovand nerovnost, takze ak dokdzeme nezapornost pravej, sme hotovi. Ale to je
Tahké, pretoze b* + 4bc + 4c* = (b + 2¢)? > 0.

Iné rieSenie:

V poslednom rieseni, uréenom najméi pre fajnSmekrov, spomenieme uz iba jeho myslienku. Zabudnime na vztah
b2 > 4ac a dokdzme priamo, Ze rovnica ma dve roézne redlne riesenia. Oznacéme funkéntt hodnotu nasej rovnice
v bode z ako Q(z) = ax? +bx +c. Potom Q(0) = ca Q(1) = a+b+c. Z toho, Ze c(a+b+c) < 0, vieme dokazat, Ze
graf funkcie Q(x) pretina z-ovi os. Tym padom existuje redlne rieSenie. AvSak vzhladom na to, Zze Q(z) nadobtda
aj kladné aj zaporné hodnoty, musi existovat aj dalSie redlne rieSenie, ktoré je od prvého rozne. Viete preco?

Uloha &. 7: Misa¢ ma dva nové balicky kariet. V prvom balicku je 2011 bielych kariet a v druhom 2011 &ervenych
kariet (okrem uvedenych uz ziadne dalSie karty MiSa¢ nem4). Misa¢ si vymyslel hru a pozval k sebe 2011 Iudi, aby
si ju zahrali. Najprv hracov posadil do kruhu za svoj stol. Potom rozdal kazdému hracovi prave dve karty a zacal
vysvetlovat pravidla. Hra sa deli na kold. V kazdom kole vsetci hraci naraz posunt dolava jednu kartu podla
pravidla: ak hra¢ mé na ruke aspori jednu Cervenu kartu, tak posunie dolava jednu derventi kartu, inak posunie
dolava bielu kartu. Hra kondci, ak ma kazdy na ruke jednu bielu a jednu Cervent kartu.

Misdca zaujima, ako ma rozdat karty, aby mala hra ¢o najviac kol. Uvedte sposob, ako takto rozdat karty a tiez
pocet kol najdlh3ej moznej hry. (Treba tiez samozrejme dokédzat, ze dlhsie hra trvat nemdéze.)

RieSenie: (opravovala Katka :P)
dervend karta bude odteraz C a biela B. Na zaciatku, ked si parkrat vyskisame ako funguje podévanie kariet,
pokojne aj na mensich poctoch hracov ako 2011, ziskame par zaujimavych pozorovani:

1. Hrag, ktory pri rozdavani dostal aspon jednu kartu B, bude mat aspon jednu B aZ do konca hry. Ak totiz
dostane C, podla pravidiel ju posunie. Ak dostane B, tak jednu B posunie a jedna mu vzdy ostane.

2. Hrad, ktory méa v nejakom okamihu na ruke C'C, musel mat C'C od zaciatku hry. Toto si dobre premyslite,
vyplyva to z prvého pozorovania. Hrac¢ov s kombindciou C'C na ruke teda v priebehu hry nepribuda.

3. Hracov, ktori maji na ruke C'C a takych, ktori maju BB, je v kaZdom okamihu rovnako vela. Je to preto,
Ze ostatni hra¢i maju kombinaciu BC a kariet oboch druhov je rovnako vela.

4. Hra¢ CC sa zmeni na BC' len vtedy, ak dostane kartu od hriaca BB. Ak hra¢ C'C ,zanikne“, Cize zmeni
sa na BC, tak v tom istom tahu musi niekde pri stole ,zanikn(t“ aj jeden hra¢ BB. Vyplyva to z tretieho
pozorovania.

Aby hra vobec zacala, po rozdani kariet musi existovat aspoli jeden hri¢ s kombinaciou BB a asponi jeden hraé
s CC (inak by mali v8etci BC' a hra hned skonéi). Hra skonéi vtedy, ked ,zanikni“ vSetci hraci CC, pric¢om zaroven
s nimi ,zanikni“ aj vSetci BB, kvoli tretiemu pozorovaniu. Otdzkou zostéva, aky maximélny pocet tahov moze
hra¢ CC vydrzat v hre. Z druhého pozorovania vidime, Ze kombinécia kariet CC' ostava vzdy v rukéch toho istého
¢loveka, az kym ten nedostane kartu od niekoho, kto ma BB. Vidime, ze kombinacia C'C sa nehybe.

Po kratkom pozorovani si v§imneme, Ze sa hybe kombinacia BB. Ak totiz BB da kartu niekomu, kto mal B, tak
je to to isté, akoby sa kombinacia BB posunula o jedno miesto dolava. Tak je to az dovtedy, kym vedla nesedi
CC, u ktorého jedna z BB kariet ostane. Otdzku mozeme pozmenit: Aky maximéalny pocet kol sa moze nejaké BB
postvat? Tu na chvilu prestaiite ¢itat a dobre sa nad tym zamyslite, pretoZe toto je klticova myslienka celej tlohy.
KedZe niekde v kole sedi aspoii jeden hraé s kombinaciou CC, tak BB nedokéze obist celé kolo — nevrati sa
k ¢loveku, ktory ho dostal na zaéiatku. Preto hra moze trvat maximalne n — 1 fahov, kde n je pocet hrac¢ov. U nés
je to 2010.

Este potrebujeme dokazat, Ze hra moze skutocne trvat az 2010 fahov, teda néjst sposob, ako ma MiS4¢ na zaciatku
rozdat karty. Staci, ak d4 napriklad jednému hracovi BB, jednému CC a ostatnym BC'. To, ako maju tito hraci
sedief, uz nechdme na vés.

Komentar: Skoro vSetci riesitelia prisli na to, ze hra nemdze trvat viac ako 2010 kol. S dokazom tohto tvrdenia to

uz bolo horsie. Preto vSetkym, ktori nemali 9 bodov, vrelo odporti¢ame preéitat si tento vzordk este raz.

Uloha é&. 8: Edo rad pise prirodzené ¢isla n (v desiatkovej stistave) odzadu a oznacuje ich ako ¢isla E(n). Jefo na
rozdiel od Eda rad podita ich ciferny sicet J(n). Spolu prisli na to, Ze ak J(n?) = J(n)?, potom E(n?) = E(n)?.
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Rozhodnite, ¢i maja pravdu.

Napriklad: E(123) = 321, E(1200) = 21 a J(124) = J(214) = 7.

RieSenie: (opravoval Myrec)

Chceme pracovaf s cifernymi stiétami, preto si zapiseme k-ciferné ¢islo n v desiatkovom rozvoji:*

n= 10kak + 1Ok_1ak,1 + -+ ap,
pre kazdé 0 < i < k plati 0 < a; < 9. Zistime, ¢o vieme o J(n). MoZeme Tahko spocitat

J(n)2 =(ag+ap_1+ - +ap)’ = (ai + ai_l + -+ ag) + 2(agag—1 + agak—o + -+ + arap).

Teraz sa pozrieme na n?:

n? = 102kai + 102]971(20,]604]@71) + 102]972(0%,1 + akak,g) + -+ a%.

Ako vyzera, ciferny studet n?? Co ak niektory koeficient bude viicsi ako 97 Ciferny stiet sa zmensi. Skiste si najprv
sami premysliet, preco. Ak sa vam to nedari, tak si vSimnite, Ze kazd4 desiatka sa v cifernom sucte zarédta len raz
ako jednotka, ¢o je menej. Uréite preto plati: J(n?) < J(n)2.

Teraz sa pozrime na E(n), ak plati J(n?) = J(n)%:

E(n?) = 10%a2 + 10**71(2apa;) + 10**72(a? + apaz) + - - - + a3,
pretoze ide o tie isté koeficienty ako v n2, ktoré st mensie ako 9. Dalej bude platit:
E(n)? = (10%ag + 105" ta; + - -- 4+ ap)? = 10**a2 + 1071 (2apa1) + 10*72(a? + agag) + - - - + a.
Potom ak J(n?) = J(n)?, tak E(n?) = E(n)?. To sme chceli dokazat.

Uloha &.9: Petrzlen dostal na Vianoce novii $achovnicu n x n a jedného Sachového jazdca. Na kazdé policko
Sachovnice napisal ¢islo 0. Potom si vybral dve policka, medzi ktorymi vie skocit jazdec, a na obe policka napisal
¢islo o jedna viicsie (pricom poévodné Cisla vymazal). Toto niekolkokrat zopakoval. Ked skoncil, na Sachovnici bolo
napisané kazdé z ¢isel 1,2, ...,n? préave raz. Pre aké n sa to mohlo Petrzlenovi podarit?

Riesenie: (opravovali Edo a Beren)
Dobry deri, vazeni vzorni riesitelia. Skiisme si rieSenie rozdelif na viacero pripadov:

a) n=2k+1

Pozrime sa na vysledny stcet. Kedze je to aritmetickd postupnost, vieme, ze vysledny stcet na ploche bude
n? - (n? +1)/2. Co vieme o tomto stcte? Vieme, Ze n? nie je delitelné dvomi, pretoZe n je neparne. Vieme aj
to, Ze n? + 1 nie je delitelné Styrmi. Je to preto, Ze n = 2k +1 (neparne), a preto n?> +1 = (2k+1)2+1. Z toho
po tprave dostaneme 4k2 44k +2, ¢o ddva oéividne zvysok dva po deleni Styrmi. Takze ak to vydelime dvoma,
dostaneme nepérne ¢islo. To znamend, ze vysledny stdet, ktory chceme dostat, je neparny. Na zaciatku je

.....

b) n =4k
Pozrime sa na zékladny pripad, n = 4. Rozdelme si Sachovnicu na Styri sektory po $tyri policka, napriklad
tak, ako vidite na obrazku. (Kazdy sektor je oznaceny rovnakym ¢islom.)

DN | =
Lol R x| o
=N =
[N

Kazd4 $tvorica tvori cestu, po ktorej kon moze preskdkat. S kazdou cestou modzeme spravit nasledovnii ope-
raciu:

(0? 0’07 O) — (0’07171) - (]‘71717 1) - (17172? 2) - (17 1’ 373) - (1’ 2747 3)'

Napriklad ak tato operaciu pouzijeme na sektor 3, na zaciatku dostaneme:

oo o
N OO
OO O
w olo|lo

4Premyslite si, ¢o sposobi nula na zadiatku.
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Zéaroven vieme o Iubovolni konstantu zvicsit celt taktto $tvoricu®. Co ndm stadi na to, aby sme dostali
pozadovany vysledok. Pre viic¢sie n si Sachovnicu jednoducho nasekdme na Stvorce 4 x 4 a opiit rozdelime na
cesty dlzky 4. Cize pre n delitelné 4 to vzdy pojde.

o n =4k +2
Je jasné, Ze pre 2 x 2 to nepdjde, lebo nevieme spravit ani jeden regularny tah. Skiisime to pre 6 x 6. Poktisime
sa tito Sachovnicu rozdelif na konské cesty s dizkou 4, teda rozdelif ju na sektory so §tyrmi polickami, ako
sme to spravili predtym so Sachovnicou 4 x 4.

U O 0| W N w
O O | x| Wo| Ot

QO | O O | >

=00 N O |

0N DS
O | | D[N

Podarilo sa. To znamena, ze pre Sachovnicu 6 x 6 to pojde tiez. Teraz uz vieme spravit Sachovnicu 6 x 6 aj
4 x 4. Co este potrebujeme, aby sme vyskladali vietky $achovnice (4k + 2) x (4k + 2)? Ak by sme vedeli
spravit aj 4 x 6, potom by sme uz vedeli vyskladat vetko, ¢o chceme®. Hor sa do toho.

U = | N
Q| WO | >

= O =W

QY W > DN

(=200 G

| DN O =

To ale znamena, Ze pre vietky n = 4k + 2, okrem n = 2, vieme Sachovnicu rozdelif na cesty dlzky 4, teda
pouzijeme rovnaky spdsob ako pri n = 4k.

.....

Uloha ¢&.10: Stanka si cestou do $koly rada umoctiuje rézne prvocisla. Vsimla si, Ze &islo pt malo niekde v de-
siatkovom zapise aspon k nul za sebou. Existuje pre kazdé prvocislo p a prirodzené cislo k takéto prirodzené
c¢islo t?

RieSenie: (opravoval Petrzlen a Alfo)

Vsetky riesenia, az na jedno, vyuzivali rovnak myslienku — rozdelenie rieSenia na dva pripady: ak je p nesudelitelné
s10 a p € {2,5}.

Skor, ako pristipime k samotnému dokazu, dokézeme si nasledujice pomocné tvrdenie:

Tvrdenie: Ak a,b st nesidelitelné ¢isla, tak existuje prirodzené &islo ¢t > 1 také, Ze b | a® — 1.

Dokaz: Kedze moznych zvyskov ¢isla a™ po deleni ¢islom b je konecne vela a mame nekonecne vela éisiel tvaru a”,
tak existujt’ prirodzené ¢isla x < y také, ze b | a¥ — a®. Upravou dostavame b | a®(a?~* — 1). KedZe nsd(a,b) = 1,
tak b | a¥~* — 1. Ak polozime ¢t = y — z, tak sme dok4zali nase pomocné tvrdenie. Pre znalcov poznamenajme, Ze
pomocné veta vyplyva trividlne z Eulerovej vety.

Ako ndm to pomoze? Isto sa kazdy snazil robif nieco s 10%. Tak spravime aj my daco také, polozime b = 10F+1.
Potom z pomocnej vety mame, ze 105+ | p* — 1 (kedZe nsd(p,10) = 1). Ako ale vyzerd ¢&islo p'? O jeho prvych
cifrach vela nevieme, ale to nas nezaujima. Vieme, Ze konéi k nulami a jednou jednotkou, ¢o je presne to, ¢o
sme cheeli. V8imnite si, Ze ¢ z pomocnej vety a t zo zadania st rovnaké. Toto bolo rieSenie pre pripad, ked p je
nesudelitelné s 10.

Pozrime sa teraz na pripad p = 2. Myslienka bude podobné, len na konci ¢éisla nebudeme mat 1, ale nieco iné.
7 pomocnej vety existuje n také, ze 5% | 2" — 1. Prendsobenim 2% dostdvame 10% | 2"T% — 2%, Zamyslime sa, ako
vyzeré poslednych z cifier éisla 2"+, Je to ,niekolko“ nil a potom cifry &isla 2%. Co nés ete v tomto momente deli od
rieSenia? , Niekolko“ nil. Sktisenejsi siahnu po mocnom néstroji zvanom logaritmus. Ale pravi matematicki elegéani,
vediac, Ze v KMS logaritmy netreba, to vyriesia (magickou) substiticiou x = 2k. Potom 2% = 22 = 4k < 10%. Teda
2% m4 nanajvys k cifier. Z toho vyplyva, Ze nase ,niekolko“ je aspon k. Pozndmka pre matematickych pedantov:
t = n + 2k. Samozrejme, dokaz s ,niekolko“ > k sa dal spravit skoro Iubovolne.

Usilovny citatel isto vyriesi podobnym sposobom aj pripad p = 5, ponechdvame to ako cvicenie. (Pomocka: z = 4k.)
Potencidlny riesitel gamy si vS§imne, Ze to plati pre lubovolnu ¢iselni ststavu.

Pozndmka: Priklad nebol tazky. Tazké bolo dostat ten pravy napad. Medzikrokom k rieSeniu mohlo byt hranie sa
s 107, pripadne hladanie zvySkov s 107.

5Vieme vytvorit $tvoricu (1,2,4,3) a potom ju viacnidsobnym pouzitim prvych dvoch krokov operacie zvidésit napr. na (5,6,8,7).

65ikovny riesitel urcite pride nato, ako vyskladat fubovolnt (4k + 2) x (4k + 2) sachovnicu pomocou obdlznitkov 4 x 4,4 x 6 a 6 x 6

"Pouzili sme Dirichletov princip. Vsetky ¢isla nemézu davat rézny zvySok po deleni b. Cize dve z nich musia davat rovnaky zvysok,
a preto ich rozdiel je delitelny b.
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Uloha &.11: Dané je postupnost nezapornych celych cisel a1, as, ..., az011. Pre kazdé prirodzené i,j také, ze
1+ 7 <2011, plati

a¢+aj § ity § ai+aj +1
Dokézte, ze existuje nekonecne vela realnych éisel z, pre ktoré plati a,, = |nx| pre vSetky n =1,2,...,2011.
Pozndmka: |y| oznacuje dolnii cela ¢ast z y, teda najvicsie celé ¢islo mensie alebo rovné ako y.
Riesenie: (opravoval Filip a HAgO)
Na zaciatok by sme si mohli povedat, ¢o vlastne znamend a,, = |nz|. Asi tolko:

a, < nr <ap,+1
a a 1
2 <o o< nt )
n n

Teda x je z nejakého intervalu, oznac¢me ho I,,:

In:<an7an+1)_
n n

Pre kazdé n =1, 2,..., 2011 vieme uréit interval takych x, ktoré spliajt a,, = [nz| a zhodou okolnosti je nim I,,.
Prienikom vsSetkych takychto intervalov buda tie z, o ktorych mdme podla zadania povedat, Ze ich je nekonecne
vela. Prienik intervalov moze byt bud prazdny, jeden bod alebo interval. Prazdna mnozina a jeden bod st o¢ividne
koneéné, no interval obsahuje nekoneéne vela redlnych ¢isel. Potrebujeme teda ukéazat, Ze prienik vSetkych tych
intervalov I, je zasa interval.

V tomto momente bude fajn uvedomit si, kedy je prienikom intervalov interval. Ked si na ¢iselni os znézornime
zaciatky a konce intervalov, tak prienik zacina tam, kde zac¢ina posledny z intervalov a kon¢i tam, kde konéi prvy
z nich. Odtialto uz nie je daleko k tvrdeniu, ktoré znie:

,Prienik kone¢ného poc¢tu intervalov je intervalom prave vtedy, ked vSetky zaciatotné body lezia (ostro) nalavo od
vietkych koncovych bodov.“®

Ako dokézat, Ze prienikom nagich 2011 intervalov je interval? Nakolko méme zo zadania informéciu o (i + j)-tom
intervale z i-teho a j-teho, tak sa ndm nika skisit indukciu. Samozrejme, niekde v nej vyuzijeme aj tvrdenie.

1° Mame iba jeden interval — I, ten je skuto¢ne intervalom.

2° Predpokladajme, ze prienikom vSetkych intervalov I, pre I < n, je interval. To znamen4, ze aj kazda dvojica
I;, I; pre i,j < n ma prienik interval. Zvolme i, j tak, Ze i + j = n. Ukdzme, Ze zaciatocny bod I,, je pred
koncovym bodom I;, a naopak. Zapisme si to do nerovnosti:

ai<an+17 an<ai41r1.

) n n 1

Zo zadania médme odhady pre a, = a;4+;. Do prvej nerovnosti dajme dolny a do druhej horny odhad, tym

.....

urcite platit aj bez nich.
%<ai+aj+1 ai+aj+1<ai+1.

i i+j i+ i

Z oboch nerovnosti po par upravach vypadne nieco takéto (len vymenené i, j):

o st

? J
Intervaly I; a I; maja z predpokladu prienik interval, takze z tvrdenia ich zaciatocné body lezia pred kon-
covymi a presne toto hovori t4 nerovnost. Ocividne teda plati. Robili sme len ekvivalentné tpravy, ¢ize sa
vieme spétne dostat k tomu, ¢o sme cheeli ukdzat. Nakolko vieme pre kazdé i < n zvolit j tak, aby platilo
i+ 7 = n, tak mdZeme tento dokaz aplikovat na vSetky i < n. Potom pre vSetky ¢ < n plati, ze I,, zadina
skor ako I; konéi a I; zacina skor ako I,, konc¢i. Zaciato¢ny bod I,, je teda pred vSetkymi koncovymi bodmi,
a naopak. Pre ostatné intervaly I;, 7 < n uz boli z predpokladu zaciatocné body pred koncovymi, tak teraz
to plati uz pre vsetky I;, ¢ < n. Z toho pomocou tvrdenia vyplyva, ze prienikom vSetkych intervalov I;, i < n
je interval. Indukcia je hotova.

Bonusové tloha za ¢okolddu: Kolkokrat je v tomto vzordku pouZité slovo interval v hocijakom tvare?

8Formélny dokaz nechavame na snazivého riesitela.
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Uloha é&.12: Ozna¢me K, L, M, N $tyri body v trojrozmernom priestore. Dokézte, Ze plati

|KL|> + |MN|* <|KM|*>+ |LN|*> + |[KN|* + |[LM|*.

RieSenie: (opravoval Petrzlen, Filip)

Lahky priklad, kratke zadanie, strucné rieSenie. PoloZzme podiatok stiradnicovej stistavy do bodu K. Potom ozna¢me
vektor prislichajici bodu X analogicky tiez X a dalej ozna¢me X? skalarny sacin vektorov X - X. Chceme dokazat,
ze

L+ (N-M)?<M?+(N—-L*+N?+ (M- L)? (1)

Po roznasobeni a preusporiadani dostaneme
0<(L—-M~—N)2 (2)
Rovnost nastane prave vtedy, ked L — M = N = N — K, teda ked je M LN K rovnobeZnik.

Uloha &. 13: Néjdite vsetky prirodzené ¢isla n, pre ktoré sa trojuholnik d& rozrezat na n mensich trojuholnikov
tak, ze ziadne tri zo vzniknutych vrcholov nelezia na jednej priamke a zaroven kazdy vrchol patri rovnhakému poctu
malych trojuholnikov.

RieSenie: (opravoval Petrzlen)

Zadali sme tlohu nepresne. Chceli sme, aby sa ratal aj vonkajsi trojuholnik. Dalej, aby kazdy (aj povodny) vrchol
susedil s rovnakym poctom oblasti. A navySe, aby vSetky oblasti boli trojuholnikové (Ziadne tri body nelezia na
priamke). Ospravedlitujeme sa vSetkym, ktory riesili nieco iné a dlho sa s tym bez tspechu trapili.

A teraz k rieSeniu. Mame pred sebou dalsi tradiény priklad z kombinatoriky. Ako sa takéto priklady riesia? Je
potrebné pochopit zadanie, vyskisat si ho pre malé pripady, ukéazat pre ktoré ¢isla n to nejde, a potom skonstruovat
situdcie pre tie ostatné. Podme na to, krok za krokom.

O ¢o ide? Skuseny riesitel si isto uvedomi, Ze ide o Specidlne planarne grafy (ten kto nevie, wikipedia:planar graphs).
KedZe ziadne tri vrcholy nelezia na priamke, tak kazda oblast mé prave tri vrcholy (aj hrany). To, Ze kazdy vrchol
susedi s rovnakym poétom oblasti, znamend, Ze kazdy vrchol ma rovnaky stupeii d. V dalsom texte bude f pocet
oblasti (okrem vonkajsej), v pocet vrcholov (vratane povodnych) a e pocet hran (vratane povodnych). Takze f = n,
e=(3n-38)/2=3(n—1)/2, v=3(n+1)/d. Tieto hodnoty musia byt celé ¢isla, a teda n je urite neparne.
Vysktsajme si malé pripady. Bez toho, aby sme ¢okolvek robili, nAm rozostavenie vyhovuje pre f = 1. Ked priddme
jeden vrchol do stredu a spojime ho s povodnymi, tiez ndm to sedi (f = 3). Takisto, ak priddme novy trojuholnik
a pospajame tak, aby boli len trojuholnikové oblasti, tak to sedi (f = 7). Niekoho moZno napadne, Ze zatial
vyhovuji len n tvaru 2% — 1.

Ukézeme si, Ze to nie je pravda. Z Eulerovej vety pre plandrne grafy mame v+ f —e = 1 (dokaz nie je tazky). Z toho
vyplyva, ze d = 6(n + 1)/(n + 5). Vieme, Ze n je neparne. Nech n = 2k + 1. Potom d = 6(k + 1)/(k + 3). Ak je k
parne, tak nsd(k+1,k+3) = 1, ateda k+3 | 6. Z toho vyplyvan € {1,7}. Ked k = 2¢+1, tak d =6(¢+1)/(¢+2)
a vieme, ze nsd(q + 1,¢ + 2) = 1. Podobne ako minule ¢ + 2 | 6, a teda n € {3,7,19}.

Skonstruovat situdcie pre tieto n nie je tazké. Pre n € {1,3,7} sme to uz spomenuli. Pre n = 19 to vyzerd tak, ze
vpiSeme Sestuholnik, doiiho este trojuholnik a vhodne pospéjame.

Poznamka: Keby sa vonkajsi trojuholnik neratal, dopadlo by to horsie, iSlo by to len pre pévodné rozostavenie.

Keby sa ”ziadne tri body nelezia na priamke” tykalo len pridanych bodov, tak by bolo mozné dosiahnut lubovolny
pocet trojuholnikov. RieSenia ”alternativnych” zadani sme uznévali.

Uloha ¢&.14: Kruznice ky a ko so stredmi S; a S, sa navzajom dotykaji zvonka v bode D. KruZnice ki, ko sa
navySe zvnutra dotykaju kruznice k postupne v bodoch Ei, FEs. Priamka t je spolo¢na dotycnica kruznic ki, ko
v bode D. Nech AB je priemer k kolmy na t taky, ze body A, Sy, F1 lezia v tej istej polrovine vytatej priamkou t.
Dokazte, ze priamky ASy1, BSs, F1FEy at sa pretinaji v jednom bode.

Riesenie: (opravoval Filip)

Rovnolahlost so stredom FE;, ktord zobrazuje k1 na k, zobrazuje tiez D na B. Preto body B, D, F; st kolinearne,
analogicky aj body A, D, Es. Ozna¢me C priese¢nik priamok AF; a BEs. Vidime, ze AE, a BE; st vysky v troju-
holniku ABC, teda D je jeho ortocentrum, odkial mame, ze C lezi na priamke t. Zostrojme bod M ako prieseénik
priamok AC a S155. Zrejme S7 je stred M D, a tiez 5153 || AB. Ked teraz ozna¢ime P prieseénik CD a Fq Es, tak
treba ukézat, ze A,S7, P st kolinedrne (analogicky sa potom ukéZe to isté o bodoch B, Sy, P). To je vSak podla
Menelaovej vety vzhladom k trojuholniku M DC' ekvivalentné s tym, Ze

CA MS, DP _
AM SiD PC

Kvoli rovnobeznosti plati CA/AM = CK/KD, kde K je pita vysky v AABC z bodu C. Okrem toho je zrejmé,
ze MS1/51D = 1. Teda nas ciel je ukdzat, ze CK/KD = CP/PD. To uz ale zvlidnete aj sami.
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1. séria letnej Casti

kategéria BETA

Vysledkova listina

Por. | Meno Ro¢ Skola ko | kg 67891011 s |y,
1. Batmendijn Eduard 0. ZSsvCM SL 1 0 9191919 45 | 45
1. Hornak Marian 3. GPar NR 8 6 919191919 45 | 45
1. Teiml Dominik 2. AG Praha 3 0 9191919 0 45 | 45
1. Vodic¢ka Martin 2. GAlej KE 5 5 919191919 45 | 45
5. Balog Matej 4. Gamca BA 8 5 819191719 42 | 42
6. Koprda Pavol 3. GAM TT 7 2 919|488 38 | 38
6. Stankovi¢ Miroslav 1. GPos KE 2 0 819 81411 38 | 38
8. Hlavacik Matas 2. GAlej KE 4 1 81911497 37 | 37
9. Hanzely Filip 2. GAP SB 5 1 8191919 0 35| 35
9. Simsa Stépan 2. Litoméfice CR | 3 2 819195140 35 | 35
11. | Zavrel Lukas 4. GChod Praha | 5 3 919|917 34 | 34
12. | Barancéok Peter 4. Gamca BA 5 1 619/91]9 0 33 | 33
12. | Sabatovicova Linda 4. GJH BA 9 2 7181919 33 | 33
12. | Stehlik Matus 4. GAlej KE 5 0 817 9 33 | 33
15. | Gafurov Askar 2. Gamca BA 3 0 6|81|9 32 | 32
15. | Hlavata Martina 4. Gamca BA 10 | 4 91918 6 32 | 32
15. | Sebo Marek 4. Gamca BA 4 0 718|710 32 | 32
15. | Vlachynska Petra 3. GJH BA 6 0 9|7 7 32 | 32
19. | Halajova Barbora 3. GVO ZA 7 2 68|89 0 31| 31
19. | SemaniSinovéa Denisa 2. GAlej KE 4 0 919 4 31| 31
21. | Galovicova Sona 3. GJH BA 8 4 913191910 30 | 30
21. Petrucha Jaroslav 2. GMet BA 5 1 918|815 0 30 | 30
21. | Zidek Augustin 3. Frydlant CR 8 3 919|814 30 | 30
24. | Komanova Kristina 2. GAS BB 5 2 61958 28 | 28
25. | Csiba Dominik 4. SPMNDG BA | 11 | 7 91919 27 | 27
25. | Karaskova Natélia 4. GJH BA 13 | 12 91919 0 27 | 27
25. Klembarova Barbora 3. GKuk PP 8 3 91919010 27 | 27
25. | Kozdk Andrej 4. Gamca BA 111 6 91019 9 27 | 27
25. | Le Anh Dung 1. Tachov CR 1 0 8171319 27 | 27
25. | Téth Michal 3. GJH BA 8 3 91819 1 27 | 27
31. Bok Jan 4. Litométice CR | 4 0 419 8 26 | 26
31. | Fickova Kléra 3. GPos KE 4 0 913 5 26 | 26
31. | Hledik Michal 2. GJH BA 5 1 919 8 26 | 26
31. | Kopf Michal 3. Opava CR 8 3 9145|711 26 | 26
31. | Nociarova Jela 2. GBST LC 4 0 7111913 26 | 26
36. | Belanova Michaela 3. SPMNDG BA | 7 2 8 91414 25 | 25
36. | Guric¢an Pavol 4. GJH BA 11| 7 91719 0 25 | 25
36. | Hozza Jan 4. GJH BA 9 8 8 819 25 | 25
36. | Kossaczka Marta 2. Gamca BA 5 3 91917 0 25 | 25
40. | Gressak Jergus 2. GJAR PO 3 0 61910 24 | 24
40. | Kubelka Tomé4s 3. Zamberk CR | 4 | 2 619|415 24 | 24
40. | Marecakova Barbora 3. GKuk PP 8 3 91817 0 24 | 24
40. Pellerova Daniela 2. Gamca BA 5 2 919|016 24 | 24
44. Smolik Martin 2. Gamca BA 3 0 719 5 23 | 23
45. | Kova¢ Ondrej 4. GCM NR 111 6 819|401 22 | 22
45. | Rabatin Branislav 3. GJH BA 6 1 919 4 22 | 22
47. | Cibulka Samuel 2. GAV LV 5 0 918 2 0 21 | 21
47. | Macko Vladimir 2. GLS ZV 5 1 917 5 21 | 21
49. | Fagulova Kristina 3. GPos KE 7 2 919 2 20 | 20
49. | Phuong Bui Thi Mai 4. GJH BA 4 0 9192 20 | 20
51. | Dunikova Katarina 4. GVO ZA 6 1 61|83 18 | 18
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Por. | Meno Roé& Skola k, [ kg [5[6][7[8]9]10[11]|p | s [ >
51. | Kavicky Dugan 2. GJH BA 4 1 613 9 0 18 | 18 |
51. | Santer Jakub 4. GMH Trstena | 10 | 6 9141|5 18 | 18
51. | Surovéik Juraj 2. GPOH DK 4 0 13]6]9 18 | 18
51. | Topfer Martin 3. GNS Praha 4 3 919 18 | 18
56. | Kubisova Barbora 3. GJGT BB 3 0 [2|6[|3]|5 16 | 16
56. | Magurova Lucia 2. GPos KE 3 01219]2|2]1 16 | 16
56. | Smolik Milan 2. Gamca BA 4 0 [|3|6]|7 16 | 16
56. | Svoboda Josef 2. Frydlant CR 2 01917 0 16 | 16
60. | Jasencdkova Katarina 3. GVO ZA 8 3 6 91010 15 | 15
60. | Krakovska Hana 1. Gamca BA 2 019160 0 15 | 15
60. | Szabados Viktor 4. Gamca BA 11| 6 9 6 15 | 15
63. Pulmann Jan 4. Gamda BA 4 0O |1]9 4 0 14 | 14
64. Kmetovi Katarina 3. Kilmallock IR | 7 1 217 3 12 | 12
64. Santrova Adriana 3. GMH Trstena | 5 012]9]1 12 | 12
66. | Svancara Patrik 3. GLS TN 5 0 813 11 | 11
67. | Babej Tomas 4. GPos KE 4 0 9 9 9
68. | Hojnos Peter 1. GSkol SN 2 0 ]2]|5 1 8 8
68. | Langer Tom&s 3. GJH BA 8 3 8 8 | 8
70. | Masar Juraj 4. GJH BA 7 1 7 T 7
71. | Tokéarova Natalia 2. GJAR PO 4 0 |1 210 3 3
Vysledkova listina
kategoria ALFA, Bratislava
Por. | Meno Roé Skola ko [1]2(3]|4|5|6|7|p]|>
1. Bogelova Margita 1. GPan BA 1 19/919]19]9 45
2. Lipovsky Mério 1. GJH BA 2 918198 5 39
2. Privoznik Matej 1. GJH BA 2 9151919 |7]|5 39
4. Gafurov Askar 2. Gamca BA 3 916|968 38
4. Vozéarové Viktéria 1. GJH BA 1 19|77 7]2]8 38
6. Mojzisové Karolina 1. Gamca BA 2 91719|11]3]8 36
7. Kovacova Barbora 1. SPMNDG BA | 2 819|716 3 33
8. Sandalova Michaela 1. SPMNDG BA | 2 919|912 3 32
9. Krakovska Hana 1. Gamca BA 2 8|8 91610 31
10. | Kurdelova AlZzbeta 1. SPMNDG BA | 3 91912 9 29
11. | Jurina Simon 1. Gamda BA 11965 [2]2]6]2 28
11. Ondras Jan 1. Gamca BA 119 9 21612 28
13. Rostar Marek 2. 1SG BA 2 414|827 25
13. Zilkova Alexandra 1. SPMNDG BA | 2 8198 25
15. | Klimkovi¢ Anna-Méria | 1. SPMNDG BA | 2 5(5|6]|4 4 24
16. | IZdinskad Dominika 1. GJH BA 2 919 013 21
17. | Bednéar Stanislav 1. GJH BA 1 | 7111532 18
17. Galanova Miriam 1. GJH BA 1 141013 219 18
17. | Smolik Martin 2. Gamca BA 3 21719 18
kategoria ALFA, zapad
Por. | Meno Roé Skola ko |1]12(3|4|5[6|7|p]|>
1. Daniel Mark 1. GPar NR 119198 319 38
2. Korbela Michal 1. G Banovce | 2 9191|6]2 8 34
3. Horvath Samuel 1. GPar NR 1 1915 81219 33
3. Pokryvka Filip 1. G Béanovce | 2 9191416 5 33




KMS 2010/2011

1. séria letnej casti

12

Por. | Meno Roé Skola | k, 2 4756 p| >
5. | Frankova Monika | 1. | GKom DE | 2 7 95 30 |
6. | Pavlikova Stela 1. GLSTN | 1 4 2 1 16
7. Suppa Marek 2. GCM NR | 2 3 112]|5 13
8. Kovacova Radka 1. GPdC PN | 1 3 21212 11
8. Puéek Samuel 2. GLS TN 3 2 11
10. | La¢na Nina 2. GPdC PN | 3 6 6
kategdria ALFA, stred
Por. | Meno Roé Skola k,, 2|3|4|5|6 |7 >
1. Sucik Samuel 0. 7S Celovce | 0 91919 9 45
2. Je¢menové Andrea 1. GVO ZA 2 91916917 40
3. Hrivova Ivona 1. GVO ZA 2 68161919 38
4. Melo Jakub 1. GsvFA ZA 2 919121917 36
4. Psota Miroslav 1. GHlin ZA 2 9/16]|6 6|9 36
6. Hromcova Zuzana 1. GVO ZA 2 91919 3 30
6. Jankovichova Ludmila 1. GJGT BB | 2 918 51612 30
6. Magyarova Zuzana 1. GBST LC | 2 91716126 30
9. Nociarova Zuzana 1. GBST LC 1 719 2|6 28
10. | Gaspéarek Miroslav 0. SG ZA 0 6| 2 17
11. Subjakové Maria 3. GPOH DK | 3 81212 3 15
12. Kubisova Barbora 3. GJGT BB 3 2163 11
13. Filova Lucia 3. HA BR 3 0
kategéria ALFA, vychod
Por. | Meno Roé Skola k., 2|13(4|5|6|7 >
1. Stankovi¢ Miroslav 1. GPos KE 2 719191819 42
2. Sromekova Karolina 1. GDT PP 2 91919|2]5 34
3. Gressdk Jergus 2. GJAR PO 3 8 9169 32
4. Batmendijn Eduard 0. ZSsvCM SL | 1 91919 27
5. Dudi¢ Jan 2. GPos KE 2 719 2 18
5. | Hojnos Peter 1. GSkol SN 2 5 625 18
7. Hofierka Jaroslav 1. GJAR PO 2 9 8 17
8. Magurova Lucia 2. GPos KE 3 2192 13
9. Pivovarnik Roman 1. GJAR PO 2 913 12
10. Polovka Maros 1. GKuk PP 2 9 1 10
kategéria ALFA, zahranicie
Por. | Meno Roé Skola k., 2/3(4|5(6|7 >
1. Teiml Dominik 2. AG Praha 3 91919 27
1. | Zemkova Kristyna | 3. Prachatice CR | 3 91919 27
3. Simsa Stépan 2. Litométice CR | 3 819 17
4. Svoboda Josef 2. Frydlant CR 2 9|7 16
5. Kratochvil Pavel 3. Svétla CR 3 0
5. Le Anh Dung 1. Tachov CR 1 0
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kategéoria GAMA

Vysledkova listina

Por. | Meno Ro¢ Skola 10[11[12]13] 14 3
1. Balog Matej 4. Gamca BA 7 9 7 51
2. Csiba Dominik 4. SPMNDG BA 6 62
3. Filova Lucia 3. HA BR 0 0 0
4. Gafurov Askar 2. Gamda BA 0 0
5. Galovi¢ova Sona 3. GJH BA 9 0 7 39
6. Kossaczka Marta 2. Gamda BA 0 10
7. Kratochvil Pavel 3. Svétla CR 0 0
8. Le Anh Dung 1. Tachov CR 3 9 7 87
9. Pulmann Jan 4. Gamca BA 0 5 5
10. | Rabatin Branislav 3. GJH BA 7 24
11. | Santer Jakub 4. GMH Trstené 50
12. | Stankovi¢ Miroslav 1. GPos KE 4 1 7 12
13. | Steinhauser Dominik 3. GJK Praha 12
14. | Svoboda Josef 2. Frydlant CR 0 7 7 44
15. Safin Jakub 2. GPH MI 33
16. | Téth Michal 3. GJH BA 1 7 5 39
17. | Vodicka Martin 2. GAlej KE 9 9 7 7 2 128
18. | Zemkova Kristyna 3. Prachatice CR 6 6




