Vzorové rieSenia 2. série letnej ¢asti KMS 2010/2011

Uloha &.1: Mojo si kreslil konvexné stvoruholniky. Pri ich kresleni si v3imol zaujimavii vec. V kazdom Stvoruhol-
niku, ¢o nakreslil, bol obvod $tvoruholnika vac¢si ako siucet dlzok jeho uhlopriecok. Plati to v kazdom Stvoruholniku?
Nezabudnite svoje tvrdenie poriadne zdovodnit.

Rie8enie: (opravoval Mojo)

Vrcholy stvoruholnika nazveme A, B, C, D a dlzky jeho
stran tiez klasicky a,b,c a d. Dlzky uhloprietok AC
a BD oznacime e a f (obr.1). Z trojuholnikovej nerov-
nosti vyplyva

a +b >e
b+c > f
c+d >e
d+a > f.

S¢itanim tychto nerovnosti dostavame
2a+2b+2c+2d > 2e+2f. Po vydeleni dvojkou mame

a+b+c+d>e+f.

Urcite ste si vdimli, ze Tava strana vyslednej nerovnosti je obvod Stvoruholnika a prava strana je sucet dlzok
uhlopriecok. Tym sme dokazali tvrdenie zo zadania.

Uloha &. 2: Zostrojme vniitri stran AB, BC,CD, DA §tvorca ABC'D postupne body A’,B’,C", D’ také, 7e
|AA'| = |BB'| = |CC'| = |DD'|.

Nech P je I'ubovolny bod vnitri Stvorca ABCD. Ozna¢me obsahy $tvoruholnikov AA'PD’, BB'PA’', CC'PB’
a DD'PC’ postupne S1,Ss,S3,S4. Dokazte, Ze plati S1 + S3 = Sg + Sy.

Riegenie: (opravoval Foxie a KatkalJ)
Mnohi z vés prisli na spravne a elegantné rieSenie. Z bodu P mdZzeme viest usecky AP, BP, CP a DP. Pre vysky
v trojuholnikoch BB’'P a DD'P plati, ze vgp' + vpp = |AB] a navyse |DD’| = | BB'|. Preto

|BE'|-vpe DD -vppr _ |BE'|-|AB|

2 2 2
Podobne, obsahy trojuholnikov AA’P a CC'P sa rovnaju (|BC| - |AA’|)/2. Zo zadania plati, ze |AB| = |BC|
a |AA'| = |BB’|, preto plati, Ze Sapp'p + Sapp'p = Saaap + Saccrp. Podobne je to so sac¢tami obsahov

trojuholnikov A’BP, C'DP a B'CP, D' AP. Kedze sucet obsahov AA’P a D'AP tvori Sy, BB'’P a A’BP tvori
Sy, CC'P a B'CP tvori S3 a DD'P a C'DP tvori Sy, uz ostava len poskladat to, ¢o vieme, dokopy:

(Saaap+ Saccrp)+ (Sapcp + Saprap) = (Sas'p + Sappp) + (Saasp + Sac'pp).

To je ekvivalentné s tvrdenim, Ze
S1+ 853 =55+ 54.

A dokaz mame hotovy.
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Uloha &. 3: Taznice z vrcholov A a B trojuholnika ABC st na seba kolmé. Dokazte, 7e AB je najkratou stranou
tohto trojuholnika.

Riegenie: (opravoval Fofo a Beren)
Najprv si priblizme nejaké tvrdenia a fakty, vyplyvajuce zo zadania, ktoré budeme v dokaze pouZivat.

1. Tazisko rozdeluje taznicu v pomere 1 : 2, pricom 2 /3 dlzky faznice st medzi vrcholom a taziskom, 1/3 dlzky
taznice je medzi faziskom a stredom protilahlej strany.

2. V pravouhlom trojuholniku plati Pytagorova veta: ¢ = a2 + b2, kde ¢ je prepona.
3. Trojuholniky ABT, BSpcT a SacAT st pravouhlé, s pravym uhlom pri vrchole T (tfazisko).

Teraz by sme uz mali byt schopni vyjadrit si dizky stran trojuholnika pomocou dizok faznic. Aby sa nam tu neplietli
zlomky, oznacme si
ta = |ASBc| =3r = |AT‘ = 22, |SBcT‘ =,

tp = ‘BSAc| =3y = ‘BT‘ = 2y, |SAOT| =y.

Zo spominanej Pytagorovej vety mozeme veselo vyjadrovat

|AC| = 2|ASac| = 2/|SacT|? + [AT|? = \/4[SacT]? + 4|AT = \/4(y? + 42?) = /42 + 1622,

|BC| = 2|BSpc| = 2v/|SBcT)? + |BT|?2 = \/4|SpcT|? + 4 BT |2 = \/4(22 + 4y2) = /422 + 1642,
|AB| = \/|AT|2 + |BT|2 = /422 + 432.

Kedze vietky uvedené premenné su dizky, a teda musia byt kladné, mézeme s ¢istym svedomim vyhlasit, ze

VAay? + 1622 > \/4x? + 4y? Vaz2 +16y2 > /4x? + 492

|AC| > |AB| |BC| > |AB].
Teraz je uz jasné, ze AB je najkratSia strana trojuholnika ABC, ¢o sme chceli dokdzat. Hura.

Uloha &. 4: V obdlzniku ABCD plati |AB| > |BC|. Narysujme kruznicu, ktord ma stred na tisecke AB a prechadza
bodmi A a C. Tato kruznica pretne stranu CD v bode M. Dokéazte, ze priamky AM a BD sii navzdjom kolmé.

Riegenie: (opravoval Kubman)

Ako geometrické priklady obvykle zatinaju, zaéneme i my krasnym a prehladnym nacrtom. Jednym zo sposobov,
ako ukazat, Ze usecky AM a BD st kolmé, je najst int tsecku (alebo priamku) kolmti na AM a ukazat o nej, Ze je
rovnobezna s BD. To je to, o ¢o sa pokisime. Kedze body M a A patria kruZznici zo zadania, tak bod M je vrcholom
pravého uhla nad priemerom prechadzajucim cez A (Télesova kruznica). Teda spojnica bodu M a druhého konca
priemeru bude nas kandidat na usecku kolmu na AM a rovnobezna s BD.

Okrem bodov zo zadania si dokreslime aj bod S, ktory bude stredom kruZnice v zadani. (Najdeme ho napriklad
ako prienik osi tsecky AC s tseckou AB. To, Ze sa pretni, nam zaruci vlastnost |[AB| > |BC|.) Usecka AS je
polomerom tejto kruznice, preto nanesenim dizky |AS| na polpriamku SB dostaneme bod E, ktory bude druhym
koncom spominaného priemeru prechadzajiceho cez A.

Usecky SM a SC su tiez polomery tej istej kruznice, preto je D M C
trojuholnik M SC rovnoramenny. Oznac¢me si patu jeho vysky .

na stranu MC ako S’. Ako spravna péata vySky v rovnora-
mennom trojuholniku, S’ rozpol'uje stranu M C'. (ZapiSeme | M S’| =
|S'C|). Kedze cely obdlznik je osovo simerny podla osi strany
BC, tak aj |SB| = |S'C| a |DS’| = |SA| = |SE|. Nasleduje
prelomovéa uvaha:

_ ! _ / _ _ _
IDM| = |S'D| ~ |S'M| = |SE| - |SB| = | BE], A 5 e P

teda |[DM| = |BE|.

Stvoruholnik BEM D mé dve strany rovnobezné a zhodné (BE
a DM), v tom pripade to musi byt rovnobeznik. Teda usecka
DB je rovnobeina s ME. A kedze uhol AME je pravy (lebo
lezi na tej najtélesovskejSej kruznici nad priemerom AFE, aka
si viete predstavit), tak k nemu stuhlasny uhol AOB (kde O je
priese¢nik AM a DB) za nim nebude zaostavat.
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Uloha &.5: Nech Py, Py, ..., Py st rozne body v rovine. Spojme body postupne tseckami
PPy, PP, ..., Pao10P2011, P2o11P1-

Zostrojte priamku, ktora prechadza vniitornym bodom kazdej z tychto tiseciek. Kol'ko rieSeni méa iiloha v zavislosti
od vzéajomnej polohy bodov Py, P, ..., Py11?

Riegenie: (opravovala Katka :P)

Ak chceme priklad riesit, musime si najskor poriadne precitat jeho zadanie. Mnohi z vas tak neurobili, a preto
riesili trochu ina dlohu alebo vychadzali z tvrdeni, ktoré neplatia.

Najskor by som rada upozornila na to, ze Py, Ps, ..., P11 su rézne body v rovine. Nemozeme teda predpokladat,
7e niektoré dva mozu byt totozné. balej, hladand priamka mé prechadzat vnitorngm bodom kazdej z useciek, takze
ak prechidza len nejakym krajnym bodom P;, nie je rieSenim tlohy.

Teraz uz k samotnému prikladu. Predstavme si, Ze priamka p, ktora hladame, existuje. Podme sa pozriet na to,
ako musia byt okolo nej rozmiestnené body P, P, ... Pog11. Rozligime dva pripady.

1. Nejaky bod P; na lezi na priamke p. Potom, aby priamka obsahovala aj nejaky vnutorny bod dseciek P, F;
a P;P;11, musia aj body P;_; a P;;1 lezat na priamke p. Ak sa nad tym hlbgie zamyslime, zistime, Ze na
priamke p musia postupne lezat vSetky body. Ak teda body Py, P, ..., P11 lezia na jednej priamke, uloha
mé jedno rieSenie.

2. Ziadny bod P; nelezi na priamke p. V tomto pripade priamka rozdeli rovinu na dve polroviny. Zoberme si
najprv bod P;. Ak méa priamka prechadzat vnutornym bodom tsecky P;P,, musi bod P, lezat v opadnej
polrovine. Takymto istym spdésobom je potom uréend poloha bodu Ps, P, a vsetkych ostatnych bodov.
Vysledkom bude, Zze body s parnym indexom sa budu nachadzat v jednej a body s neparnym indexom
v druhej polrovine (vid obréazok). V takomto pripade ale tisecka P P11 leZi cela v jednej z polrovin a priamka
neobsahuje ziadny jej vnitorny bod. V tomto pripade sme teda zistili, Ze priamka nespliia kritéria zadania.
Tym sme dokézali, Ze pre int polohu bodov Py, P, ..., P11, ako na priamke (1. pripad), Ziadne rieSenie
neexistuje. Dobre si premyslite, ¢i sme do tychto dvoch pripadov naozaj zahrnuli vSetky mozné polohy bodov.

Komentér: Mnohi z vas vyuzivali vo svojom rieSeni vetu: P 2011
V' mnohouholniku viem jednou priamkou pretat vZdy Pl
najviac dve jeho strany. Dojem, ze tato veta plati, ste
ziskali z toho, ze ste si nakreslili konvexny §tvoruhol-
nik alebo pétuholnik. V nich to plati. Ale ¢o ak mno-
houholnik nie je konvexny? V zadani sa hovorilo len
o spajani bodov tseckami, o uhloch re¢ nebola. Mnoho-
uholnik dokonca ani vzniknut nemusi, nakol'ko usecky
sa mozu l'ubovolne pretinat. Uloha: Skuste si doma na-
kreslit nekonvexny mnohouholnik, v ktorom vieme jed-
nou priamkou pretat vSetky jeho strany. Da sa to pre
Tubovolny pocet vrcholov?

Uloha &. 6: Stredy stran BC, C A, AB trojuholnika ABC' oznac¢ime postupne K, L, M. Dokéaste, e uhly AMC
a BLC maju rovnaku velkost prdve vtedy, ked majii rovnaki velkost uhly CAK a BCM.

Riegenie: (opravovala Ada)

Ozna¢me prieseénik taZznic AK, CM a BL ako T. UkaZeme najskor implikaciu: ak plati, ze uhly BLC a AMC su
zhodné, potom plati, Ze aj uhol CAK je zhodny s uhlom BCM.

Najprv ukdzeme, ze §tvoruholnik AMTL je tetivovy. Oznafme si = |[<BLC| = |[SAMC|. Uhly CLB a BLA
st susedné, teda |[{BLA| = 180 — «. Sucet protilahlych uhlov v §tvoruholniku AMTL je 180°, z ¢oho vyplyva,
ze je tetivovy, teda mu moézeme opisat kruznicu. Tuto kruznicu oznac¢me o. Vimnime jej tetivu LT. Nad touto
tetivou tvoria strany a uhlopriecky nésho tetivového stvoruholnika dva obvodové uhly, LAT a LMT. Z vlastnosti
obvodovych uhlov vieme, Ze tieto uhly st zhodné.

Vsimnime si dalsiu paradnu vec. Usecka ML je strednou prieckou trojuholnika ABC, teda ML je rovnobezna
s BC. Potom uhly LM C a M CB st striedavé, a teda zhodné. Ukazali sme, ze plati | LAT| = |[SLMT| = |4TCB|.
Zaroven kazdua implikdciu mozno nahradit ekvivalenciou. (Premyslite si.) Tym je dokaz hotovy.

Uloha &.7: Majme na kruznici k so stredom O vyznacené dva polomery OA a OB. Kruznica | sa dotyka kruznice
k v bode Q a dotyka sa aj spominanych polomerov postupne v bodoch C a D. Uréte vel'kost uhla AQC.

Riegenie: (opravoval Marek a Palo)

Najskor si ukdZzeme priamociare riefenie cez pocitanie uhlov.

Ozna¢me si S stred kruznice [. V8imnime si najprv, ze body O, S, @ leZia na priamke. Vyplyva to napriklad z toho,
ze kruznice k, [ st rovnolahlé so stredom rovnolahlosti Q.
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B Ak sa chceme vyhnut rovnolahlosti, mozeme si v&imnut, Ze do-
ty¢nica ku kruznici k£ v bode @ je zaroven doty¢nicou ku kruznici
. Vieme ale, ze kolmica na doty¢nicu ku kruznici v bode dotyku
prechidza stredom danej kruznice. Teda kolmica na spominani do-
ty¢nicu v bode Q prechadza bodom O aj bodom S.

Oznatme « velkost uhla AOQ a podme pocitat uhly. Kedze kruz-
nica [ sa dotyka priamky OA v bode C, uhol OCS je pravy. Z tro-
juholnika OSC teda mame [JOSC| = 90° — a.

Uhol C'SQ je susedny uhol k uhlu OSC (tu sme vyuzili kolinearnost
bodov O, S, @), pre jeho velkost teda plati

14CSQ| = 180° — |40OSC| = 180° — (90° — ) = 90° + av.

O C A

Kedze SC a SQ st polomery kruznice I, trojuholnik CQS je rovnoramenny. Odtial mame

[9CQS| =

180° — [4CSQ|  180° — (90° + ) s O
2 - 2 - T

Podobne i trojuholnik AQO je rovnoramenny, lebo OA, OQ st polomery kruznice k. Odtial podobnym vypoctom
dostaneme |[JAQO| =90° — a/2.
HTladant velkost uhla AQC uZ vieme Tahko dopoditat,

1LAQC| = |3 A4QO0| — [3CQO| = (900 - %) - (45° - %) = 45°.

Poznamka: Toto rieSenie z formalneho hladiska zlyhé, ak je AB priemer B

kruZnice k. V takom pripade totiz C' = O (= D), a teda nemoéZeme ho- Q
vorit o uhle OCS. Trividlne ale méame tiez | AQC| = 45°.

Iné rieSenie:

(Podla Le Anh Dunga) Nech H je priesecnik priamky C'Q a kruZnice k,
rozny od bodu Q. Nech Z je priese¢nik priamky OA a kruznice k, rozny
od bodu A.

Mozeme BUNV! predpokladat, Ze priamka ZA je vodorovn4, teda bod Z @) C A

v

Bod @ je bod dotyku kruZnic k,I, preto je tiez stredom rovnolahlosti
zobrazujtcej kruznicu [ na kruznicu k. Pri tejto rovnol'ahlosti sa bod C

H je stredom obluku AZ. Obliuky AH a HZ su teda rovnako dlhé, takze

im zodpoved4a rovnaki velkost obvodového uhlu na kruZznici k. Z toho H
vyplyva, Zze priamka CQ je osou uhla AQZ, ktory je v8ak pravy, lebo

AZ je priemer kruZnice k. TakZe |4 AQC| = 45°.

Uloha &. 8: Dotyénice v bodoch A a B ku kruznici opisanej trojuholniku ABC' sa pretinajii v bode T. Rovno-
bezka s priamkou AC' prechadzajica bodom T pretina priamku BC v bode D. Dokéazte, ze trojuholnik ACD je
rovnoramenny.

lbez ujmy na vSeobecnosti
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RieSenie: (opravoval JeFo)
Zacnime pripadom, ze bod D lezi vo vnutri kruZznice opisanej trojuholniku [
ABC.
Ozna¢me si tradi¢ne 7 uhol pri vrchole C' v trojuholniku ABC. Rovnobezku
s useckou AC cez bod T oznafme ako p, nech vieme, ako ju mame oslovit,
mobhla by sa nam zist. Z rovnobeznosti p a AC mame |[JACB| = |[STDB| = 7.
Taktiez | BAT| = |4 ABT| = v, st to totiz usekové uhly k obvodovému uhlu dﬁ,
ACB.
Tak, uz mame vsetko, ¢o potrebujeme, a teraz to zuzitkujeme. V§imnime si, ze »
A % / >V B

stvoruholnik TBDA je tetivovy (d4 sa mu opisat kruZznica), lebo |{BAT| =
|<cBDT| = =, ¢iZe st to obvodové uhly nad tetivou T'B. Potom aj |<ABT| =
|<ADT| =, lebo st to obvodové uhly nad tetivou T'A. A uz je skoro hotovo,
sta¢i si len v8imnat, ze |SADT| = |[<CAD| = v (striedavé uhly). Potom je
jasné, ze trojuholnik ACD je rovnoramenny, lebo |SCAD| = |[<ACD| = +.
Ostéavaju este dva pripady, ak neberieme do tvahy patologické pripady, Ze
niektoré body sa prekryjd, a potom st rieSenia trividlne:

e Bod D lezi zvonka opisanej kruznice a trojuholnik ABC' mé tupy uhol pri vrchole C.
e Bod D lezi zvonka opisanej kruznice a trojuholnik ABC mé ostry uhol pri vrchole C.

Oba pripady sa vyrieSia podobne, ako ten prvy, preto tuto ¢ast (nutna pre tplne rieSenie) ponechame na Citatela.
Je dolezité si len uvedomit, ze vzdy potrebujeme dajako ukazat, ze body A, B, D,T lezia na kruznici a z toho nam
potom rieSenie uz lahko vypadne.

Uloha &.9: Majme trojuholnik ABC. Oznacme M stred strany AB. Nech D je bod na opac¢nej polpriamke
k polpriamke C' A, pre ktory plati |CB| = |CD|. Priese¢nik osi uhla ACB a priamky M D oznacme K. UkézZte, Ze
uhly K BC a BAC maji rovnaki vel'kost.

Riegenie: (opravoval Edo)

Priglo od vas dost vel'a roznych rieseni. Viaceri z vas si v8imli, Ze tento priklad sa dal vyriesit v podstate jednoducho,
napriklad analyticky. Kto chce, moze si to vyskuSat, ale vzorové rieSenie sa tym smerom uberat nebude. Z rieeni,
ktoré prisli, si ukdZzeme dva pekné sposoby.

Ozna¢me si uhly pri vrcholoch v trojuholniku ABC' Standardne, teda pri

D
vrchole C bude uhol . Uhol BCD je susedny k uhlu BC A, preto je jeho
velkost 180° — v. Trojuholnik BC'D je rovnoramenny, preto |[<CDB| =
~/2. Odtial vidno, Ze os uhla AC'B je rovnobezna s priamkou BD, pretoze
zvieraju s priamkou AC rovnaky uhol.
Nech C} je priese¢nik rovnobezky s AB cez bod C a priamky BD. KedZze
priamka DK prechadza stredom AB, prechadza aj stredom CCY, nazvime
si ho S. Vyplyva to napriklad z rovnolahlosti ase¢iek CCy a AB so stredom
v bode D. Uhly KSC a C1SD sua vrcholové, teda rovnaké. Aj uhly CKS C S . &
M 7
\V B
K

a SDC, st zhodné, pretoze priamky C'K a DC; st rovnobezné. Navyse
plati, ze |C'S| = |C1.S]. Trojuholniky CK S a C1 DS st potom zhodné. Preto
dlzka tsecky CK je rovnaka, ako dizka tsecky CyD.

Zo zadania vieme, 7e |CD| = |BC|. Taktie7 vieme, 7e uhly KCB a CDB
maji oba velkost v/2. Preto podla vety sus su trojuholniky CC1 D a BKC
zhodné. Takze uhol K BC je rovnaky ako C1CD. KedZe priamka CCy je
rovnobezna s AB, zviera rovnaky uhol s priamkou AD, a preto je uhol
C1CD rovny uhlu BAC. Odtial uz vyplyva, ze uhly K BC a BAC maju
rovnaku velkost, ¢o bolo treba dokézat.

Iné rieSenie:

Opét zacneme rovnako ako v prvom rieSeni a ukazeme si, ze priamka CK je rovnobezna s BD.

Uhol BCD je susedny k uhlu BC'A, preto je jeho velkost 180° — ~. Trojuholnik BCD je rovnoramenny, preto uhol
CDB méa velkost v/2. KedZe priamka C'K je osou uhla « pri vrchole C v trojuholniku ABC, tak uhol ACK ma
tiez velkost v/2, a teda CK je rovnobezna s BD.
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D Zobrazme si body A, M, B rovnolahlostou so stredom v bode D
tak, aby sa bod M zobrazil do bodu K. Obrazy bodov A a B si
ozna¢me A; a By. KedZe rovnolahlost zachovava rovnobeznost,
trojuholniky A1 B1D a ABD st podobné. Taktiez, kedze M je
stredom strany AB, tak K je stredom A;Bj, lebo rovnolahlost
zachovéava aj pomery dlzok.

C Vsimnime si teraz, ze CK a DBj st rovnobezné, body A;, C,
D lezia na jednej priamke a takisto aj body A;, K, B;. Teda
v rovnolahlosti so stredom v bode A; sa usetka C K zobrazi na
DBy. Pretoze K je stredom AjBj, koeficient rovnolahlosti je
dva, tym padom |A;C| = |CD| a podla zadania |CD| = |BC|,
preto |A1C| = |BC.

Al K # Trojuholniky A;CK a BCK maju teda dve rovnako dlhé strany
/ B a zhodné je aj velkost uhla, ktory zvieraju, preto su zhodné.
4 Teda uhol K BC' je rovnaky ako uhol K A;C, ktory je zhodny
7
A M B s uhlom BAC.

Uloha ¢&.10: Dana je kruznica k a bod A leziaci mimo nej. Pre rovnostranny trojuholnik PQR vpisany do kruznice
k oznac¢ime U, V, W postupne priesecniky priamok AP, AQ, AR s kruznicou k rozne od P,Q, R. Dokizte, Ze

hodnota vyrazu
AP AQ AR

AU AV T aw

nezavisi od polohy trojuholnika PQR.

Riegenie: (opravoval HAgO)

Zakladom uspesného vyrieSenia geometrickej tlohy je dobry nacrt. Este pred jeho nakreslenim sa ale dohodnime,
ze stred kruznice k budeme oznacovat S a jej polomer r. Hned po nakresleni na¢rtu nam do o¢i udrie vela seénic
kruZnice k, prechadzajucich bodom A. To moéZe znamenat jediné — mocnost. Mocnost bodu A ku kruZznici k je také
¢islo M, ktoré sa da napisat ako sucin vzdialenosti bodu A od priese¢nikov kruZnice k s jej Tubovolnou se¢nicou
prechédzajicou bodom A. Toto &islo nijako nezavisi od smeru se¢nice. Prepisané do zrozumitelnej redi to znamena

M = |AP|- |AU| = |AQ| - |AV| = |AR| - | AW

Mame tam siuciny nejakych povedomych dizok. Jediné, ¢o kazi dojem, je, Zze vo vyraze zo zadania sa tieto dlzky
nenachadzaji v sucine, ale v podieli. Ked v8ak rozsirime vSetky zlomky ¢itatelom, v menovateli dostaneme ten
spravny sucin

AP |AQl | |AR| _ |AP|-|AP|  |AQ| |AQ|  |AR|-|AR| |APP + |AQ|* + |[AR]

|AU| ~ [AV] © [AW]|  |AP[-[AU| ~ |AQ|-|AV]  [AR|-|AW| M

Nakolko sme si uz dali tolko prace s upravovanim vyrazu, tak sa odteraz budeme bavit o jeho upravenej verzii.
Presnejgie iba o Citateli, pretoZze menovatel nezavisi od polohy trojuholnika PQR. Staci teda ukazat, Ze ani Citatel
nie je zavisly od jeho polohy.

Dizka tisecky na druha sa da vypoéitat napriklad z kosinusovej vety. Usecky vystupujtice vo vyraze sa nachadzaji
v trojuholnikoch? ASP, ASQ a ASR. Na kosinusovu vetu potrebujeme dve strany a kosinus uhla medzi nimi.
Jedna strana je vo vSetkych trojuholnikoch AS, druhé je polomerom kruznice k. Takze uz len ten uhol. Ozna¢me
si uhol ASP ako «. Uhol ASQ je od neho o 120° (uhol PSQ) vacsi a uhol ASR este o dalsich 120° (uhol QSR)
VACSE].

To, ¢o sme si prave povedali, nie je tak uplne pravda. V podstate pocitame uhly od polpriamky SA proti smeru
hodinovych rucic¢iek. Nejaky z tych uhlov by nam mohol vyjst viac ako 180°. Vtedy je ten skutoény uhol doplnkom do
360°. Mohla by sa nam vsak stat aj ovela vacsia galiba, keby uhol vygiel viac ako 360°. Zachranime to odpocitanim
360°. Nam vsak postaci kosinus uhla a ten sa tymito ¢achrami nemeni. Teda plati

|AP]> = |AS|]* +r?® —2|AS|rcosa,
|AQ]? = |AS|? +r? — 2|AS|r cos (a + 120°),
|AR|*> = |AS|* +r® — 2|AS|rcos (o + 240°)..

Dosad'me naSe tspechy na poli vyjadrovania druhych mocnin pomocou nie¢oho iného do vyrazu a kosinusy rozbime

2Niektory z nich moze byt zdegenerovany trojuholnik, to nAm vSak nevadi, lebo prefi rovnako plati kosfnusova veta.
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pomocou suctovych vzorcov. Postupne dostéavame:

|AP|? + |AQ|* + |AR|* = 3 (|AS|? + %) — 2| AS|r (cos a + cos (a + 120°) + cos (a + 240°)) =
3 (JAS]> +1%) — 2|AS|r (cos a + cos avcos 120° — sin asin 120° + cos o cos 240° — sin o sin 240°) =

1 3 1 3
3 (JAS]> +1%) — 2|AS|r (cosa— 5 cosa— gsina— §cosa+ {sina) =

3 (JAS|> +12).

A sme hotovi, pretoZe tento vyraz ocividne nezavisi od polohy trojuholnika PQR, c¢ize nebude zavisiet ani po
vydeleni M a po tejto uprave dospejeme k vyrazu zo zadania.

Uloha &.11: Mame dany trojuholnik ABC. Ozna¢me k vpisant kruznicu trojuholnika ABC' a I jej stred. Nech p
Jje priamka dotykajica sa kruZnice k v bode L tak, Ze p nie je rovnobezné so Ziadnou stranou trojuholnika ABC.
Nech A’ je bod na p, pre ktory je uhol AIA’ pravy. Podobne ur¢ime body B’ a C'. Dokézte, Ze priamky AA’, BB’
a CC' sa pretinajii v spolo¢nom bode.

RieSenie: (opravoval Petrzlen)

Podobne ako Beta tento rok zavitala do Gamy, tentoraz ste mohli byt svedkami toho, ako prisla Gama na
navstevu do Bety.

Pred samotnym &itanim dokazu si pripomeiite, ¢o je Simsonova priamka (wiki: Simson line). Zavedieme pojmy
pol a polara. Majme kruznicu k s polomerom r a jej stred S. Dalej majme bod P a priamku p kolma na priamku
SP. Oznatme r; = |SP| a vzdialenost priamky p od bodu S ako ro. Potom P je pélom polary p, ak r1/r = r/ra.
Speciélne, ak polara pretina kruznicu v bodoch A; a As, tak pélom je priese¢nik doty¢nic ku kruznici k£ v bodoch
A1 a As. (Overte si, Ze definicia sedi aj v tomto pripade.) Znalcom by to malo pripominat kruZnicovi inverziu.
Viac informécii o polarach najdete na http://www.cut-the-knot.org/Curriculum/Geometry /PolePolar.shtml.

Nasledujuce tvrdenia ponechdvame usilovnému ¢itatelovi ako cvic¢enia:
1. Poly A, B a C leZia na priamke prave vtedy, ked sa k nim prislichajice polary pretinaju v jednom bode.
2. Priesecnik polar prisluchajuci k bodom A a B je pélom polary AB.

Pri rieSeni geometrie sa hovori, ze dobry obrézok je polovicou rieSenia. V tomto pripade to platilo dvojnasobne.
Teraz o¢akdvam, Ze si nakreslite obrazok a budete sledovat rieSenie. Pre istotu si nakreslite eSte jeden trocha iny
obrazok, hadam vam to na jednom z nich bude vychadzat :-).

Ozna¢me postupne dotykové body vpisanej kruznice na straniach AB, BC a CA ako Z, X a Y. Dalej, nech
q je priamka rovnobeznd s priamkou Al prechadzajica bodom L. Nakoniec oznac¢ime prieseénik ¢ a priamky Y Z
ako X’. Pozrime sa teraz na to, ¢o mame na obrazku. Bod A’ je pélom polary g. Je to tak preto, lebo priamka
ITA’ je kolm4 na polaru g a priamka LA’ je doty¢nicou kruznice v bode L. To je uz spominany $pecidlny pripad
polary prechadzajucej kruznicou. Kvoli druhému tvrdeniu je X’ pélom polary AA’. Este si uvedomime, ze X'
je pétou kolmice na priamku Y Z. Ctiziadostivym riefitelom navrhujem, aby rieSenie doklepli pomocou zvysnych
dvoch tvrdeni. Je krasne, ked si uvedomite, ako to vSetko do seba zaklapne.

Pre beznych smrtelnikov pokrac¢ujeme dalej. Podobne ako sme konstruovali bod X', skon§truujeme body Y’ a Z'.
Body X', Y’ a Z' lezia na Simsonove]j priamke. KedZe tieto poly lezia na priamke, k nim prislachajice polary sa
pretinaji v jednom bode. TakZze priamky AA’, BB’ a CC’ sa pretinaju v jednom bode (s kongruentné).
Navrhujem, aby ste si vzorové rieSenie precitali eSte aspoii raz a snazili sa zobrat si z neho ¢o najviac. MoZzno vzoréak
nepochopite na prvykrat, ale ked sa vam to po viacerych pokusoch podari, urcite sa z neho aj nie¢o naucite.

Ako sa dalo vyriegit tuto tlohu bez vhodnych poznatkov? Jedine ¢asovo néroénym postupom (a kedZe sme kores-
pondené¢ny seminér, tak na to méte ¢as). Ak neviete o Ziadnom tvrdeni, ktoré pripomina to, ktoré chcete dokazat, je
vhodné sa po nejakom obzriet. V tomto pripade chcete transformovat kongruentnost (pretinanie sa v jednom bode)
na ind podmienku. Jedna z moznosti je Cevova veta. (V tomto priklade sa dal pouZit goniometricky tvar.) Dalsou
z moznosti je ukizat, ze vzdialenost priese¢nikov AA’ s BB’ a BB’ s CC’ je nula. Alebo ukézat, ze spominané
priamky st nejaké vysky, osi uhlov, taznice, ... v nejakom trojuholniku. Potom si zvolite sposob riesenia, ktory
pouzijete (plan) a snaZite sa ho realizovat.

Dufam, ze toto vzorové rieSenie bolo pou¢né a jeho tplne pochopenie zdvihlo ako vasu geometrickd troven, tak aj
vasu naladu. V pripade akychkol'vek nejasnosti sa, prosim, pytajte na petrzlen@kms.sk. Zelam vela sfastia v tretej
sérii.

Uloha &.12: Nech a, b, ¢ sii kladné redlne ¢isla spliajiice a 4+ b + ¢ = abe. Dokézte, Ze

1 N 1 N 1 _3
Vita? V102 V14272

a zistite, kedy nastava rovnost.
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Riegenie: (opravoval Filip)

UkaZeme si jednu super drsnt fintu, pouzivani na drsné nerovnosti. Nazov tohto prikladu by mal byt ,,goniometrické
substiticie pre zatiato¢nikov*. Pokial mame nerovnost pre kladné realne ¢isla, oplati sa nahradzat premenné ne-
jakou funkciou, ¢o ich prebieha vSetky 3. Najvhodnejiim kandiddtom je funkcia tangens. Pre tangens poznime
vielijaké vzorce, ktoré pri goniometrickych substittucidch treba ¢asto pouzivat. Aby sme mali jednozna¢né vyjad-
renie, teda bijekciu na RT, zoberme tangens definovany na intervale (0,7/2). Polozme a = tan A, b = tan B,
¢ = tanC, kde A, B,C € (0,7/2). Teraz pride pointa. Nafo nam toto vSetko bolo dobré? Kvoli vizbe, ktora
musime nejako uchopit. Dostavame tan A + tan B 4+ tan C' = tan A - tan B - tan C, odkial' po tprave obdrZime

—(tan A + tan B)
1—tanAtan B

tanC = =tan(m — A — B),

z Coho vyplyva A + B + C = w. Hned to vyzera krajsie ako povodna vazba v zadani. Ked si prepiSeme zadanu
nerovnost v premennych A, B, C, vidime, Ze médme dokazat

cos A+ cosB +cosC <

N W

Toto je uz standardny priklad na Jensenovu nerovnost*. Nehovoriac o tom, Ze navyse vyuzijeme konkavnost funkcie
kosinus na intervale (0,7/2), na ktorom st premenné A, B,C definované. Detaily si rozmyslite sami, tak ako aj
dovod, preco rovnost nastéva prave pre A=B=C =n/3,tedaked a=b=c= V3.

Uloha &.13: Nech n > 2 je prirodzené cislo a A, pocet neprazdnych mnozin S C {1,2,--- ,n} takych, Ze aritme-
ticky priemer prvkov mnoziny S je celé ¢islo. Dokazte, ze A,, — n je vZdy parne ¢islo.

RieSenie: (opravoval Petrzlen)

Tento priklad mé naozaj kratke vzorové rieSenie, a preto by sa patrilo povedat nie¢o o tom, ako podobné tulohy
rie§it. V tomto pripade je tloha trocha chytak, kedZe v kone¢nom dosledku dokaZeme o nieco silnejgie tvrdenie.
Zékladom bolo spravne pochopit, ¢o od nas v zadani chci. KedZe tvrdenie A,, —n je pdrne ¢islo velmi nesuvisi so
zvySkom zadania, porozmyslajme, ako dané tvrdenie transformujeme na iné — pouzitelnejsie. Preto chceme toto
tvrdenie prelozit do re¢i mnozin.

Aby bol dokaz interaktivny, uvedieme navodné otézky:

e Aka vlastnost mnoZin sa vyjadruje ¢islom?
e Ako mnozinovo vyjadrime rozdiel hodnot tejto vlastnosti?

e Ako mnozinovo vyjadrime, Ze hodnota tejto vlastnosti je parna?

Ako najjednoduchsie dokazeme, Ze dve mnoziny maju rovnaka hodnotu tejto vlastnosti?
e Ako mozu byt transformované podmienky zadania v re¢i mnozin?

Zanietenym rieSitelov odporiacame sa nad tymito otdzkami chvilu zamysliet. Odpovedi na poslednu z nich je celkom
vela, skuste si niektoré z nich dokazat alebo sa presvedcit o tom, Ze tadial rieSenie nevedie.

Postupne uvedieme spravne odpovede. Na prva otazku ste urcite odpovedali spravne — ide o mohutnost mnozin.
Rozdiel mohutnosti |B| — |C] sa sprava rovnako ako klasické od¢itanie, ked C' je podmnozinou B. Mohutnost
mnoziny je parna, ak vieme mnoZzinu rozdelit na dve rovnako mohutné disjunktné podmnoziny. Mohutnost dvoch
mnozin je rovnaka prave vtedy, ked medzi nimi existuje bijekcia. (Tento sposob urtite poznate z kombinatoriky.)
Ako moézeme teraz preformulovat zadanie?

Chvilu porozmyslajte.

Transformacia: ,,Ak odoberieme z mnoziny® A, mnoZinu mohutnosti n, tak vzniknutt mnoZinu vieme rozdelit na
dve rovnako mohutné mnoziny.“ Teraz sme uz ovela blizSie k rieSeniu, lebo vieme, ¢o mame robit. Treba néjst
vhodnu n-prvkovit podmnozinu A,, a potom vhodnu vlastnost, podla ktorej vytvorime bijekciu medzi dvomi
podmnozinami.

Chvilu porozmyslajte.

Najjednoduchsou n-prvkovou podmnoZinou 4,, je mnoZzina obsahujica mnoziny {1}, {2}, ..., {n}, ktora si ozna¢ime
T. Dalej oznatme s(B) aritmeticky priemer prvkov mnoZiny B. Rozdelime mnoZinu F = A,, — T na mnoziny F;
a Fy tak, ze v mnozine E; budud tie mnoziny, pre ktoré s(F;) € F; a v mnozine Fy buda ostatné. Evidentne
EiNEy=0aFE UFEy =E. (Teda {E1, Ex} je rozklad mnoziny E.) Bijekciu u medzi F; a Es skonStruujeme teraz
uz jednoducho: u(X) = X — {s(X)}, a teda |E1| = |Es|. KedZe sa E da rozlozit na dve rovnako mohutné mnoziny,
islo |E| = |A,| — n je parne.

3To znamena, Ze vetky kladné realne &isla patria do oboru hodnot tejto funkcie.

4pozri http://mks.mff.cuni.cz/archive/29/9.pdf, stranu 30

5Nech A, oznaluje nie pocet (ako je to v zadani), ale mnoZinu neprazdnych mno%in S zo zadania. Chceme teda ukazat, 7e |An| —n
je péarne.
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Uloha &.14: Funkcia f je definovana na prirodzenych cislach predpisom

o= () [+ 21)

a) Dokazte, ze f(n+ 1) > f(n) plati pre nekonecne vela hodnot n.
b) Dokézte, ze f(n+ 1) < f(n) plati pre nekonecne vela hodnot n.

RieSenie: (opravoval Filip)

Pozrime sa, ¢o robi stucet

n n n

2]+ 2] =ns

a oznaéme ho g(n). Zrejme | % | —[ 271 | sarovné 1, ak k deli n, inak sa rovna 0. Dostavame tak g(n) = g(n—1)+d(n),
kde d(n) oznatuje pocet prirodzenych delitelov ¢isla n. Ked si definujeme ¢(0) = 0, hned mame

g(n) =d(1)+d(2)+---+d(n).

Vsimnime si, ze f(n) je aritmeticky priemer ¢isel d(1),d(2),...,d(n). Ak teraz dokdzeme, ze d(n + 1) < f(n) plati
pre nekonecne vela hodnot n a tiez d(n + 1) > f(n) plati pre nekone¢ne vela hodnot n, vyhrali sme. A naozaj,
d(n+1) < f(n) pre vietky prvocislan+1a d(n+1) > f(n) sa vyskytne zrejme tie7 nekonecne velakrat. (Rozmyslite
si.)

Vysledkova listina

kategoria ALFA, Bratislava

Por. | Meno Roé Skola ko 112314 |5|6|7|p|>
1. Vozarova Viktoria 1. GJH BA 1 91819195 78
2. Jurina Simon 1. Gamca BA 1 19(9/1919]9 73
2. Lipovsky Maério 1. GJH BA 2 91919 7 73
4. Gafurov Askar 2. Gamca BA 3 6199 8 70
4. Ondras Jan 1. Gamca BA 1 91819197 70
6. Kovacova Barbora 1. SPMNDG BA | 2 8191919 68
7. Krakovské Hana 1. Gamca BA 2 69 9 8 63
8. Privoznik Matej 1. GJH BA 2 719 5 60
9. Mojzisova Karolina 1. Gamca BA 2 519 8 58
10. | Kurdelova Alzbeta 1. SPMNDG BA | 3 91915 52
10. Smolik Martin 2. Gamca BA 3 91919 7 52
12. Klimkovi¢ Anna-Maria 1. SPMNDG BA | 2 5|1 1] 8 418 50
13. | Sandalova Michaela, 1. SPMNDG BA | 2 51118 46
14. | Boselova Margita 1. GPan BA 1 45
15. | Galanova Miriam 1. GJH BA 119619 42
16. Izdinské Dominika 1. GJH BA 2 919 39
17. Rostar Marek 2. 1SG BA 2 51010 30
18. Bednéar Stanislav 1. GJH BA 1 111]0 9 29
19. | Zilkova Alexandra 1. SPMNDG BA | 2 25

kategoria ALFA, zapad
Por. | Meno Roé. Skola ko 1123456 |7|p]|>
1. Daniel Mark 1 GPar NR 1 1917198 8 79
2. Korbela Michal 1 G Bénovce | 2 9191919 8 78
3. Pokryvka Filip 1. G Béanovce | 2 91919928 77
4. Horvath Samuel 1. GPar NR 1 199|719 8 75
5. Frankova Monika, 1 GKom PE 2 6191932 59
6. Simkovéa Ludmila 1 GPar NR 2 5191919 8 44
7. Kovacova Radka 1 GPdC PN 1 511|180 210 27
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Por. | Meno Roc. Skola ko | 1 314|567 |p|>
Pavlikova Stela | 1. | GLS IN | 1 | 9 25 |
Suppa Marek 2. GCM NR | 2 13
Pudek Samuel 2. GLS TN 3 11
La¢na Nina 2. GPdC PN | 3 6
kategoéria ALFA, stred
Por. | Meno Ro& Skola k,, 213|456 |7 |p|>
1. Sucik Samuel 0. ZS Celovce | 0 91919 8 89
2. Hrivovéa Ivona 1. GVO ZA 2 91919 9 74
3. Jefmenova Andrea 1. GVO ZA 2 81919 6 72
4. Psota Miroslav 1. GHlin ZA 2 9191910 8 71
5. Melo Jakub 1. GsvFA ZA | 2 91991 64
6. Hromcova Zuzana 1. GVO ZA 2 919916 63
6. Magyarova Zuzana 1. GBST LC | 2 519|186 5 63
8. Nociarova Zuzana 1. GBST LC 1 TI7T|7 58
9. Jankovichov4 Cudmila 1. GJGT BB | 2 9 5121 47
10. | GaSparek Miroslav 0. SG ZA 0 17
11. | Subjakova Maria 3. GPOH DK | 3 15
12. | KubiSova Barbora 3. GJGT BB | 3 11
13. | Filova Lucia 3. HA BR 3 0
kategoria ALFA, vychod
Por. | Meno Roé Skola k., 2183(4|5|6|7|p|>
1. Stankovi¢ Miroslav 1. GPos KE 2 71919 9|8 84
2. Sromekova Karolina, 1. GDT PP 2 6|93 52
3. Magurova Lucia 2. GPos KE 3 91919 9 49
4. Pivovarnik Roman 1. GJAR PO 2 91919 39
5. Hofierka Jaroslav 1. GJAR PO 2 919 35
5. Hojnos Peter 1. GSkol SN 2 9|71 35
7. Dudi¢ Jan 2. GPos KE 2 7116 32
7. Gressak Jergus 2. GJAR PO 3 32
7. Orszagh Marian 1. GJAR PO 1 9198 32
7. Stehlik Mojmir 0. GTreb KE 0 61998 0 32
11. | Batmendijn Eduard 0. ZSsvCM SL | 1 27
11. | Polovka Marog 1. GKuk PP 2 9 8 27
kategoria ALFA, zahranicie
Por. | Meno Ro& Skola k., 213(4|5|6|7|p|>
1. Zemkova Kristyna 3. Prachatice CR | 3 91915 8 o8
2. Teiml Dominik 2. AG Praha 3 4188 47
3. Svoboda Josef 2. Frydlant CR 2 91919 43
4. Simsa Stépin 2. Litomé&tice CR | 3 919 35
5. Le Anh Dung 1. Tachov CR 1 919 18
6. Kratochvil Pavel 3. Svétla CR 3 9 9
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Vysledkové listina,
kategoria BETA
Por. | Meno Roé Skola ke | kg |56 |7|8|9](10|11 s | >
1. Vodicka Martin 2. GAlej KE 5 5 919191919 45 | 90
2. Hornék Marién 3. GPar NR 8 6 918|819 34|79
3. Balog Matej 4. Gamca BA 8 5 9181919 35 | 77
4. Barancok Peter 4. Gamca BA 5 1 9118|7199 42 | 75
5. Teiml Dominik 2. AG Praha 3 0O |48 |8|7 27 | 72
6. Stehlik Matus 4. GAlej KE 5 0 19]9|8|7|1]|4 371 70
7. Stankovi¢ Miroslav 1. GPos KE 2 0 9|87 7 31 | 69
8. Le Anh Dung 1. Tachov CR 1 0 919|719 7 41 | 68
9. Galovicova Sona 3. GJH BA 8 4 91819191 36 | 66
9. Sebo Marek 4. Gamca BA 4 0 19[9|8]|8 34 | 66
11. Fickova Kléra 3. GPos KE 4 0 5]9]|9)|7 9 39 | 65
11. Hlavata Martina 4. Gamca BA 10 4 918197 33 | 65
11. Zaviel Lukas 4. GChod Praha 5 3 817197 31 | 65
14. | Halajova Barbora 3. GVO ZA 7 2 9113|7195 33 | 64
15. | Hanzely Filip 2. GAP SB 5 1 98|92 28 | 63
16. | Hlavacik Matus 2. GAlej KE 4 1 9(18]|8 25 | 62
16. | Koprda Pavol 3. GAM TT 7 2 9|18 |7 24 | 62
16. | Simsa Stépan 2. Litométice CR | 3 2 91919 27 | 62
16. | Zidek Augustin 3. Frydlant CR 8 | 3 9|79 |7 32 | 62
20. Karaskova Natalia 4. GJH BA 13 | 12 8181919 34 | 61
20. Klembarova Barbora, 3. GKuk PP 8 3 9171919 34 | 61
20. | Sabatovi¢ova Linda 4. GJH BA 9 2 919|713 28 | 61
23. | Kozak Andrej 4. Gamca BA 111 6 8171919 33 | 60
24. | Guricéan Pavol 4. GJH BA 11| 7 8181919 34 | 59
25. | Dunikova Katarina 4. GVO ZA 6 1 918|719 |7 40 | 58
25. Kubelka Tomés 3. Zamberk CR 4 2 918819 34 | 58
27. | Gafurov Askar 2. Gamca BA 3 019 8|7 24 | 56
27. | Zemkova Kristyna 3. Prachatice CR | 3 0|5 8|7 9 29 | 56
29. | Kossaczka Marta 2. Gamca BA 5 3 9171519 30 | 55
30. | Komanova Kristina, 2. GAS BB 5 2 918|712 26 | 54
30. | Kopf Michal 3. Opava CR 8 3 9171913 28 | 54
30. Phuong Bui Thi Mai 4. GJH BA 4 0 9171919 34 | 54
33. | Pellerova Daniela 2. Gamca BA 5 2 9191|714 29 | 53
33. | Svoboda Josef 2. Frydlant CR 2 0 19(9]|9|7 3 37 | 53
35. Csiba Dominik 4. SPMNDG BA | 11 7 91719 25 | 52
35. | Marecdkova Barbora 3. GKuk PP 8 3 8171419 28 | 52
37. | Belanova Michaela 3. SPMNDG BA | 7 2 8|18 |8 24 | 49
37. | Jasencakova Katarina 3. GVO ZA 8 3 918918 34 | 49
39. | Vlachynska Petra 3. GJH BA 6 | 0|5 813 16 | 48
40. Hozza Jan 4. GJH BA 9 8 819123 22 | 47
40. To6th Michal 3. GJH BA 8 3 818 4 20 | 47
42. Kova¢ Ondrej 4. GCM NR 11 6 8|7 9 24 | 46
43. Babej Tomas 4. GPos KE 4 0199|873 36 | 45
43. | Batmendijn Eduard 0. ZSsvCM SL 1 0 0 | 45
43. | Fagulové Kristina 3. GPos KE 7] 2 9197 25 | 45
46. | Nociarova Jela 2. GBST LC 4 0|1 8 8 17 | 43
47. | Topfer Martin 3. GNS Praha 4 3 81719 24 | 42
48. Bok Jan 4. Litomeérice CR | 4 0|5 9 14 | 40
48. | Santer Jakub 4. GMH Trstend | 10 | 6 8|7 7 22 | 40
50. | Petrucha Jaroslav 2. GMet BA 5 1 9 9 | 39
50. Smolik Martin 2. Gamca BA 3 019 7 16 | 39




KMS 2010/2011 2. séria letnej Casti 12
Por. | Meno Roé Skola ko | kg |B|6]|7 9 (10|11 p | s | >
52. | Magurova Lucia 2. GPos KE 3 019 9 22 | 38 |
53. | Krakovska Hana 1. Gamca BA 2 019 8 17 | 32
53. | Surové¢ik Juraj 2. GPOH DK 4 0|5 8 14 | 32
55. | Rabatin Branislav 3. GJH BA 6 1 9 9 | 31
55. | Semani8inova Denisa 2. GAlej KE 4 0 0|31
57. | Szabados Viktor 4. Gamca BA 11| 6 8 15 | 30
58. | Langer Tomas 3. GJH BA 8 3 7 7 21 129
58. | Macko Vladimir 2. GLS ZV 5 1 8 8 |29
60. | Hledik Michal 2. GJH BA 5 1 0 |26
61. | Gressak Jergus 2. GJAR PO 3 0 0 | 24
62. | Cibulka Samuel 2. GAV LV 5 0 0|21
63. | Santrova Adriana 3. GMH Trstenad | 5 0 8 8 | 20
64. Kavicky DuSan 2. GJH BA 4 1 0 | 18
65. | KubiSova Barbora 3. GJGT BB 3 0 0 | 16
65. | Smolik Milan 2. Gamca BA 4 0 0 | 16
67. | Pulmann Jan 4. Gamca BA 4 0 0| 14
68. | Kmetova Katarina 3. Kilmallock IR | 7 1 0 |12
69. | Svancara Patrik 3. GLS TN 5 0 0 | 11
70. | Hojnos Peter 1. GSkol SN 2 0 0| 8
71. | Masar Juraj 4. GJH BA 7 1 0|7
72. | Tokarova Natéalia 2. GJAR PO 4 0 0| 3
73. | Safin Jakub 2. GPH MI 5 2 0 0
Vysledkova listina,
kategoria GAMA
Por. | Meno Roé Skola 10 (11|12 |13 |14 | p | >
1. Balog Matej 4. Gamca BA 9 7 67
2. Csiba Dominik 4. SPMNDG BA 62
3. Filova Lucia 3. HA BR 0
3. Gafurov Askar 2. Gamca BA 0
5. Galovicova Sona 3. GJH BA 9 1 49
6. Kratochvil Pavel 3. Svetla CR 0
7. Le Anh Dung 1. Tachov CR 7 5 7 106
8. Pulmann Jan 4. Gamca BA 5
9. Rabatin Branislav 3. GJH BA 9 7 7 47
10. | Stankovi¢ Miroslav 1. GPos KE 7 19
11. | Steinhauser Dominik 3. GJK Praha 12
12. | Svoboda Josef 2. Frydlant CR 3 6 7 60
13. Safin Jakub 2. GPH MI 7 40
14. Té6th Michal 3. GJH BA 4 43
15. | Vodicka Martin 2. GAlej KE 9 9 146
16. | Zemkové Kristyna 3. Prachatice CR | 9 7 22




