
Vzorové rie²enia 2. série letnej £asti KMS 2010/2011

Úloha £. 1: Mojo si kreslil konvexné ²tvoruholníky. Pri ich kreslení si v²imol zaujímavú vec. V kaºdom ²tvoruhol-
níku, £o nakreslil, bol obvod ²tvoruholníka vä£²í ako sú£et d¨ºok jeho uhloprie£ok. Platí to v kaºdom ²tvoruholníku?
Nezabudnite svoje tvrdenie poriadne zdôvodni´.

Rie²enie: (opravoval Mojo)
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Vrcholy ²tvoruholníka nazveme A,B,C,D a d¨ºky jeho
strán tieº klasicky a, b, c a d. D¨ºky uhloprie£ok AC
a BD ozna£íme e a f (obr.1). Z trojuholníkovej nerov-
nosti vyplýva

a + b > e

b+ c > f

c+ d > e

d+ a > f.

S£ítaním týchto nerovností dostávame
2a+2b+2c+2d > 2e+2f . Po vydelení dvojkou máme

a+ b+ c+ d > e+ f.

Ur£ite ste si v²imli, ºe ©avá strana výslednej nerovnosti je obvod ²tvoruholníka a pravá strana je sú£et d¨ºok
uhloprie£ok. Tým sme dokázali tvrdenie zo zadania.

Úloha £. 2: Zostrojme vnútri strán AB,BC,CD,DA ²tvorca ABCD postupne body A′, B′, C ′, D′ také, ºe

|AA′| = |BB′| = |CC ′| = |DD′|.

Nech P je ©ubovo©ný bod vnútri ²tvorca ABCD. Ozna£me obsahy ²tvoruholníkov AA′PD′, BB′PA′, CC ′PB′

a DD′PC ′ postupne S1, S2, S3, S4. Dokáºte, ºe platí S1 + S3 = S2 + S4.

Rie²enie: (opravoval Foxie a KatkaJ)
Mnohí z vás pri²li na správne a elegantné rie²enie. Z bodu P môºeme vies´ úse£ky AP , BP , CP a DP . Pre vý²ky
v trojuholníkoch BB′P a DD′P platí, ºe vBB′ + vDD′ = |AB| a navy²e |DD′| = |BB′|. Preto

|BB′| · vBB′

2
+
|DD′| · vDD′

2
=
|BB′| · |AB|

2
·

Podobne, obsahy trojuholníkov AA′P a CC ′P sa rovnajú (|BC| · |AA′|)/2. Zo zadania platí, ºe |AB| = |BC|
a |AA′| = |BB′|, preto platí, ºe S4BB′P + S4DD′P = S4AA′P + S4CC′P . Podobne je to so sú£tami obsahov
trojuholníkov A′BP , C ′DP a B′CP , D′AP . Ke¤ºe sú£et obsahov AA′P a D′AP tvorí S1, BB′P a A′BP tvorí
S2, CC ′P a B′CP tvorí S3 a DD′P a C ′DP tvorí S4, uº ostáva len posklada´ to, £o vieme, dokopy:

(S4AA′P + S4CC′P ) + (S4B′CP + S4D′AP ) = (S4BB′P + S4DD′P ) + (S4A′BP + S4C′DP ).

To je ekvivalentné s tvrdením, ºe
S1 + S3 = S2 + S4.

A dôkaz máme hotový.
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Úloha £. 3: �aºnice z vrcholov A a B trojuholníka ABC sú na seba kolmé. Dokáºte, ºe AB je najkrat²ou stranou
tohto trojuholníka.

Rie²enie: (opravoval Fofo a Beren)
Najprv si priblíºme nejaké tvrdenia a fakty, vyplývajúce zo zadania, ktoré budeme v dôkaze pouºíva´.

1. �aºisko rozde©uje ´aºnicu v pomere 1 : 2, pri£om 2/3 d¨ºky ´aºnice sú medzi vrcholom a ´aºiskom, 1/3 d¨ºky
´aºnice je medzi ´aºiskom a stredom proti©ahlej strany.

2. V pravouhlom trojuholníku platí Pytagorova veta: c2 = a2 + b2, kde c je prepona.

3. Trojuholníky ABT,BSBCT a SACAT sú pravouhlé, s pravým uhlom pri vrchole T (´aºisko).

Teraz by sme uº mali by´ schopní vyjadri´ si d¨ºky strán trojuholníka pomocou d¨ºok ´aºníc. Aby sa nám tu neplietli
zlomky, ozna£me si

tA = |ASBC | = 3x =⇒ |AT | = 2x, |SBCT | = x,

tB = |BSAC | = 3y =⇒ |BT | = 2y, |SACT | = y.

Zo spomínanej Pytagorovej vety môºeme veselo vyjadrova´

|AC| = 2|ASAC | = 2
√
|SACT |2 + |AT |2 =

√
4|SACT |2 + 4|AT |2 =

√
4(y2 + 4x2) =

√
4y2 + 16x2,

|BC| = 2|BSBC | = 2
√
|SBCT |2 + |BT |2 =

√
4|SBCT |2 + 4|BT |2 =

√
4(x2 + 4y2) =

√
4x2 + 16y2,

|AB| =
√
|AT |2 + |BT |2 =

√
4x2 + 4y2.

Ke¤ºe v²etky uvedené premenné sú d¨ºky, a teda musia by´ kladné, môºeme s £istým svedomím vyhlási´, ºe√
4y2 + 16x2 >

√
4x2 + 4y2

√
4x2 + 16y2 >

√
4x2 + 4y2

|AC| > |AB| |BC| > |AB|.

Teraz je uº jasné, ºe AB je najkrat²ia strana trojuholníka ABC, £o sme chceli dokáza´. Hurá.

Úloha £. 4: V obd¨ºniku ABCD platí |AB| > |BC|. Narysujme kruºnicu, ktorá má stred na úse£ke AB a prechádza
bodmi A a C. Táto kruºnica pretne stranu CD v bode M . Dokáºte, ºe priamky AM a BD sú navzájom kolmé.

Rie²enie: (opravoval Kubman)
Ako geometrické príklady obvykle za£ínajú, za£neme i my krásnym a preh©adným ná£rtom. Jedným zo spôsobov,
ako ukáza´, ºe úse£ky AM a BD sú kolmé, je nájs´ inú úse£ku (alebo priamku) kolmú na AM a ukáza´ o nej, ºe je
rovnobeºná s BD. To je to, o £o sa pokúsime. Ke¤ºe bodyM a A patria kruºnici zo zadania, tak bodM je vrcholom
pravého uhla nad priemerom prechádzajúcim cez A (Tálesova kruºnica). Teda spojnica bodu M a druhého konca
priemeru bude ná² kandidát na úse£ku kolmú na AM a rovnobeºnú s BD.
Okrem bodov zo zadania si dokreslíme aj bod S, ktorý bude stredom kruºnice v zadaní. (Nájdeme ho napríklad
ako prienik osi úse£ky AC s úse£kou AB. To, ºe sa pretnú, nám zaru£í vlastnos´ |AB| > |BC|.) Úse£ka AS je
polomerom tejto kruºnice, preto nanesením d¨ºky |AS| na polpriamku SB dostaneme bod E, ktorý bude druhým
koncom spomínaného priemeru prechádzajúceho cez A.

A B

CD

S E

M

O

Úse£ky SM a SC sú tieº polomery tej istej kruºnice, preto je
trojuholník MSC rovnoramenný. Ozna£me si pätu jeho vý²ky
na stranu MC ako S′. Ako správna päta vý²ky v rovnora-
mennom trojuholníku, S′ rozpo©uje stranuMC. (Zapí²eme |MS′| =
|S′C|). Ke¤ºe celý obd¨ºnik je osovo súmerný pod©a osi strany
BC, tak aj |SB| = |S′C| a |DS′| = |SA| = |SE|. Nasleduje
prelomová úvaha:

|DM | = |S′D| − |S′M | = |SE| − |SB| = |BE|,

teda |DM | = |BE|.
�tvoruholník BEMD má dve strany rovnobeºné a zhodné (BE
a DM), v tom prípade to musí by´ rovnobeºník. Teda úse£ka
DB je rovnobeºná s ME. A ke¤ºe uhol AME je pravý (lebo
leºí na tej najtálesovskej²ej kruºnici nad priemerom AE, akú
si viete predstavi´), tak k nemu súhlasný uhol AOB (kde O je
priese£ník AM a DB) za ním nebude zaostáva´.
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Úloha £. 5: Nech P1, P2, . . . , P2011 sú rôzne body v rovine. Spojme body postupne úse£kami

P1P2, P2P3, . . . , P2010P2011, P2011P1.

Zostrojte priamku, ktorá prechádza vnútorným bodom kaºdej z týchto úse£iek. Ko©ko rie²ení má úloha v závislosti
od vzájomnej polohy bodov P1, P2, . . . , P2011?

Rie²enie: (opravovala Katka :P)
Ak chceme príklad rie²i´, musíme si najskôr poriadne pre£íta´ jeho zadanie. Mnohí z vás tak neurobili, a preto
rie²ili trochu inú úlohu alebo vychádzali z tvrdení, ktoré neplatia.
Najskôr by som rada upozornila na to, ºe P1, P2, . . . , P2011 sú rôzne body v rovine. Nemôºeme teda predpoklada´,
ºe niektoré dva môºu by´ totoºné. �alej, h©adaná priamka má prechádza´ vnútorným bodom kaºdej z úse£iek, takºe
ak prechádza len nejakým krajným bodom Pi, nie je rie²ením úlohy.
Teraz uº k samotnému príkladu. Predstavme si, ºe priamka p, ktorú h©adáme, existuje. Po¤me sa pozrie´ na to,
ako musia by´ okolo nej rozmiestnené body P1, P2, . . . P2011. Rozlí²ime dva prípady.

1. Nejaký bod Pi na leºí na priamke p. Potom, aby priamka obsahovala aj nejaký vnútorný bod úse£iek Pi−1Pi
a PiPi+1, musia aj body Pi−i a Pi+1 leºa´ na priamke p. Ak sa nad tým hlb²ie zamyslíme, zistíme, ºe na
priamke p musia postupne leºa´ v²etky body. Ak teda body P1, P2, . . . , P2011 leºia na jednej priamke, úloha
má jedno rie²enie.

2. �iadny bod Pi neleºí na priamke p. V tomto prípade priamka rozdelí rovinu na dve polroviny. Zoberme si
najprv bod P1. Ak má priamka prechádza´ vnútorným bodom úse£ky P1P2, musí bod P2 leºa´ v opa£nej
polrovine. Takýmto istým spôsobom je potom ur£ená poloha bodu P3, P4 a v²etkých ostatných bodov.
Výsledkom bude, ºe body s párnym indexom sa budú nachádza´ v jednej a body s nepárnym indexom
v druhej polrovine (vi¤ obrázok). V takomto prípade ale úse£ka P1P2011 leºí celá v jednej z polrovín a priamka
neobsahuje ºiadny jej vnútorný bod. V tomto prípade sme teda zistili, ºe priamka nesp¨¬a kritériá zadania.
Tým sme dokázali, ºe pre inú polohu bodov P1, P2, . . . , P2011, ako na priamke (1. prípad), ºiadne rie²enie
neexistuje. Dobre si premyslite, £i sme do týchto dvoch prípadov naozaj zahrnuli v²etky moºné polohy bodov.

P1

P2

P3

P4

P2011

· · ·

p

Komentár: Mnohí z vás vyuºívali vo svojom rie²ení vetu:
V mnohouholníku viem jednou priamkou pre´a´ vºdy
najviac dve jeho strany. Dojem, ºe táto veta platí, ste
získali z toho, ºe ste si nakreslili konvexný ²tvoruhol-
ník alebo pä´uholník. V nich to platí. Ale £o ak mno-
houholník nie je konvexný? V zadaní sa hovorilo len
o spájaní bodov úse£kami, o uhloch re£ nebola. Mnoho-
uholník dokonca ani vzniknú´ nemusí, nako©ko úse£ky
sa môºu ©ubovo©ne pretína´. Úloha: Skúste si doma na-
kresli´ nekonvexný mnohouholník, v ktorom vieme jed-
nou priamkou pre´a´ v²etky jeho strany. Dá sa to pre
©ubovo©ný po£et vrcholov?

Úloha £. 6: Stredy strán BC, CA, AB trojuholníka ABC ozna£íme postupne K, L, M . Dokáºte, ºe uhly AMC
a BLC majú rovnakú ve©kos´ práve vtedy, ke¤ majú rovnakú ve©kos´ uhly CAK a BCM .

Rie²enie: (opravovala A¤a)
Ozna£me priese£ník ´aºníc AK, CM a BL ako T . Ukáºeme najskôr implikáciu: ak platí, ºe uhly BLC a AMC sú
zhodné, potom platí, ºe aj uhol CAK je zhodný s uhlom BCM .
Najprv ukáºeme, ºe ²tvoruholník AMTL je tetivový. Ozna£me si α = |<)BLC| = |<)AMC|. Uhly CLB a BLA
sú susedné, teda |<)BLA| = 180 − α. Sú£et proti©ahlých uhlov v ²tvoruholníku AMTL je 180◦, z £oho vyplýva,
ºe je tetivový, teda mu môºeme opísa´ kruºnicu. Túto kruºnicu ozna£me o. V²imnime jej tetivu LT . Nad touto
tetivou tvoria strany a uhloprie£ky ná²ho tetivového ²tvoruholníka dva obvodové uhly, LAT a LMT . Z vlastností
obvodových uhlov vieme, ºe tieto uhly sú zhodné.
V²imnime si ¤al²iu parádnu vec. Úse£ka ML je strednou prie£kou trojuholníka ABC, teda ML je rovnobeºná
s BC. Potom uhly LMC aMCB sú striedavé, a teda zhodné. Ukázali sme, ºe platí |<)LAT | = |<)LMT | = |<)TCB|.
Zárove¬ kaºdú implikáciu moºno nahradi´ ekvivalenciou. (Premyslite si.) Tým je dôkaz hotový.

Úloha £. 7: Majme na kruºnici k so stredom O vyzna£ené dva polomery OA a OB. Kruºnica l sa dotýka kruºnice
k v bode Q a dotýka sa aj spomínaných polomerov postupne v bodoch C a D. Ur£te ve©kos´ uhla AQC.

Rie²enie: (opravoval Marek a Pa©o)
Najskôr si ukáºeme priamo£iare rie²enie cez po£ítanie uhlov.
Ozna£me si S stred kruºnice l. V²imnime si najprv, ºe body O,S,Q leºia na priamke. Vyplýva to napríklad z toho,
ºe kruºnice k, l sú rovno©ahlé so stredom rovno©ahlosti Q.
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Ak sa chceme vyhnú´ rovno©ahlosti, môºeme si v²imnú´, ºe do-
ty£nica ku kruºnici k v bode Q je zárove¬ doty£nicou ku kruºnici
l. Vieme ale, ºe kolmica na doty£nicu ku kruºnici v bode dotyku
prechádza stredom danej kruºnice. Teda kolmica na spomínanú do-
ty£nicu v bode Q prechádza bodom O aj bodom S.
Ozna£me α ve©kos´ uhla AOQ a po¤me po£íta´ uhly. Ke¤ºe kruº-
nica l sa dotýka priamky OA v bode C, uhol OCS je pravý. Z tro-
juholníka OSC teda máme |<)OSC| = 90◦ − α.
Uhol CSQ je susedný uhol k uhlu OSC (tu sme vyuºili kolineárnos´
bodov O,S,Q), pre jeho ve©kos´ teda platí

|<)CSQ| = 180◦ − |<)OSC| = 180◦ − (90◦ − α) = 90◦ + α.

Ke¤ºe SC a SQ sú polomery kruºnice l, trojuholník CQS je rovnoramenný. Odtia© máme

|<)CQS| = 180◦ − |<)CSQ|
2

=
180◦ − (90◦ + α)

2
= 45◦ − α

2
·

Podobne i trojuholník AQO je rovnoramenný, lebo OA, OQ sú polomery kruºnice k. Odtia© podobným výpo£tom
dostaneme |<)AQO| = 90◦ − α/2.
H©adanú ve©kos´ uhla AQC uº vieme ©ahko dopo£íta´,

|<)AQC| = |<)AQO| − |<)CQO| =
(
90◦ − α

2

)
−
(
45◦ − α

2

)
= 45◦.

O

Q

A

B

C

D

Z

H

Poznámka: Toto rie²enie z formálneho h©adiska zlyhá, ak je AB priemer
kruºnice k. V takom prípade totiº C = O (= D), a teda nemôºeme ho-
vori´ o uhle OCS. Triviálne ale máme tieº |<)AQC| = 45◦.

Iné rie²enie:
(Pod©a Le Anh Dunga) Nech H je priese£ník priamky CQ a kruºnice k,
rôzny od bodu Q. Nech Z je priese£ník priamky OA a kruºnice k, rôzny
od bodu A.
Môºeme BUNV1 predpoklada´, ºe priamka ZA je vodorovná, teda bod
C je najniº²í bod kruºnice l.
Bod Q je bod dotyku kruºníc k, l, preto je tieº stredom rovno©ahlosti
zobrazujúcej kruºnicu l na kruºnicu k. Pri tejto rovno©ahlosti sa bod C
zobrazí do bodu H, preto bod H je najniº²í bod kruºnice k. Takºe bod
H je stredom oblúku AZ. Oblúky AH a HZ sú teda rovnako dlhé, takºe
im zodpovedá rovnaká ve©kos´ obvodového uhlu na kruºnici k. Z toho
vyplýva, ºe priamka CQ je osou uhla AQZ, ktorý je v²ak pravý, lebo
AZ je priemer kruºnice k. Takºe |<)AQC| = 45◦.

Úloha £. 8: Doty£nice v bodoch A a B ku kruºnici opísanej trojuholníku ABC sa pretínajú v bode T . Rovno-
beºka s priamkou AC prechádzajúca bodom T pretína priamku BC v bode D. Dokáºte, ºe trojuholník ACD je
rovnoramenný.

1bez ujmy na v²eobecnosti
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Rie²enie: (opravoval JeFo)
Za£nime prípadom, ºe bod D leºí vo vnútri kruºnice opísanej trojuholníku
ABC.
Ozna£me si tradi£ne γ uhol pri vrchole C v trojuholníku ABC. Rovnobeºku
s úse£kou AC cez bod T ozna£me ako p, nech vieme, ako ju máme oslovi´,
mohla by sa nám zís´. Z rovnobeºnosti p a AC máme |<)ACB| = |<)TDB| = γ.
Taktieº |<)BAT | = |<)ABT | = γ, sú to totiº úsekové uhly k obvodovému uhlu
ACB.
Tak, uº máme v²etko, £o potrebujeme, a teraz to zuºitkujeme. V²imnime si, ºe
²tvoruholník TBDA je tetivový (dá sa mu opísa´ kruºnica), lebo |<)BAT | =
|<)BDT | = γ, £iºe sú to obvodové uhly nad tetivou TB. Potom aj |<)ABT | =
|<)ADT | = γ, lebo sú to obvodové uhly nad tetivou TA. A uº je skoro hotovo,
sta£í si len v²imnú´, ºe |<)ADT | = |<)CAD| = γ (striedavé uhly). Potom je
jasné, ºe trojuholník ACD je rovnoramenný, lebo |<)CAD| = |<)ACD| = γ.
Ostávajú e²te dva prípady, ak neberieme do úvahy patologické prípady, ºe
niektoré body sa prekryjú, a potom sú rie²enia triviálne:

• Bod D leºí zvonka opísanej kruºnice a trojuholník ABC má tupý uhol pri vrchole C.

• Bod D leºí zvonka opísanej kruºnice a trojuholník ABC má ostrý uhol pri vrchole C.

Oba prípady sa vyrie²ia podobne, ako ten prvý, preto túto £as´ (nutnú pre úplne rie²enie) ponecháme na £itate©a.
Je dôleºité si len uvedomi´, ºe vºdy potrebujeme dajako ukáza´, ºe body A,B,D, T leºia na kruºnici a z toho nám
potom rie²enie uº ©ahko vypadne.

Úloha £. 9: Majme trojuholník ABC. Ozna£me M stred strany AB. Nech D je bod na opa£nej polpriamke
k polpriamke CA, pre ktorý platí |CB| = |CD|. Priese£ník osi uhla ACB a priamky MD ozna£me K. Ukáºte, ºe
uhly KBC a BAC majú rovnakú ve©kos´.

Rie²enie: (opravoval Edo)
Pri²lo od vás dos´ ve©a rôznych rie²ení. Viacerí z vás si v²imli, ºe tento príklad sa dal vyrie²i´ v podstate jednoducho,
napríklad analyticky. Kto chce, môºe si to vyskú²a´, ale vzorové rie²enie sa tým smerom ubera´ nebude. Z rie²ení,
ktoré pri²li, si ukáºeme dva pekné spôsoby.

A B

C

D

K

M

S C1

Ozna£me si uhly pri vrcholoch v trojuholníku ABC ²tandardne, teda pri
vrchole C bude uhol γ. Uhol BCD je susedný k uhlu BCA, preto je jeho
ve©kos´ 180◦ − γ. Trojuholník BCD je rovnoramenný, preto |<)CDB| =
γ/2. Odtia© vidno, ºe os uhla ACB je rovnobeºná s priamkou BD, pretoºe
zvierajú s priamkou AC rovnaký uhol.
Nech C1 je priese£ník rovnobeºky s AB cez bod C a priamky BD. Ke¤ºe
priamka DK prechádza stredom AB, prechádza aj stredom CC1, nazvime
si ho S. Vyplýva to napríklad z rovno©ahlosti úse£iek CC1 a AB so stredom
v bode D. Uhly KSC a C1SD sú vrcholové, teda rovnaké. Aj uhly CKS
a SDC1 sú zhodné, pretoºe priamky CK a DC1 sú rovnobeºné. Navy²e
platí, ºe |CS| = |C1S|. Trojuholníky CKS a C1DS sú potom zhodné. Preto
d¨ºka úse£ky CK je rovnaká, ako d¨ºka úse£ky C1D.
Zo zadania vieme, ºe |CD| = |BC|. Taktieº vieme, ºe uhly KCB a CDB
majú oba ve©kos´ γ/2. Preto pod©a vety sus sú trojuholníky CC1D a BKC
zhodné. Takºe uhol KBC je rovnaký ako C1CD. Ke¤ºe priamka CC1 je
rovnobeºná s AB, zviera rovnaký uhol s priamkou AD, a preto je uhol
C1CD rovný uhlu BAC. Odtia© uº vyplýva, ºe uhly KBC a BAC majú
rovnakú ve©kos´, £o bolo treba dokáza´.

Iné rie²enie:
Opä´ za£neme rovnako ako v prvom rie²ení a ukáºeme si, ºe priamka CK je rovnobeºná s BD.
Uhol BCD je susedný k uhlu BCA, preto je jeho ve©kos´ 180◦− γ. Trojuholník BCD je rovnoramenný, preto uhol
CDB má ve©kos´ γ/2. Ke¤ºe priamka CK je osou uhla γ pri vrchole C v trojuholníku ABC, tak uhol ACK má
tieº ve©kos´ γ/2, a teda CK je rovnobeºná s BD.
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A B

C

D

K

M

B1

A1

Zobrazme si body A,M , B rovno©ahlos´ou so stredom v bode D
tak, aby sa bod M zobrazil do bodu K. Obrazy bodov A a B si
ozna£me A1 a B1. Ke¤ºe rovno©ahlos´ zachováva rovnobeºnos´,
trojuholníky A1B1D a ABD sú podobné. Taktieº, ke¤ºe M je
stredom strany AB, tak K je stredom A1B1, lebo rovno©ahlos´
zachováva aj pomery d¨ºok.
V²imnime si teraz, ºe CK a DB1 sú rovnobeºné, body A1, C,
D leºia na jednej priamke a takisto aj body A1, K, B1. Teda
v rovno©ahlosti so stredom v bode A1 sa úse£ka CK zobrazí na
DB1. Pretoºe K je stredom A1B1, koe�cient rovno©ahlosti je
dva, tým pádom |A1C| = |CD| a pod©a zadania |CD| = |BC|,
preto |A1C| = |BC|.
Trojuholníky A1CK a BCK majú teda dve rovnako dlhé strany
a zhodná je aj ve©kos´ uhla, ktorý zvierajú, preto sú zhodné.
Teda uhol KBC je rovnaký ako uhol KA1C, ktorý je zhodný
s uhlom BAC.

Úloha £. 10: Daná je kruºnica k a bod A leºiaci mimo nej. Pre rovnostranný trojuholník PQR vpísaný do kruºnice
k ozna£íme U , V , W postupne priese£níky priamok AP , AQ, AR s kruºnicou k rôzne od P,Q,R. Dokáºte, ºe
hodnota výrazu

AP

AU
+
AQ

AV
+
AR

AW

nezávisí od polohy trojuholníka PQR.

Rie²enie: (opravoval HAgO)
Základom úspe²ného vyrie²enia geometrickej úlohy je dobrý ná£rt. E²te pred jeho nakreslením sa ale dohodnime,
ºe stred kruºnice k budeme ozna£ova´ S a jej polomer r. Hne¤ po nakreslení ná£rtu nám do o£í udrie ve©a se£níc
kruºnice k, prechádzajúcich bodom A. To môºe znamena´ jediné � mocnos´. Mocnos´ bodu A ku kruºnici k je také
£íslo M , ktoré sa dá napísa´ ako sú£in vzdialeností bodu A od priese£níkov kruºnice k s jej ©ubovo©nou se£nicou
prechádzajúcou bodom A. Toto £íslo nijako nezávisí od smeru se£nice. Prepísané do zrozumite©nej re£i to znamená

M = |AP | · |AU | = |AQ| · |AV | = |AR| · |AW |.

Máme tam sú£iny nejakých povedomých d¨ºok. Jediné, £o kazí dojem, je, ºe vo výraze zo zadania sa tieto d¨ºky
nenachádzajú v sú£ine, ale v podieli. Ke¤ v²ak roz²írime v²etky zlomky £itate©om, v menovateli dostaneme ten
správny sú£in

|AP |
|AU |

+
|AQ|
|AV |

+
|AR|
|AW |

=
|AP | · |AP |
|AP | · |AU |

+
|AQ| · |AQ|
|AQ| · |AV |

+
|AR| · |AR|
|AR| · |AW |

=
|AP |2 + |AQ|2 + |AR|2

M
·

Nako©ko sme si uº dali to©ko práce s upravovaním výrazu, tak sa odteraz budeme bavi´ o jeho upravenej verzii.
Presnej²ie iba o £itateli, pretoºe menovate© nezávisí od polohy trojuholníka PQR. Sta£í teda ukáza´, ºe ani £itate©
nie je závislý od jeho polohy.
D¨ºka úse£ky na druhú sa dá vypo£íta´ napríklad z kosínusovej vety. Úse£ky vystupujúce vo výraze sa nachádzajú
v trojuholníkoch2 ASP , ASQ a ASR. Na kosínusovu vetu potrebujeme dve strany a kosínus uhla medzi nimi.
Jedna strana je vo v²etkých trojuholníkoch AS, druhá je polomerom kruºnice k. Takºe uº len ten uhol. Ozna£me
si uhol ASP ako α. Uhol ASQ je od neho o 120◦ (uhol PSQ) vä£²í a uhol ASR e²te o ¤al²ích 120◦ (uhol QSR)
vä£²í.
To, £o sme si práve povedali, nie je tak úplne pravda. V podstate po£ítame uhly od polpriamky SA proti smeru
hodinových ru£i£iek. Nejaký z tých uhlov by námmohol vyjs´ viac ako 180◦. Vtedy je ten skuto£ný uhol doplnkom do
360◦. Mohla by sa nám v²ak sta´ aj ove©a vä£²ia galiba, keby uhol vy²iel viac ako 360◦. Zachránime to odpo£ítaním
360◦. Nám v²ak posta£í kosínus uhla a ten sa týmito £achrami nemení. Teda platí

|AP |2 = |AS|2 + r2 − 2|AS|r cosα,
|AQ|2 = |AS|2 + r2 − 2|AS|r cos (α+ 120◦) ,

|AR|2 = |AS|2 + r2 − 2|AS|r cos (α+ 240◦) .

Dosa¤me na²e úspechy na poli vyjadrovania druhých mocnín pomocou nie£oho iného do výrazu a kosínusy rozbime
2Niektorý z nich môºe by´ zdegenerovaný trojuholník, to nám v²ak nevadí, lebo pre¬ rovnako platí kosínusová veta.
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pomocou sú£tových vzorcov. Postupne dostávame:

|AP |2 + |AQ|2 + |AR|2 = 3
(
|AS|2 + r2

)
− 2|AS|r (cosα+ cos (α+ 120◦) + cos (α+ 240◦)) =

= 3
(
|AS|2 + r2

)
− 2|AS|r (cosα+ cosα cos 120◦ − sinα sin 120◦ + cosα cos 240◦ − sinα sin 240◦) =

= 3
(
|AS|2 + r2

)
− 2|AS|r

(
cosα− 1

2
cosα−

√
3

2
sinα− 1

2
cosα+

√
3

2
sinα

)
=

= 3
(
|AS|2 + r2

)
.

A sme hotoví, pretoºe tento výraz o£ividne nezávisí od polohy trojuholníka PQR, £iºe nebude závisie´ ani po
vydelení M a po tejto úprave dospejeme k výrazu zo zadania.

Úloha £. 11: Máme daný trojuholník ABC. Ozna£me k vpísanú kruºnicu trojuholníka ABC a I jej stred. Nech p
je priamka dotýkajúca sa kruºnice k v bode L tak, ºe p nie je rovnobeºná so ºiadnou stranou trojuholníka ABC.
Nech A′ je bod na p, pre ktorý je uhol AIA′ pravý. Podobne ur£íme body B′ a C ′. Dokáºte, ºe priamky AA′, BB′

a CC ′ sa pretínajú v spolo£nom bode.
Rie²enie: (opravoval Petrºlen)
Podobne ako Beta tento rok zavítala do Gamy, tentoraz ste mohli by´ svedkami toho, ako pri²la Gama na
náv²tevu do Bety.
Pred samotným £ítaním dôkazu si pripome¬te, £o je Simsonova priamka (wiki: Simson line). Zavedieme pojmy
pól a polára. Majme kruºnicu k s polomerom r a jej stred S. �alej majme bod P a priamku p kolmú na priamku
SP . Ozna£me r1 = |SP | a vzdialenos´ priamky p od bodu S ako r2. Potom P je pólom poláry p, ak r1/r = r/r2.
�peciálne, ak polára pretína kruºnicu v bodoch A1 a A2, tak pólom je priese£ník doty£níc ku kruºnici k v bodoch
A1 a A2. (Overte si, ºe de�nícia sedí aj v tomto prípade.) Znalcom by to malo pripomína´ kruºnicovú inverziu.
Viac informácií o polárach nájdete na http://www.cut-the-knot.org/Curriculum/Geometry/PolePolar.shtml.

Nasledujúce tvrdenia ponechávame usilovnému £itate©ovi ako cvi£enia:

1. Póly A, B a C leºia na priamke práve vtedy, ke¤ sa k nim prislúchajúce poláry pretínajú v jednom bode.

2. Priese£ník polár prislúchajúci k bodom A a B je pólom poláry AB.

Pri rie²ení geometrie sa hovorí, ºe dobrý obrázok je polovicou rie²enia. V tomto prípade to platilo dvojnásobne.
Teraz o£akávam, ºe si nakreslíte obrázok a budete sledova´ rie²enie. Pre istotu si nakreslite e²te jeden trocha iný
obrázok, hádam vám to na jednom z nich bude vychádza´ :-).
Ozna£me postupne dotykové body vpísanej kruºnice na stranách AB, BC a CA ako Z, X a Y . �alej, nech
q je priamka rovnobeºná s priamkou AI prechádzajúca bodom L. Nakoniec ozna£íme priese£ník q a priamky Y Z
ako X ′. Pozrime sa teraz na to, £o máme na obrázku. Bod A′ je pólom poláry q. Je to tak preto, lebo priamka
IA′ je kolmá na poláru q a priamka LA′ je doty£nicou kruºnice v bode L. To je uº spomínaný ²peciálny prípad
poláry prechádzajúcej kruºnicou. Kvôli druhému tvrdeniu je X ′ pólom poláry AA′. E²te si uvedomíme, ºe X ′

je pätou kolmice na priamku Y Z. Ctiºiadostivým rie²ite©om navrhujem, aby rie²enie doklepli pomocou zvy²ných
dvoch tvrdení. Je krásne, ke¤ si uvedomíte, ako to v²etko do seba zaklapne.
Pre beºných smrte©níkov pokra£ujeme ¤alej. Podobne ako sme kon²truovali bod X ′, skon²truujeme body Y ′ a Z ′.
Body X ′, Y ′ a Z ′ leºia na Simsonovej priamke. Ke¤ºe tieto póly leºia na priamke, k nim prislúchajúce poláry sa
pretínajú v jednom bode. Takºe priamky AA′, BB′ a CC ′ sa pretínajú v jednom bode (sú kongruentné).
Navrhujem, aby ste si vzorové rie²enie pre£ítali e²te aspo¬ raz a snaºili sa zobra´ si z neho £o najviac. Moºno vzorák
nepochopíte na prvýkrát, ale ke¤ sa vám to po viacerých pokusoch podarí, ur£ite sa z neho aj nie£o nau£íte.
Ako sa dalo vyrie²i´ túto úlohu bez vhodných poznatkov? Jedine £asovo náro£ným postupom (a ke¤ºe sme kore²-
ponden£ný seminár, tak na to máte £as). Ak neviete o ºiadnom tvrdení, ktoré pripomína to, ktoré chcete dokáza´, je
vhodné sa po nejakom obzrie´. V tomto prípade chcete transformova´ kongruentnos´ (pretínanie sa v jednom bode)
na inú podmienku. Jedna z moºností je Cevova veta. (V tomto príklade sa dal pouºi´ goniometrický tvar.) �al²ou
z moºností je ukáza´, ºe vzdialenos´ priese£níkov AA′ s BB′ a BB′ s CC ′ je nula. Alebo ukáza´, ºe spomínané
priamky sú nejaké vý²ky, osi uhlov, ´aºnice, . . . v nejakom trojuholníku. Potom si zvolíte spôsob rie²enia, ktorý
pouºijete (plán) a snaºíte sa ho realizova´.
Dúfam, ºe toto vzorové rie²enie bolo pou£né a jeho úplne pochopenie zdvihlo ako va²u geometrickú úrove¬, tak aj
va²u náladu. V prípade akýchko©vek nejasností sa, prosím, pýtajte na petrzlen@kms.sk. �elám ve©a ²´astia v tretej
sérii.

Úloha £. 12: Nech a, b, c sú kladné reálne £ísla sp¨¬ajúce a+ b+ c = abc. Dokáºte, ºe

1√
1 + a2

+
1√

1 + b2
+

1√
1 + c2

≤ 3

2

a zistite, kedy nastáva rovnos´.
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Rie²enie: (opravoval Filip)
Ukáºeme si jednu super drsnú �ntu, pouºívanú na drsné nerovnosti. Názov tohto príkladu by mal by´ �goniometrické
substitúcie pre za£iato£níkov� . Pokia© máme nerovnos´ pre kladné reálne £ísla, oplatí sa nahrádza´ premenné ne-
jakou funkciou, £o ich prebieha v²etky 3. Najvhodnej²ím kandidátom je funkcia tangens. Pre tangens poznáme
v²elijaké vzorce, ktoré pri goniometrických substitúciách treba £asto pouºíva´. Aby sme mali jednozna£né vyjad-
renie, teda bijekciu na R+, zoberme tangens de�novaný na intervale (0, π/2). Poloºme a = tanA, b = tanB,
c = tanC, kde A,B,C ∈ (0, π/2). Teraz príde pointa. Na£o nám toto v²etko bolo dobré? Kvôli väzbe, ktorú
musíme nejako uchopi´. Dostávame tanA+ tanB + tanC = tanA · tanB · tanC, odkia© po úprave obdrºíme

tanC =
−(tanA+ tanB)

1− tanA tanB
= tan(π −A−B),

z £oho vyplýva A + B + C = π. Hne¤ to vyzerá kraj²ie ako pôvodná väzba v zadaní. Ke¤ si prepí²eme zadanú
nerovnos´ v premenných A,B,C, vidíme, ºe máme dokáza´

cosA+ cosB + cosC ≤ 3

2
·

Toto je uº ²tandardný príklad na Jensenovu nerovnos´4. Nehovoriac o tom, ºe navy²e vyuºijeme konkávnos´ funkcie
kosínus na intervale (0, π/2), na ktorom sú premenné A,B,C de�nované. Detaily si rozmyslite sami, tak ako aj
dôvod, pre£o rovnos´ nastáva práve pre A = B = C = π/3, teda ke¤ a = b = c =

√
3.

Úloha £. 13: Nech n > 2 je prirodzené £íslo a An po£et neprázdnych mnoºín S ⊆ {1, 2, · · · , n} takých, ºe aritme-
tický priemer prvkov mnoºiny S je celé £íslo. Dokáºte, ºe An − n je vºdy párne £íslo.

Rie²enie: (opravoval Petrºlen)
Tento príklad má naozaj krátke vzorové rie²enie, a preto by sa patrilo poveda´ nie£o o tom, ako podobné úlohy
rie²i´. V tomto prípade je úloha trocha chyták, ke¤ºe v kone£nom dôsledku dokáºeme o nie£o silnej²ie tvrdenie.
Základom bolo správne pochopi´, £o od nás v zadaní chcú. Ke¤ºe tvrdenie An − n je párne £íslo ve©mi nesúvisí so
zvy²kom zadania, porozmý²©ajme, ako dané tvrdenie transformujeme na iné � pouºite©nej²ie. Preto chceme toto
tvrdenie preloºi´ do re£i mnoºín.
Aby bol dôkaz interaktívny, uvedieme návodné otázky:

• Aká vlastnos´ mnoºín sa vyjadruje £íslom?

• Ako mnoºinovo vyjadríme rozdiel hodnôt tejto vlastnosti?

• Ako mnoºinovo vyjadríme, ºe hodnota tejto vlastnosti je párna?

• Ako najjednoduch²ie dokáºeme, ºe dve mnoºiny majú rovnakú hodnotu tejto vlastnosti?

• Ako môºu by´ transformované podmienky zadania v re£i mnoºín?

Zanieteným rie²ite©ov odporú£ame sa nad týmito otázkami chví©u zamyslie´. Odpovedí na poslednú z nich je celkom
ve©a, skúste si niektoré z nich dokáza´ alebo sa presved£i´ o tom, ºe tadia© rie²enie nevedie.
Postupne uvedieme správne odpovede. Na prvú otázku ste ur£ite odpovedali správne � ide o mohutnos´ mnoºín.
Rozdiel mohutností |B| − |C| sa správa rovnako ako klasické od£ítanie, ke¤ C je podmnoºinou B. Mohutnos´
mnoºiny je párna, ak vieme mnoºinu rozdeli´ na dve rovnako mohutné disjunktné podmnoºiny. Mohutnos´ dvoch
mnoºín je rovnaká práve vtedy, ke¤ medzi nimi existuje bijekcia. (Tento spôsob ur£ite poznáte z kombinatoriky.)
Ako môºeme teraz preformulova´ zadanie?
Chví©u porozmý²©ajte.
Transformácia: �Ak odoberieme z mnoºiny5 An mnoºinu mohutnosti n, tak vzniknutú mnoºinu vieme rozdeli´ na
dve rovnako mohutné mnoºiny.� Teraz sme uº ove©a bliº²ie k rie²eniu, lebo vieme, £o máme robi´. Treba nájs´
vhodnú n-prvkovú podmnoºinu An, a potom vhodnú vlastnos´, pod©a ktorej vytvoríme bijekciu medzi dvomi
podmnoºinami.
Chví©u porozmý²©ajte.
Najjednoduch²ou n-prvkovou podmnoºinouAn je mnoºina obsahujúca mnoºiny {1}, {2}, . . . , {n}, ktorú si ozna£íme
T . �alej ozna£me s(B) aritmetický priemer prvkov mnoºiny B. Rozdelíme mnoºinu E = An − T na mnoºiny E1

a E2 tak, ºe v mnoºine E1 budú tie mnoºiny, pre ktoré s(E1) ∈ E1 a v mnoºine E2 budú ostatné. Evidentne
E1 ∩E2 = ∅ a E1 ∪E2 = E. (Teda {E1, E2} je rozklad mnoºiny E.) Bijekciu u medzi E1 a E2 skon²truujeme teraz
uº jednoducho: u(X) = X −{s(X)}, a teda |E1| = |E2|. Ke¤ºe sa E dá rozloºi´ na dve rovnako mohutné mnoºiny,
£íslo |E| = |An| − n je párne.

3To znamená, ºe v²etky kladné reálne £ísla patria do oboru hodnôt tejto funkcie.
4pozri http://mks.m�.cuni.cz/archive/29/9.pdf, stranu 30
5Nech An ozna£uje nie po£et (ako je to v zadaní), ale mnoºinu neprázdnych mnoºín S zo zadania. Chceme teda ukáza´, ºe |An| −n

je párne.



KMS 2010/2011 2. séria letnej £asti 9

Úloha £. 14: Funkcia f je de�novaná na prirodzených £íslach predpisom

f(n) =
1

n

(⌊n
1

⌋
+
⌊n
2

⌋
+ · · ·+

⌊n
n

⌋)
·

a) Dokáºte, ºe f(n+ 1) > f(n) platí pre nekone£ne ve©a hodnôt n.
b) Dokáºte, ºe f(n+ 1) < f(n) platí pre nekone£ne ve©a hodnôt n.

Rie²enie: (opravoval Filip)
Pozrime sa, £o robí sú£et ⌊n

1

⌋
+
⌊n
2

⌋
+ · · ·+

⌊n
n

⌋
= nf(n)

a ozna£me ho g(n). Zrejme
⌊
n
k

⌋
−
⌊
n−1
k

⌋
sa rovná 1, ak k delí n, inak sa rovná 0. Dostávame tak g(n) = g(n−1)+d(n),

kde d(n) ozna£uje po£et prirodzených delite©ov £ísla n. Ke¤ si de�nujeme g(0) = 0, hne¤ máme

g(n) = d(1) + d(2) + · · ·+ d(n).

V²imnime si, ºe f(n) je aritmetický priemer £ísel d(1), d(2), . . . , d(n). Ak teraz dokáºeme, ºe d(n+ 1) < f(n) platí
pre nekone£ne ve©a hodnôt n a tieº d(n + 1) > f(n) platí pre nekone£ne ve©a hodnôt n, vyhrali sme. A naozaj,
d(n+1) < f(n) pre v²etky prvo£ísla n+1 a d(n+1) > f(n) sa vyskytne zrejme tieº nekone£ne ve©akrát. (Rozmyslite
si.)

Výsledková listina
kategória ALFA, Bratislava

Por. Meno Ro£. �kola kα 1 2 3 4 5 6 7 p
∑

1. Vozárová Viktória 1. GJH BA 1 9 8 9 9 5 78
2. Jurina �imon 1. Gam£a BA 1 9 9 9 9 9 73
2. Lipovský Mário 1. GJH BA 2 9 9 9 7 73
4. Gafurov Askar 2. Gam£a BA 3 6 9 9 8 70
4. Ondrá² Ján 1. Gam£a BA 1 9 8 9 9 7 70
6. Ková£ová Barbora 1. �PMNDG BA 2 8 9 9 9 68
7. Krakovská Hana 1. Gam£a BA 2 6 9 9 8 63
8. Prívozník Matej 1. GJH BA 2 7 9 5 60
9. Mojºi²ová Karolína 1. Gam£a BA 2 5 9 8 58
10. Kurdelová Alºbeta 1. �PMNDG BA 3 9 9 5 52
10. Smolík Martin 2. Gam£a BA 3 9 9 9 7 52
12. Klimkovi£ Anna-Mária 1. �PMNDG BA 2 5 1 8 4 8 50
13. �andalová Michaela 1. �PMNDG BA 2 5 1 8 46
14. Bo²e©ová Margita 1. GPan BA 1 45
15. Galanová Miriam 1. GJH BA 1 9 6 9 42
16. Iºdinská Dominika 1. GJH BA 2 9 9 39
17. Ro²tár Marek 2. 1SG BA 2 5 0 0 30
18. Bednár Stanislav 1. GJH BA 1 1 1 0 9 29
19. �ilková Alexandra 1. �PMNDG BA 2 25

kategória ALFA, západ

Por. Meno Ro£. �kola kα 1 2 3 4 5 6 7 p
∑

1. Daniel Mark 1. GPár NR 1 9 7 9 8 8 79
2. Korbela Michal 1. G Bánovce 2 9 9 9 9 8 78
3. Pokrývka Filip 1. G Bánovce 2 9 9 9 9 2 8 77
4. Horváth Samuel 1. GPár NR 1 9 9 7 9 8 75
5. Franková Monika 1. GKom PE 2 6 9 9 3 2 59
6. �imková �udmila 1. GPár NR 2 5 9 9 9 9 8 44
7. Ková£ová Radka 1. GPdC PN 1 5 1 8 0 2 0 27
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Por. Meno Ro£. �kola kα 1 2 3 4 5 6 7 p
∑

8. Pavlíková Stela 1. G�� TN 1 9 25
9. �uppa Marek 2. GCM NR 2 13
10. Pu£ek Samuel 2. G�� TN 3 11
11. Lú£na Nina 2. GPdC PN 3 6

kategória ALFA, stred

Por. Meno Ro£. �kola kα 1 2 3 4 5 6 7 p
∑

1. Su£ík Samuel 0. Z� �elovce 0 9 9 9 9 8 89
2. Hrivová Ivona 1. GVO ZA 2 9 9 9 9 74
3. Je£menová Andrea 1. GVO ZA 2 8 9 9 6 72
4. Psota Miroslav 1. GHlin ZA 2 9 9 9 0 8 71
5. Melo Jakub 1. GsvFA ZA 2 9 9 9 1 64
6. Hromcová Zuzana 1. GVO ZA 2 9 9 9 6 63
6. Magyarová Zuzana 1. GBST LC 2 5 9 8 6 5 63
8. Nociarová Zuzana 1. GBST LC 1 9 7 7 7 58
9. Jankovichová �udmila 1. GJGT BB 2 9 5 2 1 47
10. Ga²párek Miroslav 0. SG ZA 0 17
11. �ubjaková Mária 3. GPOH DK 3 15
12. Kubi²ová Barbora 3. GJGT BB 3 11
13. Fi©ová Lucia 3. HA BR 3 0

kategória ALFA, východ

Por. Meno Ro£. �kola kα 1 2 3 4 5 6 7 p
∑

1. Stankovi£ Miroslav 1. GPo² KE 2 7 9 9 9 8 84
2. �romeková Karolína 1. GDT PP 2 6 9 3 52
3. Magurová Lucia 2. GPo² KE 3 9 9 9 9 49
4. Pivovarník Roman 1. GJAR PO 2 9 9 9 39
5. Ho�erka Jaroslav 1. GJAR PO 2 9 9 35
5. Hojno² Peter 1. G�kol SN 2 9 7 1 35
7. Dudi£ Ján 2. GPo² KE 2 9 7 1 6 32
7. Gre²²ák Jergu² 2. GJAR PO 3 32
7. Országh Marián 1. GJAR PO 1 6 9 9 8 32
7. Stehlík Mojmír 0. GTreb KE 0 6 9 9 8 0 32
11. Batmendijn Eduard 0. Z�svCM SL 1 27
11. Polovka Maro² 1. GKuk PP 2 9 8 27

kategória ALFA, zahrani£ie

Por. Meno Ro£. �kola kα 1 2 3 4 5 6 7 p
∑

1. Zemková Kristýna 3. Prachatice �R 3 9 9 5 8 58
2. Teiml Dominik 2. AG Praha 3 4 8 8 47
3. Svoboda Josef 2. Frýdlant �R 2 9 9 9 43
4. �imsa �t¥pán 2. Litom¥°ice �R 3 9 9 35
5. Le Anh Dung 1. Tachov �R 1 9 9 18
6. Kratochvíl Pavel 3. Sv¥tlá �R 3 9 9
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Výsledková listina
kategória BETA

Por. Meno Ro£. �kola kα kβ 5 6 7 8 9 10 11 p s
∑

1. Vodi£ka Martin 2. GAlej KE 5 5 9 9 9 9 9 45 90
2. Hor¬ák Marián 3. GPár NR 8 6 9 8 8 9 34 79
3. Balog Matej 4. Gam£a BA 8 5 9 8 9 9 35 77
4. Baran£ok Peter 4. Gam£a BA 5 1 9 8 7 9 9 42 75
5. Teiml Dominik 2. AG Praha 3 0 4 8 8 7 27 72
6. Stehlík Matú² 4. GAlej KE 5 0 9 9 8 7 1 4 37 70
7. Stankovi£ Miroslav 1. GPo² KE 2 0 9 8 7 7 31 69
8. Le Anh Dung 1. Tachov �R 1 0 9 9 7 9 7 41 68
9. Galovi£ová So¬a 3. GJH BA 8 4 9 8 9 9 1 36 66
9. �ebo Marek 4. Gam£a BA 4 0 9 9 8 8 34 66
11. Ficková Klára 3. GPo² KE 4 0 5 9 9 7 9 39 65
11. Hlavatá Martina 4. Gam£a BA 10 4 9 8 9 7 33 65
11. Zav°el Luká² 4. GChod Praha 5 3 8 7 9 7 31 65
14. Halajová Barbora 3. GVO ZA 7 2 9 3 7 9 5 33 64
15. Hanzely Filip 2. GAP SB 5 1 9 8 9 2 28 63
16. Hlavá£ik Matú² 2. GAlej KE 4 1 9 8 8 25 62
16. Koprda Pavol 3. GAM TT 7 2 9 8 7 24 62
16. �imsa �t¥pán 2. Litom¥°ice �R 3 2 9 9 9 27 62
16. �ídek Augustin 3. Frýdlant �R 8 3 9 7 9 7 32 62
20. Karásková Natália 4. GJH BA 13 12 8 8 9 9 34 61
20. Klembarová Barbora 3. GKuk PP 8 3 9 7 9 9 34 61
20. Sabatovi£ová Linda 4. GJH BA 9 2 9 9 7 3 28 61
23. Kozák Andrej 4. Gam£a BA 11 6 8 7 9 9 33 60
24. Guri£an Pavol 4. GJH BA 11 7 8 8 9 9 34 59
25. Duníková Katarína 4. GVO ZA 6 1 9 8 7 9 7 40 58
25. Kubelka Tomá² 3. �amberk �R 4 2 9 8 8 9 34 58
27. Gafurov Askar 2. Gam£a BA 3 0 9 8 7 24 56
27. Zemková Kristýna 3. Prachatice �R 3 0 5 8 7 9 29 56
29. Kossaczká Marta 2. Gam£a BA 5 3 9 7 5 9 30 55
30. Komanová Kristína 2. GAS BB 5 2 9 8 7 2 26 54
30. Kopf Michal 3. Opava �R 8 3 9 7 9 3 28 54
30. Phuong Bui Thi Mai 4. GJH BA 4 0 9 7 9 9 34 54
33. Pellerová Daniela 2. Gam£a BA 5 2 9 9 7 4 29 53
33. Svoboda Josef 2. Frýdlant �R 2 0 9 9 9 7 3 37 53
35. Csiba Dominik 4. �PMNDG BA 11 7 9 7 9 25 52
35. Mare£áková Barbora 3. GKuk PP 8 3 8 7 4 9 28 52
37. Belanová Michaela 3. �PMNDG BA 7 2 8 8 8 24 49
37. Jasen£áková Katarína 3. GVO ZA 8 3 9 8 9 8 34 49
39. Vlachynská Petra 3. GJH BA 6 0 5 8 3 16 48
40. Hozza Ján 4. GJH BA 9 8 8 9 2 3 22 47
40. Tóth Michal 3. GJH BA 8 3 8 8 4 20 47
42. Ková£ Ondrej 4. GCM NR 11 6 8 7 9 24 46
43. Babej Tomá² 4. GPo² KE 4 0 9 9 8 7 3 36 45
43. Batmendijn Eduard 0. Z�svCM SL 1 0 0 45
43. Fagu©ová Kristína 3. GPo² KE 7 2 9 9 7 25 45
46. Nociarová Jela 2. GBST LC 4 0 1 8 8 17 43
47. Töpfer Martin 3. GN� Praha 4 3 8 7 9 24 42
48. Bok Jan 4. Litom¥°ice �R 4 0 5 9 14 40
48. Santer Jakub 4. GMH Trstená 10 6 8 7 7 22 40
50. Petrucha Jaroslav 2. GMet BA 5 1 9 9 39
50. Smolík Martin 2. Gam£a BA 3 0 9 7 16 39
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Por. Meno Ro£. �kola kα kβ 5 6 7 8 9 10 11 p s
∑

52. Magurová Lucia 2. GPo² KE 3 0 9 9 4 22 38
53. Krakovská Hana 1. Gam£a BA 2 0 9 8 17 32
53. Surov£ík Juraj 2. GPOH DK 4 0 5 8 1 14 32
55. Rabatin Branislav 3. GJH BA 6 1 9 9 31
55. Semani²inová Denisa 2. GAlej KE 4 0 0 31
57. Szabados Viktor 4. Gam£a BA 11 6 8 7 15 30
58. Langer Tomá² 3. GJH BA 8 3 7 7 7 21 29
58. Macko Vladimír 2. G�� ZV 5 1 8 8 29
60. Hledík Michal 2. GJH BA 5 1 0 26
61. Gre²²ák Jergu² 2. GJAR PO 3 0 0 24
62. Cibulka Samuel 2. GAV LV 5 0 0 21
63. Santrová Adriana 3. GMH Trstená 5 0 8 8 20
64. Kavický Du²an 2. GJH BA 4 1 0 18
65. Kubi²ová Barbora 3. GJGT BB 3 0 0 16
65. Smolík Milan 2. Gam£a BA 4 0 0 16
67. Pulmann Ján 4. Gam£a BA 4 0 0 14
68. Kme´ová Katarína 3. Kilmallock IR 7 1 0 12
69. �van£ara Patrik 3. G�� TN 5 0 0 11
70. Hojno² Peter 1. G�kol SN 2 0 0 8
71. Masár Juraj 4. GJH BA 7 1 0 7
72. Tokárová Natália 2. GJAR PO 4 0 0 3
73. �a�n Jakub 2. GPH MI 5 2 0 0

Výsledková listina
kategória GAMA

Por. Meno Ro£. �kola 10 11 12 13 14 p
∑

1. Balog Matej 4. Gam£a BA 9 7 67
2. Csiba Dominik 4. �PMNDG BA 62
3. Fi©ová Lucia 3. HA BR 0
3. Gafurov Askar 2. Gam£a BA 0
5. Galovi£ová So¬a 3. GJH BA 9 1 49
6. Kratochvíl Pavel 3. Sv¥tlá �R 0
7. Le Anh Dung 1. Tachov �R 7 5 7 106
8. Pulmann Ján 4. Gam£a BA 5
9. Rabatin Branislav 3. GJH BA 9 7 7 47
10. Stankovi£ Miroslav 1. GPo² KE 7 19
11. Steinhauser Dominik 3. GJK Praha 12
12. Svoboda Josef 2. Frýdlant �R 3 6 7 60
13. �a�n Jakub 2. GPH MI 7 40
14. Tóth Michal 3. GJH BA 4 43
15. Vodi£ka Martin 2. GAlej KE 9 9 146
16. Zemková Kristýna 3. Prachatice �R 9 7 22


