Vzorové rieSenia 1. série zimnej ¢asti KMS 2010/2011

Uloha é&. 1: Igor ma 16 kariet ocislovanych od 1 do 16 a uklada ich na stol. Jeho brat Palo mu dovoli dat vedla
seba len také dve karty, ktorych stucet je druha mocnina prirodzeného ¢isla. Je mozné, aby Igor takto ulozil na stol
vsetky karty

a) do jedného radu?
b) na obvod jedného kruhu?

RieSenie: (opravoval Fofo)

Najvicsi mozny sucet dvoch karticiek je 15+ 16 = 31, najmensi 142 = 3. Medzi tymito ¢islami lezia len $tyri druhé
mocniny, teda stdet susednych karti¢iek moze byt iba 4,9, 16 alebo 25. VSimnime si, Ze ak budeme mat vedla seba
tri karticky a stcet prvej a druhej bude napriklad 9, tak sicet druhej a tretej uz nemdze byt to isté ¢islo (v takom
pripade by ¢isla na prvej a tretej karticke museli byt rovnaké).

Pozrime sa na ¢isla 8 a 16. Karticka 16 moze susedit iba s ¢islami, s ktorymi dé stacet 25 (nemoze dat sucet 16
lebo nemame nulov kartu, ani nizsi, lebo neméame karty so zadpornymi ¢islami). M4 preto iba jedného mozného
suseda, a to ¢islo 9. Z podobnych dévodov ma aj ¢islo 8 iba jedného mozného suseda, jednotku. Mame dve karticky,
ktoré mozu mat najviac jedného suseda, preto nevieme usporiadat karticky do kruhu, kde mé kazd4 karticka dvoch
susedov. Druhé cast tlohy je tymto vyriesena.

Poktisme sa ale zostavit rad, kde 16 a 8 budu lezat na koncoch. Na zadiatok dame karticku s ¢islom 16. Vedla
nej moze lezat jedine 9, pretoze 25 — 16 = 9. Ako dal$iu musime polozit 7, pretoze 16 — 9 = 7 (ind moZnost nie
je, lebo 16 sme uz pred chvilou pouzili). Podobne postupujeme dalej. Dalsia karticka je vzdy jednoznac¢ne uréend
predoslymi dvoma, takze dostaneme:

16,9,7,2,14,11,5,4,12,13,3, ...

Rozoberme si, ¢o moze lezat vedla trojky: 25 — 3 = 22 je prili§ vela, 16 — 3 = 13 uZ v rade raz mame, 9 — 3 = 6,
4 — 3 = 1. M4dme teda dve mozné pokracovania, 6 a 1, z ktorych nevieme jednoznacne vybraf. Vyskasajme preto
obidve.

Prva moznost — pokracujeme jednotkou. Rychlo zistime, Ze jednotka mé tiez dvoch moznych susedov, 8 alebo 15.
Vieme vsak, Ze 8 je ,koncova karticka“ a keby sme ju polozili, dostali by sme rad, v ktorom nie st vsetky d¢isla.
Preto za 1 musi nasledovat 15, a potom rad pokrac¢uje dalej, lebo dalsie karticky st jednozna¢ne uréené. Dostaneme
rad

16,9,7,2,14,11,5,4,12,13,3,1, 15, 10, 6.

Takyto rad obsahuje uz 15 karti¢iek. Chyba len karticka 8, ale ti1 tam nemozeme pridat, lebo 6 + 8 = 14, ¢o nie
je druhd mocnina. Vidime, Ze cesta ,pokrac¢ujeme jednotkou® nebola spravna, preto skiisime pokracovat Sestkou.
V tomto pripade budu vSetky dalsie karticky jednoznacne urcené a rychlo dostaneme vysledny rad

16,9,7,2,14,11,5,4,12,13,3,6, 10, 15, 1, 8.

Keby sme povodne zacali kartickou 8, dostali by sme po rovnakych tvahéch ten isty rad otoceny zrkadlovo.

Uloha é&. 2: Masgkrtni manzelia Katka a Misko maji v kuchyni tri misky. Réano do nich Katka nasypala cukriky.
Do prvej ich dala 2010, do druhej tiez 2010 a do tretej, ¢o zvysilo. V priebehu dna ich Misko vyjedal. Vzdy si zobral
bud 3 cukriky z niektorej misky, alebo po jednom z kazdej. Vecer boli vSetky tri misky prazdne. Kolko cukrikov
mohlo byt v tretej miske? Najdite vSetky moznosti.

Riesenie: (opravovali Katka J. a Kika K.)
Po niekolkych viac-menej vydarenych pokusoch si vSimneme, Ze misky zostant veder prazdne iba vtedy, ak je pocet
cukrikov v tretej miske nasobkom troch. Tento nas dojem vSak musime aj poriadne dokézat.
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Ked je v tretej miske pocet cukrikov delitelny tromi (vieme ho napisat ako 3k), lahko ukdzeme, Ze sa do vecera
daja vSetky vyprézdnit. Napriklad tak, ze Misko postupne odjedé po tri cukriky z kazdej misky a ked vyprazdni
jednu, pusti sa do dalsej (2010 je tiez delitelné tromi). Este ale musime ukézat, Ze ako rieSenie vyhovujui iba ¢isla
delitelné tromi a ostatné nie.

Pozrime sa na to, ako by sa dalo odjedat z misiek, keby bolo v tretej miske 3k + 1 alebo 3k + 2 cukrikov (nie
pocet delitelny tromi). Misko rozhodne neméze odjedat tak, ako predtym, teda vzdy iba po tri cukriky z jednej
misky, lebo v tretej miske by ndm zostal jeden alebo dva cukriky. Ak bude odjedaf iba po jednom cukriku z kazdej
misky, nikdy sa mu nepodari odjest tolko, aby v kazdej miske zostal poéet cukrikov delitelny tromi. (Premyslite si,
pripadne aj ndzorne demonstrujte doma.) Rozhodujtce je pozorovat, ako sa menia po¢ty cukrikov a ich delitelnost
tromi — ak v jednej miske je napriklad 3k +1 a v zvysnych dvoch 3m, po odjedeni jedného cukrika z kazdej z misiek
sa nedostaneme do stavu, Ze vo vSetkych troch miskéach je pocet cukrikov deliteIny troma. Keby sa to podarilo,
Misko by uz mohol odjedat stdle po tri cukriky z jednej misky tak, ako sme spomenuli v Gvode. (Pozor! Tento
argument mozeme pouzit iba vdaka tomu, Ze dolezité je iba to, kolkokrat Misko odjedd po tri cukriky z jednej
misky a kolkokrat po jednom cukriku z kaZzdej misky — nezdlezi na tom, v akom poradi to robi.)

Podarilo sa ndm dokéazat, Ze ak je pocet cukrikov v tretej miske 3k, Misko vie zjest vSetky cukriky, ale ak je tento
pocet 3k + 1 alebo 3k + 2, vzdy mu nejaké cukriky zostant. Spravna odpoved teda znie, Ze pocdet cukrikov v tretej
miske na zaciatku musel byt delitelny tromi (alebo rovny nule).

Uloha é&. 3: Kazdy listok lotérie Stastnd sedmicka ma na sebe T-ciferné ¢islo. Kubo sleduje #rebovanie v priamom
prenose a v ruke drzi svoj listok. Moderator vyzrebuje vitaza a hovori: , Cislo na tomto listku mé vsetky cifry
rézne.“ Kubo od napitia vstava z gauca, pretoze jeho éislo toto sphia. ,, Navyse je delitelné kazdou svojou cifrou,“
pokracuje moderator. Kubo jasa, pretoze jeho ¢&islo splia aj toto. Z akych cifier sa sklada ¢islo na jeho listku? Moze
existovat viac vitaznych Cisel?

Riesenie: (opravovala Ika a Marek)

Pri rieSeni tejto tlohy sa oplati poznaf kritérid delitelnosti ¢islami 1 az 9, a fakt, ze ak je n delitelné éislom k, tak
je delitelné aj vSetkymi delitelmi ¢isla k. (Premyslite si to a vSimnite si, kde to pouzijeme.)

Ako prvii vec by sme si mali v§imnit, Ze Kubovo ¢islo neméze obsahovat cifru 0, lebo delit nulou sa neda. Ostava
teda 9 moznych cifier, pricom hladané éislo obsahuje 7 z nich.

Ak by sa naSe ¢islo skladalo len z nepérnych cifier, mohlo by byt najviac pétciferné. Musi teda obsahovat aspoii dve
parne cifry, a kedze podla zadania nimi musi byt aj delitelné, musi byt delitelné dvomi. Podla kritéria delitelnosti
dvomi teda posledné cifra Kubovho &isla musi byt parna. Dalsie kritérium, ktoré hovori nieco o poslednej cifre, je
kritérium delitelnosti piatimi. Cislo delitelné 5, musi mat posledni cifru 0 alebo 5. Nulu sme ale uz vylaéili a 5
je nepéarna cifra, preto nemoze byt na konci. Kubovo &islo teda urcite nebude delitelné piatimi a preto nemoze
obsahovat cifru 5. Tym sme vylacili dalsiu cifru — ostalo ndm 8 cifier, z ktorych 7 pouzijeme.

Podobne ako delitelnost dvomi, vieme ukazaft, Ze Kubovo ¢islo musi byt delitelné tromi. (Vyskasajte si to, pomoze
Vam, Ze aj 6 a 9 st delitelné tromi.) Podla kritéria delitelnosti tromi musi mat naSe éislo ciferny sucet delitelny
tromi. To bude len vtedy, ak vyla¢ime cifru (viac ako jednu cifru uz nemozeme) 1, 4, alebo 7 (ciferny stacet bude
39, 36, alebo 33, skuste si). Uréite tam teda bude cifra 9 (a aj 2, 3, 6, 8), takze (podla kritéria delitelnosti ¢islom 9)
ciferny stcet musi byt delitelny aj deviatimi. Zo spominanych stuc¢tov tomu vyhovuje len 36, takZe musime vylacit
cifru 4.

Vyslo ndm, ze Kubovo ¢islo sa moze skladat jedine z cifier 1, 2, 3, 6, 7, 8 a 9. Sktisme nejaké také ¢islo najst. Vieme
uz, ze je delitelné ¢islami 9, 3, a 1. Aby bolo delitelné ¢islom 8 (potom samozrejme aj 4 a 2), musi byt posledné
trojéislie delitelné 6smimi. KedZe ho deli aj 3, tak bude delitelné aj ¢islom 6. No a nakoniec (ne)stastnd sedmicka,
ktord nemad ,,pekné* kritérium delitelnosti. MéZeme zobrat kalkulacku, a zacat sktiSat pred nejaké trojéislie delitelné
osmimi zoradif zvysné Styri cifry tak, aby to ¢islo bolo delitelné siedmimi. Nebude to trvat dlho a nejaké uréite
najdeme — a nie len jedno, dokonca Sest. Takze vitazné ¢islo nie je len jedno.

Uloha é&. 4: N4jdite vSetky prirodzené ¢isla n, pre ktoré je 1+ 22 + 3% 4+ 4" druhou mocninou prirodzeného éisla.
RieSenie: (opravoval Kubo a Palo)

V tejto tilohe bolo zdkladom pracovat s virazom 1+22+33+4", ktory by sa mal rovnat druhej mocnine prirodzeného
¢isla (oznacime ju x2). Najskor si rovnicu upravime na tvar 32 = 22 — 4", ¢o dalej rozlozime na

32 = 22 — (27)%
Podla znédmeho vzorca pre rozdiel dvoch druhych mocnin plati
32=(x—2")(x+2").

Vsimnime si teraz, ze (x — 2™) je urcite celé &islo, a zdrovenn (z 4+ 2™) je prirodzené ¢islo. Kedze sti¢inom tychto
dvoch zatvoriek dostaneme 32, ¢o je tiez prirodzené é&islo, plati, ze (x — 2™) je tiez prirodzené ¢islo. Dalej plati, ze
(x —2™) < (x + 2™), lebo 2™ je kladné. KedZe obe zatvorky s prirodzené ¢isla a ich sicin je 32 vieme, Ze musia
byt delitelmi ¢&isla 32. Preto si vypisme tie dvojice delitelov 32, ktorych sti¢inom toto ¢islo ziskame. St to dvojice
(1,32),(2,16) a (4,8).
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Kedze (z —2™) < (x + 2™), musime riesit tri pripady:

(x—=2")=1 (x +2™) =32,
(x—2") =2 (x +2™) =16,
(x—2")=4 (x+2") =8.

VyrieSenim prvej stustavy dostaneme 2x = 33, z ¢oho vyplyva, Zze x by nebolo prirodzené éislo. Ak by platilo
(x—2") =2, (x+2") = 16, tak vyrieSenim zistime, ze 2" = 7 (n by zas nebolo prirodzené ¢islo). Kone¢ne, v tretom
pripade vychidza r = 6 a 2" = 2, z ¢oho vyplyva n = 1. Urobime este skasku, a naozaj

14922433 +4 =32+ 4 =62

Riesenie je teda jedno, a je to n = 1.

Iné riesenie: Prvy krok pri rieSeni prikladov by mal byt poé¢iatoény experiment. Najprv treba za n dosadit mnoho
¢isel aby sme si vytvorili nejakl predstavu o tom, aké bude riesenie tlohy. To, Ze jednotka je jedno z rieseni, sme si
mohli v§imnif uz po prvom pokuse. Ak ju dosadime za n, dostaneme 36, ¢o je druhé mocnina Sestky. Po dalsom
dosadzovani stracame nadej, Ze eSte nieco najdeme a za¢neme predpokladat, Ze iloha m4 len jedno rieSenie. Ale to
musime poriadne dokazat. Prvé ¢isla séitame a dostaneme vyraz 32 + 4™. Clen 4" sa d4 upravit ako 22" = (27)2,
teda na druhd mocninu prirodzeného d¢isla.

O druhych mocninéach sa oplati vediet, Ze ich vzdialenosti sa stéle zvicsuji. Konkrétne a? — (a —1)? = 2a — 1. (Ak
neveris, tak si to roznésob a uprav.) Preto ak k dostato¢ne velkej druhej mocnine prirdtame 32, uz to nebude druha
mocnina. Este treba zodpovedat otédzku, ¢o je to dostatoéne velkd druhd mocnina. Bude to takd druhd mocnina,
o rozostupoch medzi druhymi mocninami:

2a +1 > 33,

a teda
a>16 = 2%

.....

vyraz uz nemoze byt druhou mocninou prirodzeného éisla (plati pre n > 4). A ¢o s moznostami predtym? Tie staci
overit. Na konci ndm ostane jediné, uz spomenuté rieSenie n = 1. Happy end.

Uloha é&.5: Na matematickii stitaz sa prihlasilo d dievéat a ch chlapcov. Organizatori nakoniec vyvesili poradie,
v ktorom bol na kazdom mieste prave jeden ¢lovek. Kika si poradie prezrela, vyznacila vSetky dievcata a scitala ich
umiestnenia. Tento stucet si oznacila ako A. Potom preskimala vSetky mozné dvojice chlapec — dievéa. Ak v dvojici
dopadol lepsie chlapec, urobila si ¢iarku. Pocet ¢iarok oznacila B. Ukdzte, 7e A— B = d(d +1)/2.

Riesenie: (opravovali Katka :P a Mojo)

Pozrime sa najskor na situéciu, ked st vSetky dievéata na vrchnych pozicidch v poradi, teda na miestach 1 az d.
Vtedy bude A rovné presne 1 +2+ --- 4+ d = d(d 4+ 1)/2. Tento vzorec tu berieme ako samozrejmost, jeho dokaz
nebol stcastou ulohy (ak ho nepoznas, skus si ho dokdzat matematickou indukciou). Hodnota B bude v tomto
pripade nula, lebo ziadny chlapec sa neumiestnil lepsie ako dievca.

Teraz si ukdzeme, Ze z tohoto poradia vieme ziskat akékolvek iné poradie len tym, ze budeme medzi sebou vymieniat
dvojice chlapec — diev¢a, ktoré sa umiestnili vedla seba. Ak napriklad chceme, aby sa najlepsi chlapec umiestnil na
3. mieste, ,,vymenime“ ho s poslednym dievéatom, potom s predposlednym, a tak dalej, az napokon s tym, ktoré
bolo povodne na 3. mieste. Takymto istym spdsobom vieme dostat dalsieho a dalsieho chlapca na miesta, ktoré
chceme. (Premyslite si.)

Nakoniec ukazeme, Ze ,jednordzovou vymenou®“ dvojice chlapec — dievéa sa rozdiel A — B nezmeni. Dievéa, ktoré

.....

.....

si, ze rozdiel A— B sa nezmenil, teda ostal taky, ako v pripade, ktory sme uvazovali na zaciatku, ¢ize rovny d(d+1)/2.

Iné riesenie: Aby sme tto tlohu tispesne vyriesili, stacilo sa len zamysliet nad tym, ¢o znamend ,umiestnenie* pre
konkrétne dievca. Je to vlastne pocet dievcat, ktoré st pred nim, plus pocet chlapcov, ktori st pred nim (pocet
¢iarok, ktoré dané dievéa pridd do suc¢tu B) plus jedna. (Premyslite si, preco je to tak.) Ak s¢itame pre vSetky
dievéaté pocet chlapcov, ktoré si pred nimi, dostaneme B. Ak s¢itame pre vSetky dievcata pocet dievéat, ktoré su
pred nimi, dostaneme
(d—1)d

2 b
lebo pred prvym dievéatom nie je Ziadne, pred druhym jedno, ... a pred poslednym (d —1). Ak priddme pre kazdé
dievéa spominant jednotku, bude ich d. Ak séitame umiestnenia vSetkych dievcat, dostaneme A. Teda plati, Ze

(d—1)d
2

0+142--+(d—-1)=

A=B+ +d,



KMS 2010/2011 1. séria zimnej Casti 4

¢im sme dokézali, ¢o sme chceli.

Uloha é&. 6: Tri bachraté mravce Ika, Ajka a Mato spolu sedia v jednom vrchole pravidelného n-uholnika. Kazdii
mindtu sa niektory z nich (nemusi to byt vzdy ten isty) pohne do susedného vrcholu v smere hodinovych ruciciek,
dalsi do susedného vrcholu proti ich smeru a posledny ostane sediet na mieste. Pre aké n sa moéze stat, Ze sa po
nejakom case vsetky tri mravce stretni v jednom vrchole, ale inom ako na zaciatku?

Riesenie: (opravoval Beren a Ada)

Po precitani zadania si najprv na par jednoduchych prikladoch ozrejmime, ako to celé vlastne funguje. Vyskusame
si najprv najjednoduchsi n-uholnik, ¢o je trojuholnik. V prvom kroku sa jeden mravec pohne vpravo, druhy vlavo
a treti ostane na Startovacej pozicii. Vidime, Ze hned dal$im krokom sa vieme so vSetkymi mravcami dostat do
Iubovolného vrcholu trojuholnika. Cize pre trojuholnik to ide. Pre §tvorec a pituholnik ndm to ani po dlhej chvili
sktiSania nepojde. Pre Sestuholnik nam to zase vyjde. Jeden mravec podjde stale vpravo a dalsi dvaja nastriedacku
vlavo.

Pri takomto systéme prejde mravec, ktory ide vpravo, dvakrat tolko vrcholov, ¢o mravce, ktoré ida vlavo, ¢ize kym
prvy prejde 2/3 vrcholov n-uholnika, dalsie dva prejda kazdy 1/3 vrcholov. Tento postup sa zjavne da pouzit pre
vSetky n-uholniky, kde n/3 a 2n/3 st celé ¢isla, ¢ize pre vSetky n delitelné tromi. Pre iné n vSak tento postup
nefunguje, rovnako ako ziadny iny, ¢o ndm napadne vysktuSat. Preto mdme podozrenie, Ze pre Ziadne iné n ako
delitelné tromi sa to ned4. Tento fakt teraz musime vSeobecne dokézaft.

Pozrime sa bliz§ie na to, ¢o sa stane v jednom fahu. Pre nazornost si ozna¢me vrcholy n-uholnika ¢islami od 1
po n v smere hodinovych ruci¢iek. Nech st mravce v bodoch a, b a ¢. Jeden mravec, bez ujmy na vseobecnosti
povedzme, Ze to bol a, sa pohol proti smeru hodinovych ruci¢iek na vrchol a — 1. Mravec b ostal na mieste a mravec
¢ sa pohol v smere hodinovych ruciciek na ¢+ 1. Pozicia prvého mravca sa zmensila o jedna, pozicia posledného sa
zvécsila o jedna, ¢ize sucet pozicii ostal nezmeneny. Jeding problém méze nastat pri posune z vrcholu 1 do vrcholu
sa zmeni o n.

Nech st vSetky tri mravce na zaciatku vo vrchole 1, ¢ize sucet ich pozicii je 3. V Tubovolnej mintate bude teda
sucet pozicii 3, 3 + n alebo 3 + 2n. VSimneme si, ze sucet 3 + 3n uz nemoze nastat, lebo maximélny siucet pozicii
je 3n. Kedze vSetci traja st na konci v rovnakom vrchole, st¢et ich pozicii je delitelny tromi. Ale stcet 3 nie je
vyhréavajica pozicia, pretoze jedind moznost ako dosiahn(f sicet 3 je tak, ze st vSetci vo vrchole 1, ¢o je vSak
zaciatok. Teda 3 4+ n alebo 3 4+ 2n musi byt delitelné 3. A to sa d4 dosiahnut jedine ak n je delitelné 3, ¢ize pre iné
n to nejde.

Dokézali sme, ze ak n nie je delitelné 3, tak to nejde a nasli sme spdsob ako vyriesit tlohu pre vSetky n delitelné
3, ¢im sme vyriesili vSetky moznosti. Howgh.

Uloha &.7: V state Obdlznisisipi je mn miest rozmiestnenych rovnomerne v pravouhlej mriezke rozmerov m x n,
pri¢om m aj n su prirodzené &isla. Do kazdého mesta vedie presne k ciest, ktoré spéjaju toto mesto s niekolkymi
jeho susednymi mestami. Susedné mestd k nejakému mestu st tie, ktoré su hore, dole, nalavo alebo napravo od
daného mesta (nie diagondlne). Dve mesta moézu byt spojené aj viac ako jednou cestou. Vyhovugjice rozmiestnenie
ciest je také, ze z lubovolného mesta sa postupne po cestdch vieme dostat do lubovolného iného. Urcite vSetky
mozné trojice ¢isel (m,n, k), pre ktoré existuje nejaké vyhovujice rozmiestnenie ciest. Zdévodnite tiez, preco pre
iné trojice vyhovujiice rozmiestnenia neexistujii.

RieSenie: (opravoval Cvrki a JeFo)

Trojica ¢isel (m, n, k) vyhovuje zadaniu, ak existuje vyhovujtce rozmiestnenie ciest. Na zaciatok si mozeme vSimnat,
Ze ak vyhovuje trojica (m,n, k), tak vyhovuje aj trojica (n,m, k), a ak nevyhovuje trojica (m,n, k), tak nevyhovuje
ani trojica (n,m, k) (stac¢i ndm pretocit mriezku o 90 stupiiov). Mesto so stradnicami x a y si oznac¢me (z,y).

Vsimnime si najskor pripad, ked m = 1. Ak n = 1, tak méme len jedno mesto (1, 1), pricom z neho nemoze ist ani
jedna cesta (nemé kam), ale zdroven sa z neho dostaneme do vSetkych miest. Dostdvame teda prvi vyhovujicu
trojicu (1,1,0). Ak n = 2, tak méme dve mestd, a to (1,1) a (1,2), medzi ktorymi moze ist cesta. Ked si zvolime
Tubovolné k > 1, tak medzi tieto dve mestd modzeme daf k ciest, pricom z kazdého mesta pdjde k ciest a dostaneme
sa z kazdého mesta do kazdého (ak k = 0, tak sa nedostaneme z (1,1) do (1,2)). Dostavame teda vyhovujice
trojice (1,2,k) a (2,1, k) pre vSetky k > 1. Ak n > 3, tak modzeme predpokladat, ze k > 1. Potom medzi mestami
(1,1) a (1,2) musi byt presne k ciest. (Kedze (1,1) neméd inych susedov, iba mesto (1,2).) To vSak znamena, Ze
vSetky cesty z (1,2) vedt do (Rima) (1,1), ¢ize z mesta (1,1), ani z mesta (1,2) sa nedokdzeme dostat do mesta
(1,3) (jediné mesto kam sa d4 dostat z (1,1) je (1,2) a jediné mesto kam sa d& dostat z (1,2) je (1,1)), takze ta-
kéto rozmiestnenie ciest nie je vyhovujice. Mozeme teda povedat, Ze trojice (1, a, k) a (a, 1, k) pre a > 3 nevyhovujt.

Podme sa teraz pozriet na moznosti kde m,n > 2:

e Ak m aj n st neparne. UkdZeme, Ze neexistuje ziadna vyhovujtca trojica (m,n, k). Predpokladajme, Ze ta-
kéto trojica (m,n, k) existuje. Zafarbime si mestd ako Sachovnicu. Potom ¢ierne mesta susedia iba s bielymi
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a naopak. Z toho vyplyva, ze kazda cesta je medzi bielym a ¢iernym mestom. Preto zo vSetkych Ciernych
miest ide rovnako vela ciest ako zo vSetkych bielych miest. Zaroven z kazdého mesta ide presne k ciest.
Z toho vyplyva, Ze musi byt rovnako vela ¢iernych a bielych miest. (Skuste si premysliet, preco.) Potom vSet-
kyjch miest dokopy bude parny pocet, ale miest je spolu m-n, ¢o je neparne ¢islo, takze sme sa dostali k sporu.

e Ak m je parne. NajmenSia moZnd mriezka bude v takomto pripade 2 x 2. Tym padom, ak chceme vytvorit
vyhovujtice rozmiestnenie, tak nutne k& > 2.(Premyslite si, preco.) Najskor ukdzeme, Ze pre k = 2 to vzdy ide.
Vytvorme si cesty medzi mestami takymto spésobom (vid obrazok):

Prvé cesta pojde z mesta (1,2) do mesta (1, 3). Potom z (1,3) do (1,4), odtial do (1,5),
a tak dalej, az nakoniec z (1,n—1) do (1,n). Odtial pojde cesta do (2,n), a opdt ,zahne*
az do (2,2), stade pojde cesta do (3,2), a znova pojdeme hore az do mesta (3,n). Tento
postup vytvarania ciest budeme opakovat. VSimnite si, ze na striedacku vzdy vyjdeme
do (29 —1,n) a nasledne zideme do (2g, 2). Skon¢ime teda v meste (m, 2) (nie v (m,n),
pretoZe m je parne), odtial pdjdeme nahor do mesta (m, 1) a stade sa postupne vratime
cez mestd (m—1,1), (m—2,1), ..., (2,1) a (1,1) do mesta (1, 2). Presli sme cez vSetky
mesta, Cize plati, ze sa z kazdého dostaneme do kazdého, a taktiez plati, Ze z kazdého
mesta vychadzaju dve cesty, takZe trojica (m,n,2) je vyhovujtca a ziroven aj trojica (n,m,2) je vyhovujtica
pre m parne.

2g

Teraz eSte ukézeme, ako vySSie uvedené vyhovujice rozmiestnenie ciest pre k = 2 prerobit na vyhovujice rozmiest-
ako sa to d4 spravit, nezabtudajte pritom na to, Ze m je parne.) Teraz medzi kazda takato dvojicu Statov pridajme
k — 2 ciest. Porozmyslajme, ¢o to spdsobi. KedZe sme mali rozmiestnenie ciest také, Ze sme sa boli schopni dostat
z kazdého mesta do kazdého a k tomuto rozmiestneniu sme nejaké cesty pridali, ale Ziadne neubrali, tak stale je
mozné dostat sa z kazdého mesta do kazdého. Navyse z kazdého mesta teraz pdjde o k — 2 ciest viac, ¢ize spolu
(k—2)+ 2, ¢o je presne k. Tym padom sme dostali vyhovujlice rozmiestnenie ciest pre m péarne a k > 2.

Vyhovujtce trojice sa teda (1,1,0), (1,2, k), (2,1,k) pre vSetky & > 1, (m,n, k) a (n,m, k) pre vSetky m péarne
ak>2.

Uloha é&. 8: Nijdite vsetky dvojice (a,b) nezapornych celych Cisel, pre ktoré sii obidve ¢&isla a® + 4b aj b + 4a
druhou mocninou celého ¢isla.

Riesenie: (opravovala Stanka)

(Podla Stépdna Simsu) Predpokladajme, Ze uz mame nezapornii usporiadant dvojicu (a, b) taki, Ze a®+4b a b*>+4a
su Stvorce a hfaddme nutnt podmienku pre (a, b). Najprv rozoberme pripad, ked jedno z rieseni je 0. Nech bez ujmy
na vSeobecnosti je to a. Chceme, aby 4b a b% boli §tvorce. Ak 4b = m?, tak b = (m/2)?. Toto, spolu s podmienkou
o celodiselnosti b, implikuje, Ze b musi byt Stvorec. Avsak, toto je i postacujica podmienka, aby (0, b) bolo riesenim.
(Overte si.) Pripad (a,0) je symetricky.

Teraz sa pozrime na pripad, ked a,b > 1. Nech ¢ a d st také, ze a® + 4b = c® a b? + 4a = d?. Mame 4b|c? — a?,
z ¢oho vyplyva, ze 2|(c — a)(c + a), teda 2 musi delit jednu zo zatvoriek. Ci uz je to prva alebo druh4, dostdvame,
7e ¢ a a majt rovnaku paritu. Navyse, ¢islo 4b je kladné, takze mame ¢ > a + 2, z ¢oho vyplyva ¢? > (a + 2)2.
Z toho a z a? + 4b = ¢ méame a® + 4b > (a + 2)%. Po tiprave dostaneme b > a + 1. Symetricky pre druhti rovnost
plati a > b+ 1. Tedab>a+1> (b+ 1) + 1, ¢o vedie ku 0 > 2, ¢o je spor. Jediné riesenia st tvaru (0, k%), (k2,0)
pre k celé cislo.

Uloha é&.9: Kde bolo, tam bolo, v Kralovstve Mitdrych Stvoreni, slavny rytier Eduard prezyvany Edo sa po
vec¢eroch venoval svojmu konicku — matematike. Jeden uprsany deni mu sprijemnila istd zvlastna podmnozina A
mnoziny ¢isel {2, 3, ,..., 2010}. O tejto podmnozine sa v kralovstve Sepkalo, Ze mala aspori 1003 prvkov. Tato
sprava sa dostala aj dvornému Sasovi MiSovi. Ten po chvili ustdil, Ze mnoZina A musi obsahovat aspori jednu
mocninu dvojky, alebo dve disla, ktorych sucet je mocninou dvojky. Dokazte, Ze sa nemylil.

Riesenie: (opravoval Kenny)

Budeme sa snazit najst mnozinu B, pre ktort $asova podmienka neplati. (Pouzivame teda dokaz sporom.) Za¢neme
so zékladnymi poc¢tami. Mame 2009 &isel, z ktorych chceme vybrat 1003. KedZe v mnozine B nemdzu byt mocniny
dvojky, niektoré z ¢isel (napriklad 2,4,8,...) mozeme rovno vylucit. Ked vylacime 5 takychto ¢isel, budeme mat
2004 &isel a budeme chceiet vybrat 1003 ¢isel. Na to, aby sme ukazali, Ze 1003 ¢isel nemézeme vybrat, staci poparovat
2004 ¢isel do parov tak, aby z kazdej dvojice mohlo byt v mnozine B najviac jedno ¢islo — napriklad tak, Ze pary
budi mat stdet rovny nejakej mocnine dvojky. Potom ak je v mnozine B 1003 ¢isel, urcite existuje par, ktory je
v tejto mnozine. (Mame 1002 parov a 1003 ¢isel, preto aspoil jedna dvojica ¢isel patri do jedného paru.) Ale tento
par déava stcet rovny mocnine dvojky a SaSova vlastnost plati. Podme teda najst nase pary.
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Zacneme od konca. Ktoré ¢islo tvori par s ¢islom 20107 Najblizsia mocnina dvojky je 2048, preto je to cislo 38.
Méame par P;. Podobne sparujeme c¢isla 2009 a 39, 2008 a 40, ..., 1025 a 1023. Dostavame pary Py, Ps,..., Pygg.
(Naozaj? Overte si to.) Poparovali sme é&isla od 38 po 2010, s vynimkou 1024. Nastastie 1024 = 20 a preto toto
¢islo vyluéime automaticky. Mame 986 péarov, jedno vylacéené ¢islo a 36 cisel, z ktorych potrebujeme vytvorit 16
parov a 4 vylicené cisla.

Najviicsie ¢islo, ktoré ndm ostalo je 37. To tvori par Pygy s ¢islom 27. (V stcte dévaji 64, ¢o je mocnina dvojky.)
Podobne vytvorime pary Pygs = (36,28), Pogg = (35,29), ..., Pyo1 = (33,31). Ostali nam ¢isla 2 az 26 a ¢islo 32.
Cislo 32 je mocninou dvojky, preto ho prehlasime za druhé vylacené éislo. Z éisel 2 az 26 potrebujeme vytvorit 11
parov a vybrat 3 vylaéené éisla.

Cislo 26, ktoré je najviicsie zo zvysnych ¢isel, tvori par Pygs s ¢islom 6. Podobnym spdsobom ako doteraz dostdvame
pary Pogs, ..., Pigo1 z &isel 25 a 7, ..., 17 a 15. Cislo 16 je mocnina dvojky, bude to nase tretie vylucené ¢islo.
A uz sa blizime ku koncu. Ostali nam ¢isla 2, 3,4, 5, z ktorych chceme vytvorit posledny par a vybrat dve vyludené
¢isla.

Cisla 2 a 4 st mocniny dvojky, vylicené ¢isla teda mame z krku. Ostava nam dufaf, Ze &isla 3 a 5 sa séitaju do
nejakej mocniny dvojky. A je to naozaj tak, pretoze 8 = 23.

Zopakujme si, ¢o sme spravili. Vybrali sme ¢isla 1024, 32,16,4 a 2, ktoré v mnozine B nemozu byt, pretoze by
bola splnené $asova podmienka. Vytvorili sme 1002 parov ¢isel, z ktorych moze byt v mnozine B najviac jedno.
Mnozina B teda moZe obsahovat maximéalne 1002 prvkov. Zo zadania vieme, Ze obsahuje 1003 prvkov. Preto je
jasné, ze bud obsahuje nejakt mocninu dvojky, alebo nejaky par Py, ..., P,. V druhom pripade obsahuje dvojicu
¢isel, ktorych sucet je mocninou dvojky. Saso mal pravdu!

.....

éislo. Tento postup nie je celkom spravny, pretoze bolo treba ukazat, Ze pre lubovolni mnozinu A vlastnost zo
zadania plati. Vy ste konstruovali konkrétnu mnozinu s cielom néjst protipriklad, ale vyslo Vam, Ze vlastnost plati.
A z toho ste usudili, Zze vlastnost bude platit stéle. Ale ¢o ak sa dala mnozZina konstruovat nejako inak?

Uloha ¢&.10: Jefo si (ako obvykle) z dlhej chvile pisal cez prestavku v skole postupnost nezapornych celych Cisel.
Katka mu nakiikala ponad plece a zrazu zacala skakat od nadSenia. Jefo sa zlakol, no potom mu Katka vysvetlila,
Ze jeho postupnost mé zaujimavu vlastnost. Oznac¢me jej cleny xg, 1, Z2,..., Tn, pricom n > 0. Pre vSetky j
(0 < j < n) plati, Ze x; vyjadruje pocet vyskytov ¢isla j v tejto postupnosti. Akt postupnost mohol mat Jefo
napisanu na papieri? Najdite vSetky moznosti.

RieSenie: (opravovali Kubo Koneény a Ondro Mikul4s)

Postupnost zo zadania mé n + 1 ¢lenov. Skusme dosadit za zo ¢islo nula. V postupnosti je teraz aspon jedna
nula. Plati teda o > 1. Dostédvame spor s tym, ze xo = 0, preto xo > 1. Clen postupnosti x; vravi, kolkokrat sa
v postupnosti vyskytne i. Clenov postupnosti je n + 1, preto xg + 1 + - - + 2, = n + 1. Uvedeny vztah mozeme
upravit nasledovne:

n

> (@i —1)=0 (1)

=0

Rozdelme si teraz ¢isla v postupnosti na tri mnoZiny.

e V mnozine A bude ¢islo zp.

e V mnozine B budu vSetky ¢isla z;, ktoré st rovné nule. VysSie sme ukézali, ze xg ¢ B

e V mnozine C budu vSetky ¢isla z postupnosti, ktoré nie st v mnozine A ani v mnozine B.
Pre velkost mnoziny B plati |B| = xg. Rovnicu (1) teraz moézeme rozpisat nasledovne:

i=0

A Vi, z,€B Vj,x;€C

= (wo—1)+ (-1 20+ > (x;—1).

Vr;eC

V druhom riadku sme vyuzili vlastnost mnoziny B, Ze sucet jej prvkov je nula.
Pre prvky mnoziny C' teda dostaneme:
E (.’Ej — ].) =1.

Vi, xz;€C

Vsetky prvky v mnozine C st kladné celé ¢&isla. Preto pre kazdy jej prvok z; plati nerovnost z; —1 > 0. V mnozine
C sa teda nachddza prave jedna dvojka a okrem nej niekolko jednotiek. (Rozmyslite si.) Inak povedané, pre vSetky
i>1,2; € {0,1,2}. Podme teraz preskimat, akému ¢&islu sa moze rovnat prvy ¢len postupnosti zg.
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e o = 1, potom z; # 0. Clen x; sa nemdze rovnat &slu 1, lebo potom by sme mali v postupnosti uz dve
jednotky (29 a x1). V mnozine C sa len jednotky a jedna dvojka, preto na vyber ;1 mame jedini moZnost
x1 = 2. Potom nutne z3 = 0. Dostdvame prvé riesenie, postupnost 1,2, 1,0.

e 1y = 2, potom x5 = 2, lebo prave jedna dvojka je v mnozine C a jedna je xg. Ak x; = 0, tak dostavame
dalsie rieSenie, Stvorprvkovi postupnost 2,0,2,0. Ak z; = 1, tak dostdvame riesenie 2,1,2,0, 0.

.....

¢len, ktory méze byt 2, je x1. Potom x5 = 1. Prvé tri ¢leny postupnosti po poradi st k,2 a 1. Clen x, sa musi
rovnat 1, lebo x¢g = k. Zvys$né ¢leny postupnosti si nulové. Vyslednd postupnost potom vyzera nasledovne:

k,2,1,0,...,0,1,0,0,0.
——

k—3nul
Spolu sme teda nasli nasledovné riesenia:

(1,2,1,0),(2,0,2,0),(2,1,2,0,0), (k,2,1,0,...,0,1,0,0,0),
——

k—3nul

kde k£ > 3.

Uloha é&. 11: Palacinkového cesta nikdy nie je dost. Vdaka tomuto heslu ho Kubo navyrabal tolko, Ze sa mu ledva
zmestilo do 40 hrncov (tie si musel pozic¢at aj od susedov). Hanke sa to vébec nepacilo. Nie to, Ze toho cesta bolo
tak vela, ale to, ze Kubo cesto rozdelil tiplne nerovnomerne. Hanka to chcela napravit. Rozhodla sa, Ze hladinu
cesta v hrncoch bude vyrovndvat nasledovnym sposobom. Zobrala si vzdy n hrncov a poprelievala medzi nimi cesto
tak, aby vo vSetkych n hrncoch bolo rovnako vela cesta. Toto opakovala dovtedy, kym dosiahla vo vSetkych 40
hrncoch rovnakiti hladinu cesta. Kubo sa zamyslel, aké najmensie moze byt takéto n, aby sa to Hanke podarilo bez
ohladu na podiato¢né rozlozenie palacinkového cesta v hrncoch. Zistite to aj vy.

Riesenie: (opravoval Myrec a HAgO)

S podobnym prikladom sa najprv treba zoznamit. Najlepsie je najst akékolvek n, ktoré vyhovuje a nésledne hladat
mensie. Uplne trividlne je n = 40, tymto Hanka zarovna vSetky naraz. Ale ¢o tak nejaké mensie? Ako slubny
kandidat znie n = 20. Hanka vie vytvorit dve skupinky po 20 s rovnakym objemom, potom zobrat 10 z jednej a 10
z druhej skupiny a zarovnat tieto. Napokon zoberie zvysné z jednej aj z druhej skupiny a aj tie zarovna. Takto
dostane vSade rovnako. Obdobnym spdsobom (rozumej vydel vSetky éisla v postupe dvomi) vie pre n = 10 dostat
20 hrncov s rovnakym objemom. CiZe vieme, sice trochu zlozitejsie, pracovat, akoby n bolo 20. Hanka by to teda
zvladla aj pre n = 10. Ide to aj pre mensie n? Nech robim, ¢o robim, s mensim n to nijako neviem. A kedZe uz som
fakt presveddeny, Ze to pre mensie nejde, tak to skisim aj dokdzaf.

Predstavme si, Ze v jednom hrnci je cesto inej farby, jeho mnozstvo si ozna¢me a litrov. Budeme sledovat, kolko ho
bude v jednotlivych hrncoch po niekolkjch preliatiach. Pod prelievanim si predstavujme také nieco, ze do kazdého
zo zufastnenych hrncov nalejem n-tinu z kazdého zo zGcastnenych hrncov. Oznaéme si mnozstvo cesta inej farby

v zaéastnenych hrncoch ako hia, haa, ... hna. Po preliati bude v kazdom z nich n-tina z kazdého.!
hia hsa hpa  hi+ho+- -+ h,
M e T 2 a
n n n n

Vsimnime si, Ze na za¢iatku sme mali v jednom hrnci 1 - a a v ostatnych 0 - a litrov inej farby. Koeficienty pred a
boli racionalne. Pri kazdom preliati ich len séitame a vydelime n, ¢iZe raciondlnymi aj zostant. Dosadme teda za
vietky h; = pi/qi.

h1+h2+"'+hna7 %"—%—F"'—’_%ai qu;-(%-etjnaf bordel
n n n q1q2 ...qn "N

Na zaciatku mame koeficienty %a a %a. V menovateli je teda 1, ¢o je o¢ividne mocnina n (na nultd). Do menovatela
sa pri prelievani dostane si¢in menovatelov zii¢astnenych hrncov vynasobeny n. Ak boli predtym vsetky menovatele
mocninou n, budid aj potom. A kedZe na zaciatku boli, tak budt aj po kazdom dalsom preliati.? Teda na konci
bude v nejakom hrnci n% - a litrov inej farby.

Na dokézanie, Ze minimum je 10 je dobré si zobrat nejaké Specidlne rozlozenie na za¢iatku. Skiimali sme, ¢o sa
stane s cestom z jedného hrnca. Jeden by sa teda mohol od ostatnych ligit. Napriklad byt iracionalny. Ovela krajsie
a aj jednoduchsie vSak je dat do jedného 1 liter a ostatné nechat prazdne. Do kazdého sa teda musi dostat 40-tina
toho jedného. Vo svete matiky(a = 1):

Laritmeticky priemer
2oby¢ajna matematicka indukcia
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40b = n*

Z toho mame 40|n*. Co znamend, 7e v rozklade n na prvoéisla musia byt prvocisla z rozkladu 40. Cize 2 a 5.
A najmensie také ¢islo je n = 10. A to sme chceli dokézat.

Uloha &.12: V trojuholniku ABC sa vpisana kruznica dotyka stran AB, BC, CA po rade v bodoch K, L,
M. Dokazte, Ze priese¢nik vysok trojuholnika K LM, stred vpisanej kruznice trojuholnika ABC' a stred opisanej
kruznice trojuholnika ABC' lezia na jednej priamke.

Riesenie: (opravoval Hanka, Filip)

(Podla Josefa Svobodu) Oznalime si prieseénik vySok ako H, stred vpisanej kruznice ako I, stred kruznice opisanej
ako S. Stredy oblukov AB, BC, C'A, na ktorych neleZia po rade body C, A, B si oznac¢ime S., S,, Sp. V nasledu-
jucom texte ukdzeme pravdivost nasledujiiceho tvrdenia:

Rovnolahlost, ktord zobrazuje vpisanid kruinicu na opisantd kruZnicu, zobrazuje (i) na S a (#)H na I. (Existuja
dve také rovnolahlosti.)

Ak toto tvrdenie plati, tak I,S aj H leZia na jednej priamke, a teda tloha je vyriesena. Cast (i) je zrejma4, lebo
stred kruznice sa zobrazi na stred druhej kruznice. Zaoberajme sa preto uz len ¢astou (ii). Najprv si uvedomime,
kam sa zobrazi trojuholnik K LM . Dotycnica opisanej kruznice rovnobezna s AB sa dotyka tejto kruznice v bode
Se. Preto sa bod K (ako bod dotyku doty¢nice AB s kruznicou vpisanou) zobrazi na S.. Rovnako sa zobrazia body
L na S, a M na Sp. Takze obrazom trojuholnika K LM je trojuholnik S.S,Ss.

Pretoze rovnolahlost zachovéva ortocentrum trojuholnikov, sta¢i ukéazat, ze ortocentrum trojuholnika S,SpS. je I.
Pre stredy oblukov S; plati, Ze leZia na osiach uhlov trojuholnika ABC'. Takze S,,I,A lezia na spolo¢nej priamke
(podobne pre B a C). Sta¢i ndm teda dokazat, ze

Sol L SpS. & AT 1 SpS,

(podobne pre BI, CI). Pre dokaz tejto ekvivalencie pouZzijeme dalsiu vlastnost S,.

|SaB| = |SaC‘ = |SaI|
ISp Al = |SC| = [Sp]]
|ScA| = |SCB| = |SCI‘

Z toho vyplyva, ze ASpS.I je deltoid (dve a dve strany st rovnaké). O deltoidoch vieme, Ze jeho uhlopriecky st na
seba kolmé a preto AI 1 S,S. a podobne plati BI 1. S,S. a CI 1L S,S}.
Zaver: Bod I sa zobrazi na bod S, bod H na bod I a dloha je vyriesena.

Uloha &. 13: Prvodislo p dava zvySok jedna po deleni styrmi. Zjednoduste vyraz

—1

p—_2

210

= L P

kde {x} je desatinng cast x. Desatinng cCast x je dand predpisom {x} = x — |z], kde |z]| je dolnd celd cast x

(najviicsie celé ¢islo, ktoré nie je vicsie nez x).

Riesenie: (opravoval Filip, Petrzlen)

(Podla Le Anh Dunga) Najprv si viimnime, ze (—k)? = (p — k)? = k? (mod p). Taktiez ak 2% = y? (mod p), kde

1< zy< %, tak (x — y)(f +y) =0 (mod p). Ale 1 < x+y < p, a preto x = y. Z tychto tvah vyplyva,
P;)Q

7e medzi ¢islami 12,22, ..., ( 5 sa nachadzaju vsetky kvadratické zvysky modulo p. Navyse vieme, Ze vSetkych

spominanych pT_l ¢isel déva % roznych zvyskov.
Teraz podla Eulerovho kritéria (dalo sa to aj inak) pre p = 1 (mod 4) dostaneme (%) = (—1)20771 =1, a hned méame,

ze -1 je kvadraticky zvysok. Pretoze (’?b) = (’71)(%), b je kvadraticky zvySok prave vtedy, ked —b = p —b (mod p).

Preto mnozina {12,22, ..., (251)?} sa skladé z parov {a1,p — a1, as,p — as, ..., ap-1,p = G/prl} modulo p.

Nakoniec kedze 1 < a;,p — a; < p, tak {4} + {E=4} = W =1 a hladany stcet je 2.

RieSeniu je koniec. Bolo to stru¢né, krasne a jasné. Pre tych, ktori mali problémy s niektorymi castami dokazu,
uvadzame par drobnosti na vysvetlenie.

1. Kvadraticky zvysok: hovorime, Ze n je kvadraticky zvySok modulo p prave vtedy, ked existuje také m, Ze
m? =n (mod p).

2. Legendrov symbol: Def.: Legendrovym symbolom nazyvame vyraz (%) kde a je celé ¢islo a p je neparne prvocislo.
Nadobuda hodnoty 0,1, —1 podla toho, ¢i a je ndsobkom p, alebo a je nenulovy kvadraticky zvySok, alebo a nie je
kvadraticky zvySok (resp. je kvadraticky nezvySok).

3. Eulerovo kritérium: (2) = a"7 . Dokaz: aka = 0 (mod p), potom zrejme a"% =0, a naopak. Viimnime si, ze pre

)
P
p [ a dostavame a?~1 = 1 (mod p) = (apT_1 —1)(ap2;1 +1) =0 (mod p) = (apT_1 = —1 (mod p)\/apT_1 =1 (mod p)).
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Ak a je kvadraticky zvysok rozny od nuly, potom existuje b také, ze b2 = a, a teda "= = =1 = 1 (mod p), podla
malej Fermatovej vety. Na dokondenie dokazu treba ukdzat, ze ak (%) =1 (mod p), potom a je kvadraticky zvySok
(a je nenulové). Ale pre kazdé prvocislo p plati (toto vobec nie je trividlne, ale oplati sa to vediet), Ze existuje
primitivny koren by, Ze pre kazdy nenulovy zvysok ¢ existuje ¢ také, ze ¢ = b; (mod p). Teda aj pre lubovolné a

existuje j také, ze a = b,” (mod p). Po dosadeni dostavame a'T = (b)) = bpj'p%1 (mod p). Odtial vidime, ze
j je parne a opif z malej Fermatovej vety dostdvame, ¢o sme chceli.

Uloha é&.14: Kladné redlne ¢isla a, b, ¢, x, y, z spiiaji vztahy cy + bz = a, az + cx = b, bx + ay = c. Urcte
minimalnu hodnotu vyrazu
22 y? 22

PR R S

Riesenie: (opravoval Filip, Petrzlen)
KedZe obaja (inak jedini) tspesni borci Josef Svoboda a Le Anh Dung sa popasovali s touto tlohou podobne a to
velmi elegantne, uvadzame tu ich rieSenia. Odporacame kazdému, kto sa chce zlep$it v rieSeni nerovnosti, nech si
to skusi urobit sdm, podla nasledujicich ndvodov, a ked to nep6jde, potom nakuknut do vzoraku.
1. Vyjadrit z,y, z pomocou a, b, c. 2. Dosadit do poévodného vyrazu, upravit a odhadnif pomocou CS-nerovnosti
(Cauchy-Schwarzovej nerovnosti). 3. To ¢o dostaneme, odhadneme ¢islom % pomocou Schurovej nerovnosti.
Toto bude zaroven nasa osnova. Tak podme na to. Prvé, ¢o musime urobit pri rieSeni nerovnosti s viizbou (4no,
tak sa volaju tie podmienky v zadani), je upriamif svoj pohlad prave na fiu: spravne ju pochopit, uvedomit si jej
dopad na spravanie sa premennych, idedlne upravit do nejakého krajsieho ekvivalentného tvaru. Toto je ten pripad,
kde to je ocividné. Mame sustavu troch linedrnych rovnic s tromi kladnymi redlnymi neznamymi z,y, z a tromi
kladnymi realnymi parametrami a, b, c. Z tejto ststavy je trividlne vyjadrit

b2 +c? —a? 2 +a?®—b? a? +b? — 2

= 2bc vy= 2ca £ 2ab

Podla zadania z,%, z st kladné, a teda aj b? + c? — a? > 0.
Prvy krok sme zvladli. Ked to teraz dosadime do zadaného vyrazu, tak trividlnymi ipravami vyrazov, kde pouzi-
vame iba Standardni upravu zlomkov postupne dostavame

2
Z b +20bC )2 B Z (b2 + C2 _ a2)2
[EETEEVEN 20c(b? + 2 — a?) + 4b2c?’
cyc 2bc cyc

Pri rieSeni mnohych nerovnosti sa dostaneme do stavov, kedy to s nami vyzera uz fakt zle, ako tu. A prave vtedy sa
netreba vzdavat, ale zacaf s tym nieco robit. Takjto vyraz by sa tazko odhadoval nejakou konstantou (¢o nakoniec
vlastne chceme), preto ho skiisme odhadnif nieé¢im inym. VSimnime si tvar nasej nerovnosti. Nie je to ni¢ iné, ako
stcet troch zlomkov. Z Cauchy-Schwarzovej nerovnosti mame (toto sa hodi ¢asto pri nerovnostiach so zlomkami)
(£ + % +L)k+1+m) > (Ve+VF+ V)%, pree, f,g,k,1,m > 0. KedZe my mame kladné ¢itatele aj menovatele,
mozme to pouzif a dostaneme

Z (b2 + 2 — a?)? N (a2 + b2 + )2
2bc(b? + ¢ — a?) +4b%c? = 37 2be(D? + ¢* — a?) + 4b%c

Tym sa ndm podarilo z troch zlomkov spravit jeden. Najvyssi ¢as dostat sa ku koncu. Chceme zistif minimum.
Aké to bude? Najcastejsie sa stava, Ze to je pri rovnosti vSetkych premennych. Ked do pévodného vyrazu dosadime
a=0b=c=1, ¢omu prislichajt z =y =2 = %, dostaneme vysledok %, teda tito hodnotu vyraz naozaj nadobuda.
Skiisme teraz dokazaf, ze nas zlomok je vzdy vAGSi rovny % a budeme hotovi. Prendsobime na$ hnusny zlomok
menovatelom a chceme dokdzat, ze

1
(a® +0* +*)? > 3 Z 20c(b? + ¢? — a?) + 4b* 2.

cyc
Roznéasobime a dostaneme
a* + vt 4+ —a®b— ab® — b3c — b — Ba — ca® + a®be + ab®c + abc® > 0.

A tu uplne jasne vidno, Zze hoci nerovnosti éasto vyzaduju nejaka prax a usilie na tGpravu vyrazov, najtazsia cast
je vidiet za tym niefo viac. Napriklad, Ze poslednd nerovnost je Specidlny pripad Schurovej nerovnosti pre k = 2.
(Schurovu nerovnost néjdete na http://en.wikipedia.org/wiki/Schur’s_inequality).

Nakoniec len tolko, Ze gama priklady a hlavne vzordky si klad( za ciel vas nieCo naucit. A ¢o si vziat z tohto
prikladu? Rady do zivota:
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1. Ak mém vézbu, zjednodus$im ju, ak sa da.
2. Ak odhadujem stéet zlomkov, tak moze pomoct Cauchy-Schwarz.

3. Existuje nie¢o ako Schurova nerovnost (a pozrite si aj jej velmi pouény dokaz).

4. Pri odpovedani na otazku, preco to dali Cesi krajsie ako vzorak, sa mozete obzrief po texte z Geského seminara:
http://mks.mff.cuni.cz/archive/29/9.pdf (Seridl o nerovnostiach).

kategoria BETA

Vysledkovéa listina

Por. | Meno Roé Skola ko | kg |56 |7|8|9](10[11 s | >
1. Batmendijn Eduard 0. ZSsvCM SL 0 01919191919 45 | 45
1. Hozza Jan 4. GJH BA 8 7 919191919 45 | 45
1. Vodicka Martin 2. GAlej KE 5 4 91991919 45 | 45
4. Santer Jakub 4. GMH Trstend | 9 5 919989 44 | 44
4. Stehlik Matus 4. GAlej KE 6 01989 919 44 | 44
6. Hornak Maridn 3. GPar NR 7 5 719191919 43 | 43
7. Lux Filip 4. Zamberk CR 4 019(6/9/9/6|9|6 42 | 42
7. | Safin Jakub 2. GPH MI 4 [ 1]9]7]8[9]9]9]3 42 | 42
9. Bily Michael 4. Klatovy CR 4 2 9(18|919(3|6 41 | 41
9. Koblizek Miroslav 4. Zamberk CR 4 2 8181971916 41 | 41
9. Té6th Michal 3. GJH BA 7 2 918|919 (3|6 41 | 41
12. | Kavicky Dusan 2. GJH BA 310(19(9(6|9]7 40 | 40
12. | Kubelka Toma&s 3. Zamberk CR 3 1 9(8|6[9|8|6 40 | 40
12. | Simsa Stépan 2. Litométice CR | 2 1 91819195 40 | 40
12. | Topfer Martin 3. GNS Praha 3 2 918|819 6 40 | 40
16. | Kopf Michal 3. Opava CR 6 1 918|992 |4 39 | 39
17. | Balog Matej 4. Gamca BA 7 3 919191911 37 | 37
18. | Kozdk Andrej 4. Gamca BA 11 | 5 9191919 36 | 36
18. | Teiml Dominik 2. AG Praha 2 0199|177 |4]|2 36 | 36
18. | Zavtel Lukas 4. GChod Praha | 4 2 6(8|19]9|4|4 36 | 36
21. | Csiba Dominik 4. SPMNDG BA | 10 | 6 91919|13]|5 35| 35
21. Kossaczka Marta 2. Gamda BA 5 2 68894 35| 35
21. Szabados Viktor 4. Gamda BA 11 5 818856 35| 35
24. | Hledik Michal 2. GJH BA 4 01919 9|7 34| 34
24. | Karaskova Natalia 4. GJH BA 12 | 11 91919413 34| 34
24. | Kova¢ Ondrej 4. GCM NR 10 | 5 817]19|6]4 34| 34
24. | Rabatin Branislav 3. GJH BA 5 019 4198 4 34 | 34
28. | Anderle Michal 4. GBST LC 6 0197|819 33 | 33
28. | Dunikova Katarina 4. GVO ZA 6 0 19|T7|5|5]|7 33 | 33
28. | Galovic¢ova Soria 3. GJH BA 7 3 819|8|3]|5 33 | 33
28. | Petrucha Jaroslav 2. GMet BA 4 0 |7/|6]|8 9 3 33 | 33
32. | Cibulka Samuel 2. GAV LV 3 01]19|7 8 8 32 | 32
32. | Hanzely Filip 2. GAP SB 4 01917 9|7 0 32 | 32
32. | Hlavacik Matas 2. GAlej KE 4 0195 9 32 | 32
32. | Zidek Augustin 3. Frydlant CR 6 1 8 917 2 32 | 32
36. | Gonda Tomas 2. Gamca BA 3 01]19|7 71414 31| 31
36. | Langer Tomas 3. GJH BA 7 2 5191918 31 1] 31
36. | Pellerova Daniela 2. Gamca BA 5 1 51819 |72 31 | 31
36. | Surovcik Juraj 2. GPOH DK 4 019(5|5[3]9 31 1] 31
40. | Halajové Barbora 3. GVO ZA 7 1 7141973 30 | 30
40. | Jasencakova Katarina 3. GVO ZA 8 2 7141982 30 | 30
40. | Smolik Michal 2. Gamca BA 4 019]5]|6 71113 30 | 30
43. | Semanisinova Denisa 2. GAlej KE 5 01915 619 29 | 29
43. | Smolik Milan 2. Gamca BA 4 0 |8]4]|8 7 2 29 | 29
45. | Sabatovic¢ova Linda 4. GJH BA 9 2 61297 4 28 | 28
46. | Barancok Peter 4. Gamda BA 6 1 416|717 3 27 | 27
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Por. | Meno Roé Skola k, [ ks[5 [6]7][8]9]10[11 s [ >
46. | Strakacova Jana 2. Gamca BA 3 0 19|4|6|4]4 27 | 27 |
48. | Hlavatid Martina 4. Gamca BA 10 | 3 619623 26 | 26
48. Klembarova Barbora 3. GKuk PP 7 2 517141821 26 | 26
48. | Macko Vladimir 2. GLS ZV 4 0 |6|]4]|6 71313 26 | 26
48. | Marecakova Barbora 3. GKuk PP 7 2 516 |77 1 26 | 26
52. | Benesova Katarina 2. GAS BB 4 0 |9|5|4|]0]7 25 | 25
52. | Koprda Pavol 3. GAM TT 6 1 8| 1|77 2 25 | 25
52. Smolik Martin 2. Gamca BA 4 0195 71212 25 | 25
55. | Belanova Michaela 3. SPMNDG BA | 7 2 6|87 3 24 | 24
55. | Gurican Pavol 4. GJH BA 10| 6 9|7 |71 24 | 24
55. | Kupcéuldk Marian 2. Gamca BA 3 019|7 7 1 24 | 24
58. | Farsang Stefan 4. SJG KN 7 2 710719 23 | 23
59. | Kubincova Petra 4. SPMNDG BA | 8 1 6 41913 22 | 22
59. | Vlcek Andrej 3. EvSS LM 6 1 91713 3 22 | 22
61. | Komanova Kristina 2. GAS BB 4 1 514117 3 20 | 20
61. Santrova Adriana 3. GMH Trstena 5 0]9|4|6|1 20 | 20
61. | Sladek Samuel -1. GAB NO -1 10 |6]|6 8 20 | 20
64. Kubisova Barbora 3. GJGT BB 4 0 |4|4,14]0]7 19 | 19
65. Svancara Patrik 3. GLS TN 5 0 7138 18 | 18
66. | Hlasek Filip 4. Plzeti CR 5 3 819 17 | 17
67. | Nociarova Jela 2. GBST LC 4 0194 3 16 | 16
68. Baxova Zuzana 3. GLS TN 7 2 5 713 0 15 | 15
68. | Mikus Peter 1. GJAR PO 1 0 4|4 7 15 | 15
68. | Palenik Jakub 2. SPMNDG BA | 3 0|3 3/0|6 3 15 | 15
71. | Bohinikova Alzbeta 4. Gamca BA 8 1 4|2 7 13 | 13
72. | Tunova Anna 2. GPar NR 4 019 1 10 | 10
73. | Matejovicova Tatiana 2. Gamca BA 4 019 919
74. | Machac¢ Juraj 4. GJH BA 6 0 414 8 | 8
75. Bok Jan 4. Litométice CR | 4 0 5 5 5
76. | Benej Martin 4. GLS HE 4 0 210 2 | 2
Vysledkové listina
kategoria ALFA, Bratislava

Por. | Meno Roé Skola ko |1]2(3|4|5|6|7 >

1. Kovacova Barbora 1. SPMNDGBA | 1 | 8] 6 919 6 38

2. Krakovska Hana 1. Gamdca BA 2 9/8|4|8]|4 33

2. Mojzisova Karolina 1. Gamca BA 2 919]0|9 |6 33

2. Olerinyova Anna 2. GVaz BA 2 9186 |6|4 33

5. Klimkovi¢ Anna-Maria 1. SPMNDGBA | 1 |7|9|7|0]|7 30

6. Privoznik Matej 1. GJH BA 1 17131914 413 27

7. IZdinska Dominika, 1. GJH BA 1 16919 24

7. Kavicky Dusan 2. GJH BA 3 91916 24

7. Kurdelova Alzbeta 2. GLN BA 3 5198 4|3 24

10. | Pie$ Adrian 1. SPMNDGBA | 1 [3]2]8 416 23

11. | Sandalova Michaela 1. SPMNDGBA | 1 |7|1]|6 |4 3 21

12. | Bednar Stanislav 1. GJH BA 1 |6|1|4]4 4 19

12. | Krajcovi¢ Matej 2. GJH BA 3 319|6 1 19

12. | Strakéacova Jana 2. Gamda BA 3 914]|6 19

15. | Gonda Tomas 2. Gamda BA 3 9|7 16

15. | Kupc¢uldk Marian 2. Gamca BA 3 917 16

17. Zilkova Alexandra 1. SPMNDGBA | 1 | 6 7 13
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Por. | Meno Ro¢ Skola k, [1]2[3[4][5]6]7 D)
18. | Lipovsky Mario 1. GJH BA L9 9 |
19. Ivanov Marian 2. GJH BA 2 7 7
19. | Vrsansky Martin 1. 1SG BA 1 |14 2 7
21. | Hraska Peter 2. Gamca BA 3 6 6
21. | Palenik Jakub 2. SPMNDG BA | 3 3 3 6

kategoria ALFA, zapad
Por. | Meno Roé¢ Skola k,[1]2[3[4][5]6]7 3
1. Simkova Ludmila 1. GPar NR 2 919|191]19|7 43
2. Lucéna Nina 2. GPdC PN | 2 9171919114 38
3. Korbela Michal 1. GBénovece | 1 | 7196|5953 36
4. Pokryvka Filip 1. G Bénovce | 1 | 9 | 8 519114 35
5. Balazova Michaela 1. G Bénovece | 1 |99 9|1 3 31
6. Frankova Monika, 1. GKom PE 1 1919|814 30
7. Pavlikova Stela 1. GLS TN 1 |6|9|5]4 24
8. Kovacova Milada 2. GCM NR 3 919 411 23
9. Cibulka Samuel 2. GAV LV 3 917 16
kategoria ALFA, stred
Por. | Meno Roé Skola k,|1]|2|3|4|5|6 P>
1. Sladek Samuel -1. GAB NO -1 181999616 41
2. Hrivova Ivona 1. GVO ZA 2 91919194 40
3. Jankovichova Ludmila 1. GJGT BB 2 9196|915 38
3. Sucik Samuel 0. 7S Celovce 0 [|619|8]9]|6 38
5. Magyarova Zuzana 1. GBST LC 1 181919 |5]4]4 35
5. Psota Miroslav 1. GHlin ZA 1 1697|1194 35
7. Hromcova Zuzana 1. GVO ZA 2 1619|7419 4 34
8. Melo Jakub 1. GsvFA ZA 1 17199116 32
9. Je¢menova Andrea 1. GVO ZA 2 1719191410 24
10. | Hudec Lukas 3. GBST LC 3 718 19
11. | Doboszova Helena 1. BG ZA 119 9 18
12. | Sivicek Jan 2. GBST LC 3 315141115 15
13. Peresini Martin 1. SPSJM BB 1 (412411 12
14. | Santer Martin 2. GMH Trstend | 3 7 7
kategéria ALFA, vychod

Por. | Meno Roé¢ Skola k,[1]2][3[4]5]6 3
1. Gressak Jergus 2. GJAR PO 2 91919199 45
2. Batmendijn Eduard 0. ZSsvCM SL | 0 9 919 36
3. Batoryova Jana 1. GAlej KE 2 5|7[5|9 |4 30
4. | Midlik Simon 1. GJARPO | 1 |9]6 5 5 29
5. Stankovi¢ Miroslav 1. GPos KE 2 9 9|4 26
6. Hofierka Jaroslav 1. GJAR PO 1 1647|244 25
7. Mikus$ Peter 1. GJAR PO 1 1713 6 4 24
7. Pivovarnik Roman 1. GJAR PO 1 18[9 |7]0 24
9. Dudié¢ Jan 2. GPos KE 2 |512(7]10|9]4 22
10. | Rapavy Martin 1. GAlej KE 2 /0|9 |7|1|0]4 21
10. | Sromekova Karolina 1. GDT PP 1 163190 3 21
12. | Tokarova Natalia 2. GJAR PO 3 5 913 20
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Por. | Meno Roé¢ Skola [k, |[1]2 4756 3
13. | Hojnos Peter 1. | GSkolSN | 1 |61 1 1 18 |
14. | Polovka Maros 1. GKuk PP 2 3 414 15
15. | Turlik Tomas 2 GJAR PO | 2 3 8
kategoria ALFA, zahranicie
Por. | Meno Roé Skola ko [1]2]3 516 |7 |p|>
1. Teiml Dominik 2. AG Praha 2 161219 911 38
2. Kubelka Tomas 3. Zamberk CR 3 918 17
2. Simsa Stépan 2. Litoméfice CR | 2 9|8 17
2. | Topfer Martin 3. GNS Praha 3 918 17
5. Anh Dung Le 1. Tachov CR 1 0
5. Svoboda Josef 2. Frydlant CR 2 0
Vysledkové listina
kategoria GAMA
Por. | Meno Roé Skola 1011121314 [p ][>
1. Anh Dung Le 1. Tachov CR 7 7 6 20
2. Csiba Dominik 4. SPMNDG BA | 3 5 2 1 11
3. Svoboda Josef 2. Frydlant CR 7 7 7 21
4. Safin Jakub 2. GPH MI 9 3 0 12




