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Vzorové riesenia 2. série zimnej ¢asti KMS 2011/2012

Uloha ¢&.1:

a) Slony nasli 3 kruhy k, I a m. Ulozili ich do roviny tak, aby sa kazdé dva navzdjom zvonku dotykali. Zistili,
Ze stredy kruhov tvoria vrcholy rovnostranného trojuholnika. Musia mat k, | a m rovnaky polomer?

b) Slony tentokrat nasli 4 kruhy a, b, ¢ a d. Ulozili ich do roviny tak, aby sa kazdy kruh zvonku dotykal aspori
dvoch dalsich kruhov. Zistili, Ze stredy kruhov tvoria vrcholy Stvorca. Musia mat a, b, ¢ a d rovnaky polomer?

Riesenie: (opravovala Betka a Kubo)
S

a) Slony nasli kruhy &, [ a m. Oznacme si ich polomery 7y,
r; a 1y, aich stredy oznaéme S, S; a S,,. Ulozené su tak,
aby sa kazdé dva navzajom zvonku dotykali. Ich stredy Tm T'm
Sk, S; a S, tvoria rovnostranny trojuholnik.
Chceme zistit, ¢i v takomto pripade musia mat k, [ a m
rovnaky polomer.
Vieme, ze ak ku kruhu spravime dotyc¢nicu, tak potom Tk i
usecka spajajuca stred tejto kruznice a bod dotyku je
kolmé na tato dotyénicu'. Z toho vyplyva, Ze ak sa dva
Sk Ty A T'm S

kruhy dotykaju, tak spojnica ich stredov je tisecka kolma

na dotycnicu v bode ich dotyku, a tvoria ju teda polomery

danych dvoch kruhov.

Trojuholnik S;,S;S,, je rovnostranny, oznacéme si jeho stranu a. Potom mézeme dizky stran nasho trojuholnika

zapisat nasledovne: ¢ = vy + 7, a = r;+ 1, a a = r, + r,. Ked si rovnosti upravime, dostaneme, ze

ry = r; = ry,. Pokial stredy kruznic k, [ a m tvoria rovnostranny trojuholnik, ich polomery musia byt
rovnaké.

b) V druhom pripade mame $tyri kruhy a, b, ¢ a d. Ich stredy tvoria Stvorec. Rovnako

ako v prvom pripade si napiSeme rovnosti: a = 1, + 71, a =T+ 1, G = Te + Tg
aa = rq+ re. Po ich tprave dostavame r, = r. a 1, = rq. Zda sa, ze v tomto
pripade r, a r, navzajom nijako nesuvisia.
Ak sme chceli dokazat, Zze polomery rq,7y,7.,7q musia byt rovnaké, oplati sa
najprv skusit najst protipriklad? — teda v naSom pripade rozmiestnit kruhy
a,b,c,d tak, aby ich stredy tvorili §tvorec, ale aby r, # r,. To ste zvladli vic-
sinou vyborne a jeden z protiprikladov vidiet na obrazku.

Uloha &. 2: Zebry rady kreslia ¢o najviac roznych rovnostrannych trojuholnikov. Aby to viak nemali také Iahké,
tak aspon dva vrcholy trojuholnika st zaroven vrcholmi dopredu nakresleného

a) Stvorca;
b) pravidelného Sestuholnika;

¢) pravidelného dvanastuholnika.

IToto ste sa uz asi uéili v skole. Ak nie, bolo by dobré si to zapamitat, lebo tento fakt sa ¢asto v prikladoch pouziva.
2Protipriklad (niekedy nazyvany aj kontrapriklad) je konkrétna situacia, v ktorej dané tvrdenie neplati.
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Kolko najviac roznych rovnostrannych trojuholnikov vedia v jednotlivych situdcidch zebry nakreslit? Dva trojuhol-
niky povazujeme za rovnaké, ak maju vSetky tri vrcholy zhodné. Inak siu tieto trojuholniky rézne.

RieSenie: (opravovala Miska a Zuska)

Zo zadania vieme, ze aspon dva vrcholy rovnostranného trojuholnika musia lezat vo vrcholoch pravidelného
n-uholnika. Buda to teda uréite dva, ale mozno aj tri vrcholy. Prave toto je klicova myslienka, na ktorta ste
mnohi pozabudli.

a) V pripade Stvorca nie je mozné, aby v jeho vrcholoch lezali tri vrcholy rovnostranného trojuholnika. Z troch
vrcholov stvorca vznikne jedine pravouhly trojuholnik, ktory nikdy nie je rovnostranny. Zratajme teda troj-
uholniky, ktoré maji so Stvorcom dva spolo¢né vrcholy. Nech vyberieme Tubovolni dvojicu vrcholov nasho
Stvorca, vzdy vieme zostrojit dva rovnostranné trojuholniky (na jednu, aj na druha stranu). Z vrcholov
Stvorca vieme vybrat 4 - 3/2 = 6 dvojic, kedZe ku kazdému zo Styroch vrcholov mame na vyber tri dalsie,
avSak takto by sme kazda dvojicu zardtali dvakrat. (Premyslite si.) VSimnite si, Ze vyber dvoch vrcholov zo
Styroch zodpovedé aj kombina¢nému ¢islu (;1) = 6, ¢o je len mudro povedand té ista Sestka, ako predtym.
Spolu vieme teda zostrojit 2 - 6 = 12 roznych trojuholnikov.

b) V tomto pripade sa tloha komplikuje, pretoze rovnostranné trojuholniky zostrojené nad niektorymi dvojicami
bodov maju aj treti vrchol leziaci v nejakom vrchole Sestuholnika. Také trojuholniky st problematické preto,
lebo pri spocitavani dvojic vrcholov ich zardtame az trikrat — s kazdou stranou raz. Existuju dva takéto
trojuholniky, iste ich zvladnete najst sami.

Opit najprv spocitame, kolko dvojic bodov vieme vybrat zo Siestich vrcholov. Tych je (g) = 15, nad nimi
zostrojenych trojuholnikov je 30. Treba si vSak uvedomit, ze medzi tymito trojuholnikmi st dva, ktoré sme
zaratali trikrat, a teda dvakrat ich musime odpoéitat. Spolu teda mame 30 — 2 -2 = 26 réznych trojuholnikov.

¢) Najprv si premyslite, kolko existuje rovnostrannych trojuholnikov, ktorych vsetky tri vrcholy lezia vo vrcho-
loch dvanastuholnika. Rovnako ako v predchadzajicom pripade si budeme musiet dat dobry pozor, aby sme
ich nezaratali ako tri rézne trojuholniky pre kazdu z ich stran.
Sprévne, takéto trojuholniky st $tyri. Z dvandastich vrcholov vieme vybraf (122) = 66 dvojic. Kazdej z nich
prislichaju op#f dva trojuholniky, avSak Styri trojuholniky sme zaratali trojndsobne a musime to opravit.
Spolu teda mame 66 - 2 — 4 - 2 = 124 réznych trojuholnikov.

sy v

Uloha é&. 3: Opica Tomas ¢asto hra nasledovnti hru: najde si rovnii palicku, nakresli stvorec ABC D, ktorého strana
je dlhsia ako palicka a snazi sa vilozit palicku do Stvorca. Musi vSak dodrzat tieto pravidld: palicka zacina v bode
leziacom na strane AB (nazveme ho bod E) a kond¢i v bode leziacom na strane BC' (nazveme ho bod F'). Zéroven
mé byt obsah trojuholnika EBF ¢o najvicsi. Poradte TomaSovi, ako m4 umiestnit palicku!

RieSenie: (opravovala Mafta a JeFo)

Riesit dant tlohu bolo mozné viacerymi spdsobmi: pomocou hfadania maxima funkcie, vyjadrovanim velkosti stran
prostrednictvom velkosti uhlov alebo itvahou o vyske. Pre vzorové rieSenie sme zvolili posledni z moZnosti, pre jej
struénost a prehladnost.

(Podla Jakuba Cimermana a Maridna Longu.)
Mame najst taky trojuholnik EBF, ktory mé pri danej dizke tisecky EF najvicsi mozny obsah. Najskor je dobré
uvedomit si par veci:

D C

o 0

1. Vytvoreny trojuholnik bude pravouhly — pretoze vo $tvorci ABC' D
je [SABC| = 90° a préve tento uhol sa stal stcastou hladaného
trojuholnika.

2. Kruznica so stredom v strede tse¢ky E'F a priemerom |EF| je Téle-
sovou kruznicou nad tiseckou E'F'. Z vety o Talesovej kruznici vieme,
ze pre kazdy bod K leziaci na tejto kruznici, ktory tvori s pévodnou
useckou E'F trojuholnik, bude mat tento trojuholnik pri vrchole K
pravy uhol. Takisto naopak plati, ze pre kazdy trojuholnik EFK
s pravym uhlom pri vrchole K lezi bod K na Talesovej kruznici.
Z predchéidzajicej uvahy je jasné, Ze aj vrchol B musi lezat na
Talesovej kruznici nad tiseckou E'F'.

3. Obsah trojuholnika EBF mozeme vypocitat ako: (a - vq)/2, kde — 4°
a = |EF| a v, je vyska na stranu EF.

Dizka tisecky EF je dané (konstantna). Z toho vypljva, Ze obsah trojuholnika je zavisly len od vysky v,. Budeme
sa teda snazit umiestit palicku tak, aby vyska v, mala ¢o najvicsiu dizku. Ako sa meni v zavislosti od umiestnenia
bodu B dlzka tejto vysky?



KMS 2011/2012 2. séria zimnej Casti 3

Z obrézka vidime, Ze v, ma najvicsiu dizku v strede — prave vtedy,
ak je tato rovna polomeru kruznice. Na kruznici totiz neexistuje bod,
ktory by bol od priemeru vzdialeny viac, nez je velkost polomeru.
(Skuste si toto jednoduché tvrdenie dokazat.) Takyto pripad v nasom
priklade nastane, ak bude bod B lezat v strede obluka FF'.

Takto sme ziskali trojuholnik, ktorého ramena st rovnaké — rovno-
ramenny trojuholnik. To znamend, Ze Tomas musi umiestnit palicku
tak, aby mali ramena EB a F B rovnakua dlzku.

Este zistime, pomocou Pytagorovej vety, v akej vzdialenosti budi od bodu B umiestnené body E a F'. Vieme, ze
plati |EB|> + |FB|* = |EF|” a z poznatku |EB| = |FB| dostavame |EB| = |FB| = |EF| /v/2

Zéaver: Opica Tomas musi umiestnif palicku tak, aby mali ramena EB a F B rovnaku dlzku, pricom body E a F
budtl umiestnené vo vzdialenosti |EF| /+/2 od bodu B.

Uloha é&. 4: Krokodil Jonatan nasiel v rieke rovnostranny trojuholnik ABC'. Hned nasiel bod P, pre ktory platilo
|<APB| = |4 BPC|. Néjdite vSetky body s takouto vlastnostou. Nezabudnite ukdzat, ze iné body tuto vlastnost
nemajua.

Riesenie: (opravovali Beren a Marek Sebo)

Priamky AB a BC rozdeluji rovinu na $tyri Stvrfroviny (vid obréazok). Na zaciatok si rozdelme rovinu na tri ¢asti
podla umiestnenia bodu P vzhladom na priamky AB a BC:

1. Bod P lezi na jednej z priamok AB, BC.
2. Bod P lezi v 1. alebo III. Stvrfrovine a nelezi na priamkach AB, BC.
3. Bod P lezi v II. alebo IV. stvrtrovine a nelezi na priamkach AB, BC.

Teraz nam uz nezostava ni¢ iné, ako postupne presetrit vSetky tri mozné umiestnenia:

(1) VSimnime si, Ze minimélne jedna z trojic bodov (A, P, B)
a (C, P, B) lezi na jednej priamke. Ak P = A alebo P = C,
jeden z uhlov APB, C PB nie je definovany. Ak P = B, nie je
definovany dokonca ani jeden z nich. V ostatnych pripadoch
mé prave jeden z uhlov APB, CPB velkost 180° resp. 0°.
KedZe priamky AB, BC nie st totozné (teda body A, B, C
nelezia na jednej priamke), druhy z dvojice uhlov nemoze mat
rovnaku velkost.

(2) Spomenme si, Ze ked médme dant Gsecku AB, tak vSetky body
P také, 7ze |[SAPB| = a, lezia na dvoch kruznicovych obla-
koch zostrojenych nad tseckou AB, teda presnejsie jeden ob-
lik nad a jeden pod tou. Pre tsecku BC plati to isté. Nas
hladany bod P moze byt vSade tam, kde sa tieto obliky pre-
tni. Mame teda dve dvojice oblikov pre kazda velkost uhla
APB, kazdé dve sa mdzu pretinat v 0, 1, 2 alebo oo bodoch.
KedZe bod B bude prienikom vzdy, sta¢i preskimat posledné
dve moznosti.

Najprv moznost s dvomi prieseénikmi, pricom jednym z nich
je bod B. Kazdy obluk lezi v jednej polrovine vzhladom na
priamku AB, resp. BC, takze sa nemodZe staf, Ze v jednej
stvrtrovine bude pre jednu velkost uhla APB lezaf viac ako
jeden prienik (bod B nepatri I. ani III. Stvrtrovine). Sktsme
najst vSetky prieniky (pre vSetky pripustné hodnoty velkosti
uhla APB) v I. a III. $tvrfrovine. Vieme, Ze pre vSetky body P, leziace na osi uhla ABC plati, Ze trojuholniky
ABP a CBP st zhodné podla vety sus, potom musi platit aj |[S APB| = | BPC|. KedZe je to celd priamka
(okrem bodu B), vieme na nej najst bod P pre Iubovolnt pripustni velkost uhla AP B, ¢ize ziadne dalsie
body P v ¢asti (2) uz nebud existovat.

Ostéva nam este presetrit pripad, ked sa niektoré dva obliuky buda prekryvat, ¢ize budi mat oo spoloénych
bodov. Toto moze nastatf jedine vtedy, ak st obidva obliky stucasfou kruznice opisanej trojuholniku ABC,
¢o zodpoveda velkosti uhla | APB| = 60°. Ich spolo¢ny prienik je vtedy kruznicovy oblik AC. (Ide o ten
kruznicovy oblik, ktory sa nachddza v ¢asti roviny (2) a teda neobsahuje bod B.)

(3) Os uhla ABC touto ¢astou roviny neprechddza, musime teda najst nejaké iné rieSenia. VSimnime si, Ze jeden
z dvojice uhlov APB, C'PB vykrajuje ¢ast roviny, v ktorej lezi ten druhy. KedZe PB je spoloénym ramenom
oboch uhlov a dané uhly APB, BPC' st rovnako velké, musi aj druhé rameno oboch uhlov byt spolo¢nym.
Teda AP a CP musia lezaf na jednej priamke, z ¢oho vyplyva, ze bod P lezi na priamke AC. Pozor ale na
to, Ze vyhovuje iba té cast priamky AC, ktora sa nachédza v ¢asti roviny (3), ¢ize v II. alebo IV. stvrtrovine.
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Mnozinou vSetkych bodov P je teda zjednotenie:

e osi uhla ABC, okrem bodu B,

e kratSieho kruznicového oblika AC (teda toho, na ktorom nelezi bod B) kruZnice opisanej trojuholniku ABC,
okrem bodov A, C

e a priamky AC, okrem usecky AC.

Uloha é&.5: Stiado ziraf si lame hlavu nad touto tilohou: je mozné rozdelit kruh tromi priamkami na 7 casti
s rovnakym obsahom?

Riesenie: (opravoval Myrec a Kozzy)

Po nacrtnuti niekolkjch obrazkov rychlo prideme na to, Ze tri priamky roz-
delia kruh na sedem casti vtedy, ked budi mat v jej vnutri tri priese¢niky,
teda kazda pretne obe zvys$né. Ziadnym inym spdsobom kruh na sedem ¢asti
nerozdelime. (Premyslite si.)

Rozdelenim kruhu sme ziskali sedem ¢asti. Jeden trojuholnik (oznacme A),
tri ¢asti kruhu uréené tromi bodmi a tri ¢asti uréené Styrmi bodmi. Casti
ozna¢me zaradom dookola B az (G, ako na obrazku. Priamky budeme volat
p,qar.

Nech nacértdvame obrazky akokolvek, nedari sa to urobif tak, aby boli vSetky
¢asti rovnaké. Je celkom mozné, Ze sa to neda. Skisme tento dojem dokézat,
napriklad sporom. Predpokladajme, Ze je mozné rozdelit kruh tromi priam-
kami na sedem ¢asti s rovnakym obsahom. Co pre ne musi platit? Obsahy
Casti B+ C+ D, D+ E+ F a F 4+ G + B sa rovnaké. Tieto obsahy zavisia
od dlzky prislusnej tetivy. Kym ide o ¢ast mensiu ako polkruh — ¢o v naSom pripade, ked berieme tri ¢asti zo
sedem rovnakych, plati — s rasticou dlzkou tetivy rastie aj obsah. Vietky tri tetivy potom musia byt rovnako dlhé.
Os uhla medzi dvojicou tetiv, povedzme p a ¢, prechddza stredom kruznice. (Poslednd veta plati o kazdych dvoch
rovnako dlhych tetivach, kedze dizka tetivy je dand jej vzdialenostou od stredu kruznice.) Treba si uvedomit, ze cely
utvar musi byt osovo stmerny prave podla tejto osi. Opak by sposobil, Ze by sa nerovnali obsahy ¢asti rovnakého
typu na opacnych stranach, teda F' a D, pripadne G a C. Tym padom aj priamka r je podla tejto osi siimernd,
z ¢oho plynie, Ze je na tato os kolmd. Z toho nutne vyplyva, Ze trojuholnik A je rovnoramenny so zékladiiou r.
Vyssie uvedené vsak plati aj pre ostatné dvojice priamok, z ¢oho dostdvame, Ze ¢ast A musi byt rovnostranny
trojuholnik.

Teraz sa pozrieme na velkosti obsahov C' a D. Zostrojme
priamku x rovnobeznu s r prechadzajicu priese¢nikom
p a gq. Tym sme z ¢asti C' odkrojili nejaky mensi utvar.
Tento tvar méa s ¢astou D spolo¢ni stranu a rovnaky
uhol pri vrchole (60°), no kym v D je aj druha strana
,/éa,st;mnéia ako C a vidsia ako D rovnako dlha ako ich spolo¢nd, v tomto odrezanom tut-
’ b } vare je druhd strana urcite dlhsia a prislicha mu aj vic-

.....

.....

D, nastava spor s predpokladom, a teda nedokazeme roz-
delit kruh tromi priamkami na sedem casti s rovnakym
obsahom.

Uloha é&. 6: Nech ABC je pravouhly trojuholnik s pravym uhlom pri vrchole A, pre ktory plati |AB| < |AC|. Nech
M je stred strany BC, p je kolmica na stranu BC prechadzajica bodom M a D je priesecnik priamky p a usecky
AC. Dalej nech q je kolmica na BD prechadzajiica bodom B, r je rovnobezka s AC' prechadzajica bodom M a E
je priesecnik q a r. Dokéazte, Ze trojuholniky AEM a MCA st podobné prave vtedy, ked | ABC| = 60°.
RieSenie: (opravoval Mary a HAgO)

Na 1vod si uvedieme a dokazeme tri postrehy, ktoré viedli k spravnemu rieSeniu. Tie neskoér vyuzijeme v nasom
dokaze.

(%) [FCAM| = |SACM]|.
To vieme z toho, Ze trojuholnik ABC' je pravouhly, jemu opisand kruZnica bude preto Télesova so stredom
v bode M. Odtial |[AM| = |CM| a z rovnoramennosti trojuholnika M CA dostaneme dokazovani zhodnost
uhlov.
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(®)

(4)

|[<DCM| = |3 DBM)].

Mozeme si v§imnut, ze trojuholniky CDM a BDM zdielaju stranu DM, tiez |CM| = |BM|, pretoze bod
M je stred strany BC a |[JCMD| = |4 BMD| = 90°, lebo priamka p je kolma na stranu BC'. Trojuholniky
CDM a BDM st tym padom zhodné podla vety sus a naozaj plati | DCM| = | DBM]|.

Trojuholniky AEM a BEM si zhodné.

Stac¢i si uvedomit, 7e priamka r je predlZenim strednej priecky trojuholnika ABC, prechédza teda stredom
strany AB. Zaroven je na nu aj kolmé, r je teda osou strany AB. Pre body E a M na r leziace potom plati
|EA| = |EB| a [MA| = |MB]|. Z toho je uz zjavné, Ze trojuholniky AEM a BEM si zhodné podla vety sss.

Juchti, uz vieme vSetko, ¢o na dokaz treba, mdZeme sa nain s entuziazmom vrhnaf. VSimni si, mily rieSitel, ze
zadanie od teba vyzaduje dokaz ekvivalencie. Co je to ekvivalencia? To je tvrdenie tvaru , A prave vtedy, ked B.
Aby sme dokézali ekvivalenciu, potrebujeme dokdzat dve ¢asti (implikacie):

a)
b)

Ak plati B, tak plati A.
Ak plati A, tak plati B. (Implikdcia sa d4 dokazat aj obmenou: ak neplati B, tak neplati A.)

Podme na to.

)

Ak |9 ABC| = 60°, tak trojuholniky MCA a AEM st podobné.

Na dokézanie tejto implikdcie ndm staci vy¢islit uhly v oboch trojuholnikoch a porovnat.

Vieme, ze < BAC je pravy a z predpokladu mame | ABC| = 60°, potom |[JACB| = 30°. Z (&) dostaneme,
ze [SCAM| = 30° a lahko dopo¢itame | AMC| = 120°. Mame vy¢islené uhly trojuholnika M CA.

Uhly BME a BCA st sthlasné, takze |[SBME| = 30°. Z (#) mame, ze |[DBM| = 30° a zo zadania
vieme, ze uhol DBE je pravy, ¢o ndm umoziiuje vyratat |<EBM| = | DBE| + |<DBM| = 120°. Velkost
posledného uhla v trojubolniku BEM dostaneme ako doplnok do 180°, [ BEM| = 30°. Vdaka (¢) budt
uhly trojuholnika AEM rovnako velké ako uhly trojuholnika BEM a konkrétne buda mat 30°, 30° a 120°.
V tomto bode sa dokaz prvej implikécie konéi, kedZe sme ukézali, Ze trojuholniky MC A a AEM maji rovnako
velké uhly, teda st podobné.

Ak st trojuholniky MCA a AEM podobné, tak |JABC| = 60°.

Oznacéme si S priese¢nik priamky r a strany AB a velkost uhla AC B oznaéme ~. Ak sa nam podari ukazat, Ze
|t ABC| = 27, tak sme vyhrali, pretoze pre stcet uhlov v trojuholniku ABC dostaneme 90° + 2+~ = 180°,
odkial v = 30° a | ABC| = 2y = 60°. Tak to podme ukazaf.

Ak |[SACB| = v, tak z () méme |[JCAM| = v a z predpokladanej podobnosti trojuholnikov MCA a AEM
dostdvame |[JAEM| = |[SAME| = ~. Potom pouzitim (#) vieme, Ze | BEM| = 7 a dopoéitanim uhlov
v pravouhlom trouholniku EBS dostaneme |4 ABE| = 90° — . Uhol ABD je doplnkom 4 ABE do 90°, teda
| ABD| = . Taktiez z (W) vieme, ze [SCBD| = 7.

Koneéne dostévame, ze [ ABC| = |[{ABD| + |4 CBD| = 2v. Hotovo.

Uloha é&.7: Nech ABC je ostrouhly trojuholnik. Ozna¢me D priesecnik osi uhla BAC a tise¢ky BC a E pitu
vysky z bodu B na stranu AC. Dokazte, Ze plati |SCED| > 45°.

RieSenie: (opravovala Katka :P)

Roznych spravnych rieSeni tejto tlohy bolo vela, preto sa pokusim spojit
viaceré a vytiahnut z nich uZitocné veci, ktoré ti, mily riesitel, snad v bu-
dicnosti pomozu. Ako prvi vec sa naucime, Ze niekedy sa zide nie¢o si
do obrazku dokreslif. Napriklad si dokreslime os uhla C'EB, ktorej prie-
se¢nik so stranou BC si ozna¢ime G. Dalej dokreslime vysku na stranu
AB, ktorej pétu oznac¢ime H. Z takto nakresleného obréazka vidime, zZe ak
chceme dokézat tvrdenie zo zadania, sta¢i nam dokazat, ze |CG| < |CD|.
Prec¢o? Vieme, Ze uhol CEB je pravy a teda |[SCEG| = 45°. Preto ak
bude |CD| > |CG]|, tak bude |[SCED| > |9CEG| = 45°.

Ako prvy nam napadne poznatok, Ze os uhla deli protilahli stranu v po-
mere zvy$nych dvoch strdn. (Skis si ho dokdzat pomocou sinusovej vety.)
V nagsom pripade dostaneme pri pohlade na os uhla BAC, ze

C

(CD| _ |AC|
\DB| ~ |AB|

B

Trojuholniky AHC a AEB st podobné, lebo maji pravy uhol a este spoloény uhol BAC. Potom o vzajomnom
pomere ich stran vieme, ze

|AC| B |CH]|
|AB|  |EB]
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Dalej si véimneme, Ze trojuholnik CEH mé tupy uhol pri vrchole E. Vieme, Ze v tupouhlom trojuholniku je
najdlhsia strana oproti tupému uhlu, takze plati |[CE| < |C H|. Uvedomit si tento poznatok a pouzit ho v spravnej
chvili je tiez uzitoéné. Ako cvicenie si skuste dokdzat, ze |CE| < |CH|, napriklad pomocou vyjadrenia obsahu
trojuholnika ABC pomocou stran a vysok.

Vztah, ktory sme ziskali, si trochu upravime — vydelime ho |EB|. Kedze je to dlzka strany, je to kladné ¢islo,
takze znamienko nerovnosti sa nezmeni. Dostavame

CE| _ |cH]
|[EB| ~ |EB|

Ako poslednta vyuzijeme os uhla CE B, ktora rozdeli stranu BC' v pomere

CG| _ |CE|
|GB|  |EB]

Teraz vieme vSetko na to, aby sme tlohu vyriesili. Uz potrebujeme len vhodne spojit, ¢o sme zistili. Podme na to:

CG| _|CE| _|CH| _|AC| _|cD| _ |cG| _|cD|
GB| ~ |EB| ~ |EB| _ [4B| ~ |DB| _ |GB| = |DB|

— |CG| < |CD].

Uloha é&. 8: Stvoruholnik ABCD je tetivovy. Ozna¢me postupne 74,7y, 7. a 4 polomery kruznic vpisanych troju-
holnikom BCD, ACD, ABD a ABC. Dokazte, ze plati r, + 1. = rp + 4.

Riesenie: (opravoval Mato Bachraty)

KedZe obrazok zo zadania je pomerne velky, tak ho sem kreslif nebudeme. Namiesto toho si ho nakreslite na (velky)
papier a postupne si doni dokreslujte veci spominané vo vzordku. Najskor ozna¢me postupne [ 4, Ig, Ic a Ip stredy
kruZnic vpisanych trojuholnikom BC D, ACD,ABD a ABC, kruZnicu opisant Stvoruholniku ABCD si ozna¢me
k a pustme sa do rieSenia. KedZe je nasSa tiloha geometrickd, tak za¢neme tym, Ze si narysujeme ¢o najpresnejsi
obrazok. Bud rukou na papier alebo mySou v nejakom poéita¢ovom geometrickom programe. (To je eSte o trosku
vjhodnejsie, lebo ked chceme iny obréazok spliiajici zadanie, tak nam stacéi chytit a posuntf bod, zatial ¢o na papieri
musime rysovat odznova.) Ak sme kreslili pekne, tak si mézeme vSimnuft, Ze Stvoruholnik I4IplcIp je obdiznik.
Je to ndhoda? Skuisime dokazaf, zZe nie, ale najskor porozmyslajme, ¢i ndm to bude na nieco uzitoéné.

Predpokladajme, 7e I4IglcIp je obdlznik. Oznaéme si postupne p, q, e a f priamky AC, BD,IIc a Iglp. Dalej
si ozna¢me X priese¢nik priamok e a g a Y priese¢nik priamok f a p. (Skuste si uvedomit, preco st dvojice priamok
e,q a f,p roznobezné. Ak by totiz neboli, tak nemo6zeme predpokladaf, ze maja prave jeden prieseénik.) Nakoniec
si eSte oznacme postupne o a p velkosti uhlov IgY A a Ic X D.

Uréite plati, ze |[Ialc| = |IpIp|. Dalej plati, Ze r, = |Iagq|, 7c = |Icq| a ro = |Ipp|, ra = |Ipp|. Vieme, Ze sinus
uhla je v pravouhlom trojuholniku pomer protilahlej strany ku prepone. Teda dizka protilahlej strany je prepona
krat sinus uhla. To teraz vyuzijeme:

ro +1e = Laql + [Icq] = [TaX| -sinp + |IcX| - sinp = ([LaX| + [1aY]) -sinp = |I4lc| - sinp.

Analogicky plati
Ty +7rqg = ‘IBID| - sin 0.

Kedze |Ialc| = |IpIp|, sta¢i ndm dokazaft, Ze sino = sin p, teda o = p alebo o = 180° — p. Najskor ale ukazeme,
ze IxIpIcIp je obdlznik.

Teraz sa na chvilku odosobnime od oznacenia, ktoré pouzivame a pozrime sa na toto tvrdenie. Nech ABC je
trojuholnik s opisanou kruznicou k a stredom vpisanej kruznice I. Priese¢nik osi uhla ABC' a kruZnice k rozny od
B ozna¢me E. Plati |AE| = |CE| = |IE|, z éoho vyplyva napriklad aj to, ze F je stred oblika AC' neobsahujticeho
B. Toto tvrdenie je zndme natolko, Ze na olympiddach ho méZete pouzivat bez dokazu. Ak ho ale nepoznéate, tak si
ho uréite skiste, najlepSie hned teraz, dokdzat. Je to celkom pekné cvicenie na obvodové uhly. (Ni¢ viac na dokaz
netreba.) Preco je dobré si ho skisit dokdzat? Preto, Ze vAm potom viac utkvie v pamiiti a zaroven je dost uzito¢né.

.....

posunie k rieSeniu. Vratme sa teraz k ndSmu prikladu obohateni touto zbratiou.

Ozna¢me postupne E a F' stredy oblikov AB a C'D neobsahujucich body C a D, respektive A a B. Z predoslého
tvrdenia vieme, ze priamky DE, CE, BF a AF su postupne osi uhlov ADB, ACB,DBC a DAC, |El¢| = |EA| =
|EIp| a |FIg| = |FC| = |FI4|. Trojuholniky FIAIp a ElcIp st teda rovnoramenné so zékladnami I4Ig a IcIp.
Prieseénik priamok AC a BD ozna¢me T. Stredy kruznic opisanych trojuholnikom AT D, ATB,BTC a CTD
oznacme postupne K, L, M a N. Vidime, zZe aj trojuholniky FKM a FKM st rovnoramenné. Ak by sa ndm to
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podarilo ukazat, tak by bola priamka Igl4 rovnobeznd s priamkou K M, ale aj priamka I-Ip by bola rovnobeznd
s KM, teda Igls a IcIp by boli rovnobezné. Ukdzme, ze |[SEKM| = |[<SEMK]:

|SEKM| = |JEKT| = 180° — | DKT| = 180° — (180° — |3 K DT| — | KTD|) = | KDT| + |$KTD| =
— [YEDB| + |4 KTA| = [$ECB| + |[§MTC| = [ ECA| + [{MTC| = |$ MCT| + | MTC| =
= 180° — (180° — [ MCT| — |$ MTC|) = 180° — |[STMC| = [TME| = | KME| = [SEMK].

Vyuzili sme obvodové uhly a fakt, ze K a M leZia na osiach uhlov trojuholnikov AT'D a BTC. To, 7e aj FKM
je rovnoramenny trojuholnik, plati analogicky. Mame dokazané, Ze priamky Islp a IoIp st obe rovnobezné
s priamkou K M. Analogicky plati aj to, ze priamky Iglc a I4Ip st rovnobeZzné s priamkou LN. Ak ukdZzeme,
7e priamky KM a LN st navzajom kolmé, tak $tvoruholnik I4/gIcIp uz bude obdlznikom. (Premyslite si, preco
to tak je.) To je celkom jednoduché, lebo velkost uhla KTL sa rovné stctu velkosti uhlov KT A a ATL, a to st
polovice uhlov AT'D a AT B, ktoré davaju dokopy 180 stuptiov. Polovica zo 180 stuprtiov je presne velkost pravého
uhla.

Caké nas poslednd ¢ast dokazu. Ukdzeme, ze plati o = p, teda [JIgY A| = |[S1c X D|. Plati |[SIc X D| = |44 X B].
Vidime, ze plati |[JIpAY| = |J1aBX]|, pretoze st to uhly nad oblikmi rovnakej dizky. (F' je stred oblika DC'.)
Taktiez plati, Ze | IpIpla| = |JIcIalp|, lebo v obdizniku zvyknt takéto veci platit a |[JI4IgF| = |[SI1gl4F)|, pre-
toZe trojuholnik T4 IpF' je rovnoramenny. Preto aj |[SY IpA| = 180° — I Iplpla|—|SIalpF| = 180°—|JIcIalp|—
|IXIpIaF| = |94 XI4B|. Zistili sme teda, Ze v trojuholnikoch IpY' A a I4 X B st dve dvojice uhlov rovnaké. Z toho
vyplyva, Ze aj poslednd dvojica uhlov je rovnakd, inad¢ povedané, ze |[JIgY A| = |14 X B|. Tym sme dokézali
vSetko, ¢o sme potrebovali. Plati r, + r. =1y + 4.

Ak vam ani po trefom precitani vzorak nevysvetlil, ¢o potrebujete, skiiste si pozriet videovzorak.

Uloha é&.9: Nech D je Iubovolny bod vniitri strany AB trojuholnika ABC. Bod E vniitri trojuholnika ABC' je
priese¢nikom tsecky C'D so spolo¢nou dotyc¢nicou kruznic vpisanych trojuholnikom ACD a BCD. Dokazte, ze ak
budeme hybat bodom D vniitri tsecky AB, tak bod E bude opisovat obliik kruznice.

Riesenie: (opravoval Petrzlen a KuboS)

Chceme dokézat, ze pri pohybovani bodu D opisuje bod E oblik nejakej kruznice. Velmi by ndm pomohlo nieco
o tej kruznici vediet. Co tak sa pokusit najst stred kruznice, po ktorej sa bod E pohybuje? Nemoze to byt nejaky
uz zndmy bod? V tomto momente si rieSenie prikladu vyzadovalo $tipku vasej Sikovnosti. Rysovanim sa dé prist
na to, ze stredom kruznice bude bod C. To bude platit prave vtedy, ked sa vzdialenost bodov C' a F nemeni pre
rozne body D. Ukazme, 7e dizka |CE| = |CD| — |DE| je konstantna.

Na zaciatku si ozrejmime jedno elementarne tvrdenie — nazvime ho kravicka: Majme kruznicu k& a bod M mimo
kruznice k. Vedme bodom M doty¢nice ku kruznici k ktoré sa dotykaja kruznice v bodoch T1 a T,. Zrejme potom
plati [MTy| = |MTs)|.

Oznacme si teraz vSetky délezité body. Priamka C'D sa dotyka kruznic vpisanych trojuholnikom ADC a BDC
v bodoch M a N, priamka AB v bodoch U a V' a druhé spolo¢né vonkajsia doty¢nica tychto dvoch kruznic v bodoch
TaW.

C

M

A U D \% B

KedZe priamky TW, UV aj ED st doty¢nice kruznic vpisanych trojuholnikom ADC a BDC, vyzeré to tak, ze
dlizky tseciek [TW|, [UV| a |ED| navzajom nejako stivisia. (Je tam plno vztahov, ktoré popisuje kravicka, takze to
fakt moze byt pravda).

Zrejme plati, ze |[ED| = |[DM| + |ME|. Kravicka hovori, ze |DM| = |DU| a aj |EM| = |ET|. Z toho vieme dizku
tse¢ky DE vyjadrit ako |DE| = |DU| + |ET|. Analogicky |DE| = |DN|+ |EN|=|DV|+ |[EW]|. A teda

|DU| + |ET| = |DV|+ |[EW]. (1)
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Vsimnime si tiez, ze [TW/| = |[UV|. To vieme odovodnit napr. zhodnostou lichobeznikov UV S3S7 a TW S551, kde
S, Sz su stredy kruznic vpisanych trojuholnikom ADC a BDC. Ked rozpiSeme rovnost |TW| = |VU| do tvaru
podobného rovnosti (1), dostdvame rovnost

|ET| + |EW| = |DU| + |DV]. (2)

Zo vztahov (1) a (2) sa daji vyvodit rovnosti |[EW| = |UD| a |[TE| = |DV|. A teda |ED| = |DU| 4 |ET| =
|DU| + |DV| = |UV].

Pre velkost tsecky DU plati” |DU| = (|JAD|+|CD| —|AC|)/2, podobne |DV| = (|DB| +|CD| - |BC|)/2. S¢itanim
dostaneme |UV| = |DU| + |DV| = |CD| + (|AB| — |AC| — |BC|)/2. Nakoniec vyjadrime dizku tsecky CE:

|AB| — |AC| — |BC|) _ |AC|+ |BC| - |AB|
2 N 2 ’

|CELJCD—4EDLJOD—4UV-CDL—OCD%%

¢o je konstanta pre dany trojuholnik ABC'. Pri pohybovani bodu D teda opisuje bod E oblik kruznice so stredom
v bode C s polomerom (|AC|+ |BC| —|AB|)/2.
Vyhrali sme.

* Pouzili sme vzfah pre dlzky tsekov, na ktoré su strany trojuholnika rozdelené bodmi dotyku vpisanej kruznice.
Presnejsie, majme trojuholnik ABC' a jemu vpisana kruznicu. T4 sa dotyka stran AB, BC a CA v bodoch T', U
a V. Potom |AT| = (|JAB| + |AC| — |BC|)/2. Toto sa d4 jednoducho dokézat pomocou kravicky. (Skiste si to.)

Komentar: Tento priklad bol netradi¢ny. Jednak nebol zadany presne, lebo vo vSeobecnosti existuji 4 spolo¢né
dotyc¢nice dvoch kruznic. Niektori sa opytali a zistili, Ze nds zaujima td ,vrchna“ dotycnica. Ostatnym, ktori si
tlohu urobili tazsou, sa ospravedliiujeme. Jednak nebolo jasné, ¢o presne treba robit. Uhddnut, Zze stred kruZznice
bude préave v bode C, nie je prave standardny krok. Takisto, vyjadrenie dlzky |C'E| v zavislosti od stran trojuholnika
ABC vyzadovalo dlhé skiisanie. V koneénom désledku priklad nevyzadoval hlboké znalosti geometrie, ale bolo treba
dlhym skdsanim najst t0 spravnu cestu. Difame, Ze tento vzordk a priklad bol pre vas pouény.

Uloha é&. 10: Trojuholnik ABC nemé pravy uhol. Nech D je Iubovolny bod vniitri strany BC. Ozna¢me postupne
FE a F pity vysok z bodu D na priamky AB a AC. Nech P je priesecnik priamok BF a CE. Dokazte, ze priamka
AP je vyskou trojuholnika ABC' préve vtedy, ked AD je osou uhla CAB.

Riesenie: (opravoval CD a Edo)
Oznacime si pdtu vysky na stranu C'B ako X.

|

|

|
E B

V tomto priklade sme mali dokézat tvrdenie, Ze priamky AP a AX st totozné prave vtedy, ked AD je osou uhla
BAC. Prv4 ¢ast tohoto tvrdenia je ekvivalentna s tym, ze AX prechddza bodom P, a teda Ze sa priamky AX, BF
a C'F pretinaji v jednom bode (P). To je podla Cevovej vety ekvivaletné s rovnostou

AE BX CF

BE CX AF
Vsimnime si, Ze trojuholniky BED a BX A st podobné, lebo maju spoloény uhol a oba st navySe pravouhlé.
Rovnako st podobné trojuholniky CFD a CX A . Z prvej podobnosti vieme, Ze plati BE/DE = BX/AX. To si
upravime na BE = DE-BX/AX. Podobne si z druhej podobnosti vyjadrime C'F a dostaneme CF = DF-CX/AX.
V Cevovej vete sa nam zide podiel tychto dvoch rovnic a ten po vykrateni AX dava CF/BE = (DF -CX)/(DE -
BX). Teraz si upravime Cevovu vetu, dosadime si vyjadreny podiel CF/BE a dostaneme

_AE BX CF AE BX CF AE BX DF-CX AE DF

'=BE OX AF ~AF CX BE AF CX DE-BX AF DE
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Z vyssie uvedeného po tprave dostdvame, ze AE/DE = AF/DF prave vtedy, ked AD je osou uhla BAC. AvSak
rovnosti AE/DE = AF/DF je ekvivalentné, ze AED a AFD st podobné trojuholniky podla vety sus, pretoZe
maju rovnaky uhol [SAED| = | AFD| = 90°. Z toho dostavame, ze |SEAD| = |[JFAD]| a teda, ze AD je osou
uhla BAC. Naopak, z rovnosti |[SEAD| = | FAD| vyplyva podobnost trojuholnikov AED a AFD, tentokrét
podla vety wu. Tym je dokaz zadanej ekvivalencie hotovy.

Komentar: Vidsina z tych, ktori to mali dobre, riesila tlohu pomocou goniometrie. Na tom pravdaze nie je ni¢ zl1é,
vzorak sme ale chceli urobif bez nej. Dolezitd ¢ast bola Cevova veta, bez ktorej to islo len velmi tazko.

Uloha é&.11: Nech ABC je trojuholnik s opisanou kruznicou k. Kruznica m lezi vnitri uhla C AB, dotyka sa stran
AB, AC v bodoch M, N; a dotyka sa vnttra kruznice k v bode Py. Body Ms, No, P, a M3, N3, P3 st definované
podobne pre uhly ABC a BCA. Ukazte, ze usecky My Ny, MyNo a M3Ns sa pretinaji v jednom bode, ktory je
zarovell ich spolo¢nym stredom.

RieSenie: (opravoval Filip a Matus)

Je zrejmé, ze stredy tseéiek M;N; lezia na osiach uhlov. Ak maju vSetky tieto tri body splynit, tak musia byt
totozné so stredom vpisanej kruznice. Zvysné dve situdcie sit iplne analogické, preto si BUNV zoberme kruznicu
m, dotykové body M = My, N = Ny, P = P, a dokazme, Ze stred tsecCky M N je priesecnik osi uhlov. Vydame sa
dvomi réznymi cestami:

(Podla Adely Abaffyoves.)

Stred tsecky M N urcite lezi na osi uhla CAB. Problém je s ostatnymi dvomi osami. To st priamky CK a BL,
kde K a L st stredy oblikov AB a AC na kruznici k, ktoré neobsahuja treti vrchol trojuholnika ABC'. Plati to
kvoli obvodovym uhlom a je dobré to mat vzdy na paméti. VSimnime si teraz dve veci:

1. Body P, M, K st kolinearne® a takisto body P, N, L.

Vyuzijeme rovnolahlost kruznic m a k so stredom v bode P. T4 zobrazuje doty¢nice na dotyénice a priamky
na rovnobezné priamky. Ale dotycnica ku k£ v bode K je rovnobeznéd s AB, lebo K je stred oblika. Preto sa
tieto dve priamky zobrazia jedna na druhd, a teda bod M sa zobrazi na bod K.

2. Priamka KL prechadza cez stredy useciek AM a AN, ozna¢me ich E, F.

Tu prichadza pointa tohoto rieSenia. Povieme si, Ze bod je $pecidlny pripad kruznice — kruznica s nulovym
polomerom. Ked uz mame takito definiciu, ma zmysel uvazovat o chordale* bodu a kruznice. Sami si overte,
ze vSetko funguje, ako ma. Preto priamka EF je chordala bodu A a kruznice m.

Zostrojme kruznicu ! cez body A, M, P. Priamka MP je chordala kruznic [ a m. Co je chordala A a [?
Predsa dotyé¢nica ku kruznici [ v bode A. A to je presne priamka AK. Kedze K je stred oblika na kruznici
m, tak |[SKAM| = |q4KAB| = |<KPA| = |q4MPA]| a tvrdenie vyplyva z najdeného dsekového uhla K AM,
ktorého velkost sa rovné velkosti obvodového uhla APM.

A teraz finta. Mame tri kruznice a k nim tri chordély, ktoré nie st1 navzajom rovnobezné. Preco? Lebo chordaly

3lezia na jednej priamke
4 Chorddla dvoch kruznic je mnozina bodov, ktoré majt rovnakii mocnost ku obidvom kruZniciam a vZdy je to priamka kolmé na
spojnicu ich stredov.
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MP aj AK prechadzaji bodom K. Odtial hned dostavame, e K je potenény bod® danych troch kruznic
a prechédza nim aj tretia chordala EF. Analogicky tiez bod L lezi na EF.

Zéver: Trojuholnik M N A je rovnoramenny, takze bod A sa podla strednej priecky preklopi na stred tsecky M N,
oznacme ho I. V tej istej osovej simernosti sa priamka K A preklopi na priamku K, ale takisto na priamku KC,
lebo |[SLKA| = | LKC|, takze priamky KT a KC st zhodné. Dostali sme, ze K, I, C s kolinedrne, ¢o bolo treba
dokézat. Takisto dostaneme, ze B, I, L st kolinearne.

Iné rieSenie:

(Podla Le Anh Dunga.)

Priesecniky priamok PM a PN s kruZnicou k, rézne od P, oznaéme K, L, v tomto poradi. V rovnolahlosti so
stredom v bode P a nejakym koeficientom r sa kruznica m zobrazi na k, pretoze m sa dotyka k v bode P. V tejto
rovnolahlosti sa body M a N zobrazia na body K, L. Bez ujmy na vSeobecnosti si mdzeme povedat, ze AB je
vodorovné a C' sa nachddza nad fiou. (Len si tak oto¢ime alebo preklopime obrazok, aby to platilo.) Potom M je
najnizsim bodom kruznice m, lebo vSetky body kruznice m okrem M lezia nad useCkou AB, ktorej sa dotyka v M,
takze M sa v uZz spominanej rovnolahlosti zobrazi na najnizsi bod kruznice k. KedZe AB je vodorovné, najnizsi bod
oblika AB kruznice k je zaroven aj stredom tohto oblika. Preto K je stredom obluka AB kruznice k. Analogicky
sa dokaze, ze L je stredom oblika AC kruZnice k.

X

V nasledujicej ¢asti dokdzeme Pascalovu vetu. V skutoénosti tadto veta plati pre lubovolnt kuzelosecku, no my si
dokazeme len slabsie tvrdenie pre kruznicu.

Pascalova veta (pre kruznicu): Nech Sest bodov A, B, L, P, K, C lezi, nie nutne v tomto poradi, na kruznici
k. Potom ak existuju prieseéniky priamok AB a PK, BL a KC, LP a C'A, tak tieto tri priese¢niky lezia na
jednej priamke.

Dokaz: Nech trojuholnik XY Z je ohraniceny priamkami AB, LP, KC. Potom z Menelaovej vety pre troju-
holnik XY Z a priamku AC, ktora pretina jeho strany® v bodoch A, C, N, plati

XA ZC YN _

AZ CY NX
Podobne pre priamky PK resp. BL, ktoré pretinaju strany trojuholnika XY Z v bodoch M, K, P resp. B, I, L,
vyplyvaji z Menelaovej vety rovnosti

XM ZK YP

MZ KY PX O ©
XB 21 YL _
BZ IY LX

5Ked méame tri kruznice, vieme im po dvoch priradit chordély. Tie st bud navzijom rovnobezné, alebo sa pretinajt v jednom bode
s nazvom potencény bod.
6Stranami tu myslime aj ich pripadné predizenie.
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Ich vynasobenim dostavame

XA zZC YN XM ZK YP XB ZI YL _
AZ CY NX MZ KY PX BZ IY LX
Z mocnosti bodov XY, Z ku kruznici ¥ mame rovnosti XB - XA = XP- XL, YC -YK =YP- YL,

ZK - ZC = ZA - ZB. Vykratenim tychto vyrazov v predchddzajicom suéine (nezmeni ndm to znamienko,
lebo vZdy st v menovateli obidve tsecky opacne orientované) dostédvame

—1.

YN XM ZI

NX Mz 1y 7
¢o je presne Menelaova veta pre trojuholnik XY Z a body N, M, I leziace na jeho stranach. TakZze naozaj
dostavame, zZe tieto tri body st kolinearne.

Najprv dokézeme, ze I lezi na tisetke M N. KedZe Sestica bodov A, B, C, K, L, P lezi na jednej kruznici, plati pre ne
uz spominand Pascalova veta, ¢ize ABN PK, BLNKC, LP N CA st kolinedrne. Toto mézeme tvrdit, lebo kazdy
z tych prieseénikov existuje. Totiz v nasom pripade si body na kruZnici vzdy v poradi A, K, B, P, C, L. (Rozmyslite
si.) Lenze M € ABNPK, N e LPNCAal e BLNKC, lebo K, L su stredy oblikov AB, AC. Preto CK, BL
st osami uhlov ACB a ABC' v trojuholniku ABC a I je stred kruZnice vpisanej, takze je prieseénikom osi uhlov.
Odtial plati, zeM, I, N st kolinedrne.

Teraz ukdzeme, Ze trojuholniky AMI, ANI st zhodné podla vety sus. Kruznica m sa dotyka strén AB a AC
v bodoch M a N, preto plati |[AM| = |AN|. Kedze I je stredom kruznice vpisanej trojuholniku ABC, AI je osou
uhla BAC, preto |[MAI| = |[SNAI|. A stranu AI maja tieto trojuholniky spolo¢nt. Su teda naozaj zhodné
a z tejto zhodnosti mame aj rovnost zodpovedajucich stran |[M1I]| = |NI|.

Dokézali sme, Ze body M, I, N st kolinedrne a tiez |MI| = |NI|. Z toho mame, Ze I je stredom tsecky MN.
Analogicky sa to da dokazat aj pre secky MyNo, M3N3. Preto sa vSetky tri pretinaju v bode I, ktory je zaroven
ich stredom.

Komentér: Styrom tspesnym borcom gratulujeme. O to viac, Ze kazdy mal tplne odlisné rieSenie. Dve ste mali
moznost vidiet. Jakub Safin a Martin Vodicka sa popasovali s tilohou vyjadrovanim dizok cez sinusy a kosinusy.
Zaujimavostou Martinovho pristupu bol pohlad, ktorym sa pozrel na tlohu odzadu. Zostrojil kruznicu, ktora sa
dotykala stran trojuholnika v priese¢nikoch priamky prechidzajicej stredom vpisanej kruznice a zaroven kolmej
na os uhla, so stranami trojuholnika. O nej potom ukézal, Ze sa dotyka zvnutra opisanej kruznice. Vieme, ze taka
kruznica, ktora sa dotyka stran trojuholnika a zvnutra opisanej kruznice, je prave jedna a tym je dékaz hotovy.
Nebolo to také elegantné ako vzorové rieSenia, ale ked to inak nejde, dakedy sa oplati pustit aj do analytiky.

Nasleduje 5. priklad z 1. série.
Uloha &. 5, 1. séria: Obdlznik nazyvame stvorcekovy, ak sa da rozrezat na dva alebo viac stvorcov s celoéiselnymi

dlzkami stran tak, Ze najmensi z nich je unikatny (t.j. je tam taky len jeden). Najdite rozmery Stvoréekového
obdlznika s najmensim moznym obsahom.

RieSenie: (opravovali Kubman, Lindtka a Tinka)

Uréite mnohi riesitelia, po preéitani tohto prikladu, zobrali do ruky Stvoréekovy papier, ceruzku a zacali skusaf.
Tento postup je samozrejme spravny, pretoZze predstavovat si to len v hlave je omnoho naroc¢nejsie. Je dost pravde-
podobné, Ze riesitel vie po kone¢nom poéte krokov prist k vysledku, ale skiisme sa nad tym rozumnejsie zamysliet
a usetrif si tym pracu a vela papiera.

Ako prvé, ¢o by nds mohlo zaujimaft je to, kde sa bude nachddzat ten najmensi stvoréek. Bude v rohu? Na kraji?
Ci 47. zlava?

Skiisme si predstavit, o by sa stalo, keby bol na$ najmensi stvoréek na kraji, BUNV’ na spodnom kraji. Kedze je
najmensi a unikatny, zhora s nim musi susedit vicsi stvoréek. Tym paddom nalavo alebo napravo od najmensieho
Stvordeka ostdva nezaplneny priestor, ktory ale nemédme ¢im vyplnit, lebo najmensi Stvoréek nesmieme pouzit znovu
a vicsi Stvorcek sa tam nezmesti. TakZze najmensi Stvoréek nemoze byt na kraji a tym paddom ani v rohu. (Byt
v rohu je len Specificky pripad umiestnenia na kraji.)

Uz vieme, Ze najmensi stvoréek je zo vetkych stran obkoleseny stvoréekmi. V pripade, Ze dlzka strany najmensieho
Stvorceka je 1, vieme, Ze ho budt obkolesovaft §tvorcéeky s dizkou strany aspoii 2. Preto oba rozmery stvoréekového
obdlznika musia byf minimélne 1 4+ 2 4+ 2 = 5. VSeobecne, ak by bola dlzka strany najmensieho stvorceka k, tak
strany Stvoréekového obdlznika by boli minimélne 3k + 2. (Premyslite si to.)

"bez ujmy na vieobecnosti
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Ak poziciu budi mat tieto susedné $tvoréeky? Vieme, Ze vSetky

buda z aspoii jednej strany najmensieho Stvoréeka ,vyénievat®. -----
Ako mozeme vidiet na obrazku, ak susedny stvoréek bude vycnie- .__
vat z oboch stran, alebo ak protilahlé susedné stvoréeky budu vy-
¢nievat z rovnakej strany, nebudeme moct vyplnit priestor, ktory
vznikne. Preto musi kazdy susedny Stvorcek najmensieho Stvorceka

vyCnievat iba z jednej strany a z opacnej ako protilahly susedny Stvoréek. Posnazme sa teda poskladat s pomocou
tychto informécii ¢o najmensi tvoréekovy obdlznik.

mat rozmery bud 5 x 6 alebo 5 x 5. (6 x 6 nie, lebo 6-6 =36 >35=5-7.)

Z toho vyplyva, Ze jeden rozmer obdlznika musi byt 5. Pri strane dizky 5 musi lezat
nejaky Stvoréek s neparnou dlzkou strany. (Lebo stcet parnych &isel je vizdy péarne ¢islo
a 5 je neparne.) Kedze $tvoréek 1 x 1 je unikatny a nelezi pri ziadnej strane obdlznika,

! Ako vidno na obrazku, vieme poskladat obdlznik rozmerov 5 x 7. Na to sa dalo prist po

T chvilke kreslenia. Ale vieme poskladat mensi? Vieme uz, 7e $tvoréekovy obdlznik musi
SRl maf dlzky oboch stran aspoii 5, ¢ize ak chceme poskladat mensi obdlznik ako 5 x 7, musi

I

|

v

|

musi pri strane dlzky 5 lezaf §tvoréek aspoti 3 x 3. To isté vsak plati aj pre protilahld stranu obdlZnika, preto jeho

druhy rozmer musi byt aspont 1 + 3 + 3 = 7. Tak#Ze najmensi §tvoréekovy obdlznik mé rozmery 5 x 7.

kategoria BETA

Vvsledkovi listina

Por. | Meno Roé Skola ko | kg |56 |7|8|9](10[11 s | >
1. Vodicka Martin 3. GAlej KE 7 8 91919198 44 | 89
2. Le Anh Dung 2. Tachov CR 2 0 9 91919 36 | 77
3. Hornak Marian 4. GPar NR 10 | 9 9181919 35| 72
3. Lukécek Viktor 4. GsvM PO 4 1 9191919 36 | 72
3. Simsa Stépan 3. Litoméiice CR | 5 5 91919 27 | 72
6. Zidek Augustin 4. Frydlant CR | 10 | 4 915|915 28 | 67
7. Té6th Michal 4. GJH BA 10 | 6 919 9 27 | 64
8. Hledik Michal 3. GJH BA 6 2 919 18 | 62
9. Kopf Michal 4. Opava CR 10 | 5 5151919 28 | 60
10. Bui Truc Lam Michal 1. Gamca BA 1 0 |8]2]419 23 | 59
10. | Galajda Marek 3. GsvTA KE 3 0 919 9 27 | 59
12. | Korbela Michal 2. G Béanovce 4 0 [6|52]9 9 31 | 56
12. | Safin Jakub 3. GPH MI 6 3 219 9 20 | 56
14. | Galovi¢ova Sortia 4. GJH BA 10 | 7 919 9 27 | 55
14. | Kossaczkd Marta 3. Gamca BA 7 4 9 9 18 | 55
16. | Jurina Simon 2. Gamca BA 3 0 |8|7|5]|5 25 | 54
16. | Stankovi¢ Miroslav 2. GPos KE 4 3 9 9 | 54
18. | Hlavacik Matus 3. GAlej KE 6 2 919 8 26 | 51
18. | Lipovsky Mario 2. GJH BA 4 011]6]|9 16 | 51
18. | Simkova Ludmila 2. GPar NR 4 010[0]3]|9 12 | 51
21. | Sucik Samuel 1. GJH BA 1 019199 27 | 50
22. | Koprda Pavol 4. GAM TT 9 3 515 10 | 47
22. | Psota Miroslav 2. GHlin ZA 4 01019 9 18 | 47
24. | Kavicky DuSan 3. GJH BA 5 2 919 18 | 45
25. | Halajova Barbora 4. GVO ZA 9 3 3 9 12 | 41
26. | Jasencakova Katarina 4. GVO ZA 10 | 4 4 910 13 | 40
26. | Magyarova Zuzana 2. GBST LC 4 0 5|6 2 13 | 40
28. | Privoznik Matej 2. GJH BA 4 0 9 9 | 39
29. | Gonda Toma$ 3. Gamca BA 4 1 81617 21 | 38
29. | Hrivova Ivona 2. GVO ZA 4 0|16 2 0 9 | 38
31. | Hofierka Jaroslav 2. GJAR PO 4 0|15 6 | 37
31. | Je¢menové Andrea 2. GVO ZA 4 0 [2]|5 0 7 |37
31. | Vlachynska Petra 4. GJH BA 7 01419 |4 17 | 37
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Por. | Meno Roé& Skola k, | ks 67 1011 s [ >
34. | Batmendijn Eduard 1. ZSsvCM SL 2 0 0 | 36 |
34. | Vlcek Andrej 4. EvSS LM 7 2 9 9 | 36
36. | Matejovicova Tatiana 3. Gamca BA 4 0 5 8 | 35
37. | Cervenidk Michal 3. G Ptuchov 4 0 410 5 1 33
38. | Belanova Michaela 4. SPMNDG BA | 9 | 3 4 1 5 | 32
38. | Pokryvka Filip 2. G Banovce 4 0 5|1 8 | 32
38. | Surovcik Juraj 3. GPOH DK 6 1 5 5 | 32
41. | Krajciova Katarina 1. GAlej KE 1 0 5 5 | 31
41. | Zhen Ning David Liu 2. Gamca BA 2 0 5 9 | 31
43. | Fickova Klara 4. GPos KE 6 3 1 2 |30
43. | Marecakova Barbora 4. GKuk PP 10 | 4 3 3 130
45. | Hraska Peter 3. Gamca BA 4 0 12 4 |29
46. Nociarova Jela 3. GBST LC 6 1 8|6 14 | 28
46. | Svoboda Josef 3. Frydlant CR | 4 | 1 0 | 28
48. | Kello Tomas 3. GJAR PO 3 0 5 7|27
48. Krakovska Hana 2. Gamda BA 4 0 5 14 | 27
50. | Petrucha Jaroslav 3. GMet BA 7 2 0 | 26
51. | Pesta Milan 3. GK2 PO 3 0 6|5 12 | 25
52. | Mojzisova Karolina 2. Gamca BA 4 0 412 8 | 24
52. | Teiml Dominik 3. AG Praha 5 3 0|24
54. | Bock Michal 3. Gamdca BA 5 1 0 | 23
54. | Gafurov Askar 3. Gamdca BA 5 1 5 5 | 23
54. | Kovacova Barbora 2. SPMNDG BA | 4 0 9 9 | 23
54. | Pellerova Daniela 3. Gamdca BA 7 3 3 1 4 | 23
58. | Gressak Jergus 3. SPMNDG BA | 4 0 7 9 | 22
58. | Puza Marko 2. GPos KE 2 0 9 11 | 22
60. | Komanova Kristina 3. GAS BB 6 2 510 5 |21
61. | Hanzely Filip 3. GAP SB 7 3 1 1 ]19
62. | Abaffyova Adela 2. GMH Trstena | 2 0 919 18 | 18
62. | Macko Vladimir 3. GLS ZV 6 3 0 |18
62. | Magurova Lucia 3. GPos KE 5 0 9 9 |18
62. Smolik Martin 3. Gamca BA 5 0 0 | 18
66. | Zemkova Kristyna 4. Prachatice CR | 5 1 8 8 | 17
67. | Fagulova Kristina 4. GPos KE 9 | 3 0 | 15
67. | Klembarova Barbora 4. GKuk PP 10 | 4 0 |15
69. | Kurdelova Alzbeta 2. SPMNDGBA | 4 | 0 0 |13
70. | Galanova Miriam 2. GJH BA 2 0 0|12
70. | Vozarova Viktoria 2. GJH BA 3 0 0|12
72. | Miklo$ Martin 4. EvLyc BA 4 0 2 3|11
72. | Rako Matus 1. Gamca BA 1 0 0 0|11
74. | Ivanov Maridn 3. GJH BA 3 0 5 5 7
74. | Semanisinova Denisa 3. GAlej KE 5 0 0|7
74. | Sandalova Michaela 2. SPMNDG BA | 4 0 0 7
77. Santer Martin 3. GMH Trstena 5 0 0 5
77. Sromekova Karolina 2. GDT PP 4 0 0 5
79. | Klimkovi¢ Anna-Méria 2. SPMNDG BA | 3 0 210 0 3 4
80. | Polovka Maros 2. GKuk PP 3 0 1 2
81. | Filova Lucia 4. HA BR 4 0 0 0 1 1
81. | Melosova Veronika 3. GJCh BR 4 0 0 1
81. | Pivovarnik Roman 2. GJAR PO 4 0 0 1
84. | Vozarova Zuzana 4. GJH BA 4 0 0 0
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kategoria ALFA, Bratislava

Por. | Meno Ro¢ Skola k,[1]2[3[4][5]6]7 )
1. Bui Truc Lam Michal 1. Gamca BA 1 1919|9782 ]|4 87
2. Suéik Samuel 1. GJH BA 1 19819719919 86
3. Longa Marian 1. SPMNDGBA | 1 [7]9[9][5]6 79
4. Lam Tuén Ding 1. GJH BA 1 |/6|119]3 917 67
5. Bohdal Ondrej 1. GJH BA 1191493 4 66
6. Rako Matus 1. Gamca BA 1 |8|412]3 0 51
7. Palko Maximilian 2. 1SG BA 2 7193 2 50
8. Kralik Matej 1. GJH BA 116|923 48
8. Steriova Julia 1. GJH BA 1 [4]7|2 9 48
10. | Duratné Petra 1. SPMNDGBA | 1 |[6]9]2|3]1 47
11. | Veseld Simona 1. GJH BA 1 |5]719 2 44
12. | Ivan Lukas 2. GJH BA 2 41351013 41
13. | Durajkova Hana 1. GJH BA 1 |7]6 1 38
14. | Jurina Simon 2. Gamda BA 3 8|7 |5 36
15. | Murin Martin 1. GJH BA 1 64232 35
16. Pilnian Branislav 1. GJH BA 1 |87 33
17. | Svitkovéa Patricia 2. GLN BA 2 919 28
18. | Martinkova Sandra 1. GJH BA 1 | 7]6]2]2 0 26
19. | Zhen Ning David Liu 2. Gamca BA 2 415 24
20. | Hives Zdenko 2. 1SG BA 2 3192 2 22
21. | Vozarova Viktéria 2. GJH BA 3 19
22. | Rostar Marek 3. 1SG BA 3 11210 0 15
23. | Galanovéa Miriam 2. GJH BA 2 11
24. | Oskova Eva 2. GJH BA 2 7
25. | Vajner Elisabeth 1. GLS BA 1 6
26. | Ivanov Maridn 3. GJH BA 3 5 5
27. | Klimkovi¢ Anna-Méria | 2. SPMNDG BA | 3 11210 4

kategoria ALFA, zapad
Por. | Meno Roé Skola k,, 213|415 7 >
1. Horvéath Samuel 2. GPar NR 3 91310 1 57
2. Mikulec Jaromir 1. GsvJ NM 1 3121 1 45
3. Kluvanec Roman 1. GPar NR 1 4121311 0 44
4. Kovacova Méria 1. GsvCM NR | 1 91112 42
5. Daniel Mark 2. GPar NR 3 6|6 40
6. Té6th Andrej 2. GPar NR 2 41 1 38
7. Marcekova Katarina 1. GPar NR 1 0(0]O0 1 37
8. Bielikova Michaela 2. GVMS 2 41213 33
8. Presinska Kristina 1. GPar NR 1 0j01]O0 0 33
10. | Strakova Valentina 2. GVMS 2 9 312 32
11. | Hladké Barbora 1. GPar NR 1 01013 0 26
12. | Kutka Daniel 2. GPar NR 2 22
13. | Balazova Michaela 2. G Banovce 3 21012 20
14. | Matiasko Dusan 2. GVBN PD 2 3
15. | Suppa Marek 3. GsvCM NR | 3 2
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kategdria ALFA, stred

Por. | Meno Ro¢ Skola k, [1]2[3[4][5[6]7 3
1. Nepsinska Silvia 1. GJCh BR 1 1819 7123 72
2. Kiiaze Adam 1. GJCh BR 1 (719]2]2]2 53
3. Mores Martin 2. GVar ZA 2 915|512 |4 49
4. Tomagec Samuel 2. GVar ZA 2 9195 |5 48
5. Dracek Frantisek 1. GSkol PB 1 | 714125 4 45
5. Labjakova Gabriela 1. GMH Trstena | 1 | 8 | 4|22 1 45
7. Cimerman Jakub 3. GJGT BB 3 913|115 39
7. Santrova Michaela 1. GMH Trstena | 1 |2 |4 |2 ]3] 2 39
9. Rizman Daniel 2. GVar ZA 2 412|711 36
10. | Halamova Maéria 1. GVO ZA 1 16141231 34
11. | Hradnanska Petra 1. GVar ZA 1 (414 |2|1|1]01]0 21
12. | Seligova Kristina 1. GsvFA ZA 1 15
13. | Abaffyova Adela 2. GMH Trstena | 2 0

kategéria ALFA, vychod
Por. | Meno Ro¢ Skola ko [1]12(3]4|5|6|7 >
1. Krajciova Katarina 1. GAlej KE 1 (819|197 5 83
2. Jarosova Dorota 1. GAlej KE 1 83|95 511 65
3. Puza Marko 2. GPos KE 2 91313219 53
4. Pesta Milan 3. GK2 PO 3 9711|165 51
5. Rapavy Martin 2. GAlej KE 3 915|114 50
6. Kociscak Samuel 1. GPos KE 11914123 0 45
7. Oravcova Martina 2. GPos KE 2 8123|1410 44
8. Galajda Marek 3. GsvTAKE | 3 919 32
8. Jursa Jan 2. GPos KE 2 9123 9 32
10. | Zencuchova Andrea 1. GJAR PO 1 |17]011]3 31
11. | Fléridnova Lucia 2. GPos KE 2 91913 9 30
12. | Dudi¢ Jan 3. GPos KE 3 313 2|3 24
12. | Kello Tomas 3. GJAR PO 3 215 24
14. | Lukac¢ Jakub 2. GKuk PP 2 9(11]2]1 20
15. | Fedédk Marek 1. CGsvM SL 1 18
16. | Batmendijn Eduard 1. ZSsvCM SL | 2 9
17. | Orszagh Marian 2. GJAR PO 3 2|14 7
17. | Stehlik Mojmir 1. GTreb KE 1 7
19. | Basista Adam 2. GKuk PP 2 21211 6
20. | Polovka Maros 2. GKuk PP 3 1 1
kategoria ALFA, zahranicie
Por. | Meno Rod. Skola ko, |1]2[(3|4|5|6|7 >
1. Zarsky Jan 1. Koptivnice CR | 1 [ 8] 9] 9] 4 68
2. Stépanek Martin 1. Piibor CR 1 84331 53
3. Zlocha Martin 1. Kirchberg LU 1 (44221 47
4. Le Anh Dung 2. Tachov CR 2 9 16




