Vzorové riesenia 3. série letnej éasti KMS 2012/2013

Uloha é&. 1: Hokejového turnaja sa zacastnili tyri druzstva, pricom kazdé odohralo s kazdym préave jeden zapas.
Pocet golov v kazdom zapase deli celkovy pocet gélov v turnaji. V Ziadnych dvoch zapasoch nepadol rovnaky pocet
golov. Najdite najmensi mozny pocet gélov v turnaji.

RieSenie: (opravoval Miso)

Hraju 4 druzstva, kazdé s kazdym. To je dokopy 6 zapasov.

KedZe nulou nedelime, najmensi pocet gblov za zdpas je 1. Kazdy zapas sa strelilo iny pocet gélov, preto najmensi
mozny celkovy sucet gélov je 1+2+3+4+5+6 = 21. Stcet mé byt navyse delitelny poc¢tom gélov v jednotlivych
zdpasoch, ¢o je 6 rdznych ¢éisel. Takze hfaddme najmensie ¢islo vicsie ako alebo rovné 21, ktoré mé aspoii 6 delitelov.
Cisla 21 a 22 maju len 4 delitele, 23 m4 len 2. Dalsie v poradi je 24, ktoré ich m4 az 8. Ostava eSte overit, ¢i sa d4
zapisat ako stdet Siestich svojich delitelov, ¢o sa dd: 1+ 2+ 3+ 4+ 6 + 8 = 24. Najmensi mozny pocet gélov je 24.

Uloha é&. 2: Nijdite vietky prirodzené ¢isla, ktorych ciferny sticet je 7, st delitelné 7 a vsetky cifry majii rozne.
RieSenie: (opravovala Betka)

Najprv si napiSeme kolkymi sposobmi vieme dostat sedmicku ako stcet réznych cifier. Mdme tieto moznosti: 7,
6+1,5+2,4+3 a4+ 2+ 1. Teraz si postupne napiSeme vSetky mozné prirodzené ¢isla, ktoré vieme vytvorit
pomocou tychto cifier. Samozrejme, eSte vieme pouzif aj cifru 0 s kazdym z tychto stétov a dostaneme dalSie
moznosti. VypiSeme si ich postupne podla poctu cifier.

e Jednociferné: 7.
e Dvojciferné: 16, 25, 34, 43, 52, 61, 70.
e Trojciferné: 106, 124, 142, 160, 205, 214, 241, 250, 304, 340, 403, 412, 421, 430, 502, 520, 601, 610.

Stvorciferné: 1024, 1042, 1204, 1240, 1402, 1420, 2014, 2041, 2104, 2140, 2401, 2410, 4012, 4021, 4102, 4120,
4201, 4210.

Uz len overime, ktoré z tychto ¢isel si delitelné 7. Su to ¢isla 7, 70, 1204, 2401, 4102.

Uloha ¢&. 3: Vytvorte tri trojciferné é&isla, priom pouZijete kazdii z cifier 1 az 9 prave raz, tak, aby ich pomer bol
1:3:5. Najdite vSetky riesenia.

Riesenie: (opravoval Lietadlo)

Oznacéme si hladané &isla x, y a z v poradi od najmensieho po najviicsie. Jednotlivé cifry éisla x si ozna¢me x
(stovky), z2 (desiatky) a 3 (jedontky). Rovnako pre ostatné éisla.

Zo zadania vieme, ze 3v = y a bz = z. Vidime, ze x; = 1, pretoze ak by bolo z; > 1, tak ¢islo z by nebolo
trojciferné. Dalej si moézeme viimnuft, Ze z3 = 5, pretoze &islo z je delitelné piatimi, kedze 5z = z.

KedZe 23 je nepérna cifra, tak aj z3 musi byt neparne a teda aj y3 musi byt neparne. Keby z3 = 7, tak y3 = 1
(pretoze 3z = y) a to sa stat nemoze, pretoZe cifru 1 sme uz pouzili. Pre cifru 3 ostdvaji uz len dve moznosti.
Bud z3 = 3 alebo 3 = 9.

Takze nadm ostéva vyskusat len zopar moznosti. Cislo x musi byt jedno spomedzi: 123, 143, 163, 173, 183, 193, 129,
139, 149, 169, 179 a 189.

Spomedzi tychto &isel moézeme este nejaké jednoducho vylagit. Cislo 123 nevyhovuje, pretoze potom y; = 3 a cifra
3 by teda bola pouzitd dvakrat. Podobne ¢isla 193 a 139 nevyhovuja pretoZe by ys robilo problémy (vyskusajte si
sami). Taktiez mozeme vylacit ¢islo 143, pretoze potom by y; = 4 a cifra 4 by teda bola pouzitd dvakrét.
Ostévaju teda tieto moznosti pre ¢islo x: 163, 173, 183, 129, 149, 169, 179 a 189. Ponechdvame uz na citatela, aby
tieto moznosti vyskusal.

Jedingm rieSenim je trojica ¢isel (129, 387, 645).
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Uloha é&. 4: Hago hra nasledovnii verziu hry Kameri-papier-noznice—jasterica—Spock:

e Kamen poraza noZnice a jaStericu.
e Papier poraza kamen a jastericu.

e Noznice porazaju papier a jaStericu.
e JaSterica poraza Spocka.

e Spock poraza kamerl, papier a noznice.

proti ndhodne hrajticemu podcitacu. Ak vyhra, dostane lentilku a ak prehrd, musi lentilku vyhodit von oknom. Ako
sa mu oplati hrat, ak chce ziskat ¢o najviac lentiliek? Mojo si vsimol ako to Haga bavi a tak sa rozhodol pridat.
Teraz hra Hago proti ndhodne hrajicemu pocitacu a ndhodne hrajiicemu Mojovi (Mojo totiz nevie ako hrat). Teraz
dostane Hago lentilku ked vyhra s poc¢itacom a dalsiu ked vyhra s Mojom. V pripade remizy nedostane Ziadnu a ak
prehra musi jednu vyhodit von oknom. Ako sa mu oplati hrat teraz? A ak si méze vybrat, ¢i bude hrat sto hier
len s pocitacom alebo aj s Mojom, ¢o je vyhodnejsie? Kolko lentiliek pri tom pravdepodobne vyhré, ak bude hrat
idealne?

Riesenie: (opravovala Katka J.)

Aby sme vedeli povedat, ktory fah je najvyhodnej$i, musime sa pozrief na jeho tGspe$nost vo¢i ostatnym fahom.
NajprehladnejsSie to uvidime v tabulke, kde si napiSeme, proti kolkym inym tahom konkrétny fah vyhré, s kolkymi
prehré a s kolkymi remizuje.

Tah Vyhra | Prehra | Remiza
Kamen 2 2 1
Papier 2 2 1

Noznice 2 2 1
Jasterica 1 3 1
Spock 3 1 1

Z tabulky by sa dalo narychlo povedaf, Ze najvyhodnejsim tahom pre Haga je Spock. Treba si to este premysliet
— keby pocita¢ hral stale jastericu, Spock by nebol prave dobry nidpad. Ako vSak vieme zo zadania, pocita¢ hra
néhodne, takze v dlhodobom horizonte zahra vsetky tahy rovnaky pocet krat. Vtedy je Spock naozaj najlepsi mozny
Hagov tah, pretoze vyhrava v 3/5 pripadov a prehra len v 1/5, spolu teda dostane (2/5) - pocet hier lentiliek.
Potom, ako sa pridéd Mojo, treba stratégiu znova premysliet. Mojo sa v tejto hre sprava presne tak isto, ako pocitac
— hra Gplne ndhodne. Keby Hago hral samostatne proti pocitacu a samostatne proti Mojovi, ni¢ sa nemeni, Spock
je stale najvyhodnejsi tah, pretoze stale Hago vyhra (2/5) - pocet hier lentiliek. Hago vSak hrd proti pocitacu
a Mojovi naraz — a na jeden jeho fah odpoved4 najprv podéita¢ a potom Mojo. Ak by vSak teraz hral Hago stale
Spocka, z hladiska vyhodnotenia je to to isté, akoby hral Spocka samostatne, raz proti Mojovi a raz proti poc¢itacu.
(To isté plati pre kazdy iny mozny Hagov fah.) KedZe Spock je najvyhodnej$im fahom pri samostatnych hrach
s Mojom a s poéitacom, je najvyhodnejsi aj pri jednom Hagovom tahu proti obom stiperom naraz.

No a kolko bodov Hago ziska pri oboch typoch hier? Uz sme si povedali, Ze pri hre s pocitacom je to (2/5) -
pocet hier, na 100 tahov teda 40 lentiliek. Pri hre proti Mojovi a poéitacu naraz pripadaji na jeden Hagov fah dve
odpovede stupera. Ako uz vieme, z hladiska vyhodnotenia je jedno, ¢i hré Hago proti Mojovi a pocitacu Spocka
samostatne, alebo proti obom naraz. Preto moZzeme vyhodnotit 100 Hagovych hier proti obom stiperom naraz ako
200 samostatnych hier. V tomto pripade vieme povedat, Ze pri hre proti obom stiperom Hago ziska (2/5)- pocet hier,
teda 80 lentiliek. Postidenie, ¢o je pre Haga vyhodnejSie, nechame na lentilkovy vkus Citatela.

Uloha é&. 5: Dokazte, ze pre Iubovolné prirodzené ¢isla m,n je ¢islo 4™ — 4™ delitelné 9 prave vtedy, ked m —n je
delitelné 3.

RieSenie: (opravoval Ondro)

Najskor malé teoretické okienko. Majme dve celé ¢isla x,y. Zépis z = y (mod 9), znamend, Ze = a y maji rovnaky
zvySok po deleni 9. Teda x — y je delitelné 9.

BUNV! nech m > n. Potom 4™ — 4™ = 47(4™~" —1). Kedze 4™ nie je delitelné 3 pre Ziadne prirodzené n, mdzeme
sucinitel 4" ignorovat a riesit mierne modifikovant dlohu: Pre ktoré m,n je (4™ ™ — 1) delitelné 9. Oznacme
k = m — n. Teraz si viimnime, 7e 4! =4 (mod 9), 42 =7 (mod 9) a 43 =1 (mod 9). Teda ak:

o k=3s, tak 4* = (4%3)° =1° =1 (mod 9).
e k=3s+1, tak 4* = (4%)° -4 =4 (mod 9).
o k=3s+2 tak 4" = (4%)° .42 =7 (mod 9).

Ibez ujmy na vSeobecnosti
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Vieme, ze (4% — 1) je delitelné 9 prave vtedy, ked 4 = 1 (mod 9) a teda prave vtedy, ked k je delitelné 3.

Uloha &.6: V stvorci 10 x 10 je zakreslenych 101 bodov. Dokézte, Ze existuje trojuholnik s obsahom 1, ktory
obsahuje aspori tri z tychto bodov. Body méZu byt aj na obvode trojuholnika.

Riesenie: (opravoval Marek K.)

Rozdelme dany §tvorec na 50 obdlznikov 2 x 1. Z Dirichletovho principu vyplyva, Ze aspon jeden z tychto obdlznikov
obsahuje aspoti tri z danych 101 bodov. UkédZeme, Ze trojuholnik (pripadne degenerovany), ktorého vrcholy su tieto
tri body, mé obsah najviac 1, odkial uz priamo vyplyva dokazované tvrdenie.

Oznaéme si spominany obdlznik K LM N a spominany trojuholnik ABC.

Ak je aspoi jedna strana trojuholnika ABC, napr. a, rovnobezna so stranou obdlznika K LM N, tak Iahko vidno,
ze

a- Vg
<1
) = 4

kde v, je vyska na stranu a, lebo plati bud a <1 A v, < 2, alebo a <2 A v, <1, podla toho, ¢ je a rovnobezna
s kratSou alebo dlhsou stranou obdiznika K LMN.

V opa¢nom pripade, teda ked ABC nemé Ziadnu stranu rovnobezni s niektorou stranou K LM N, existuje urcite
vrchol, napr. A, cez ktory ked spravime rovnobezku s kratSou stranou obdlznika K LMN, tak pretne vnutro

protilahlej strany, v tomto pripade BC' — prieseénik ozna¢me D (vid obrazok). Ozna¢me este v, vysku z bodu B
v trojuholniku ADB a v, vysku z bodu C' v trojuholniku ADC.

N M
A

Sapc =

K L
Opiit Tahko vidno, ze |[AD| <1 a v, + v. < 2, preto

ADL vy | 14Dt _ IADL: (b v)

Sapc = Sapp + Sapc =

¢o sme chceeli dokazat.

Poznamka: Vsimnite si, Ze Stvorec sme nemuseli rozdelif zrovna na obdlzniky 2 x 1. Rovnako by to fungovalo aj
s obdlznikmi napr. 10 x 1/5. Podstatné bolo len to, Ze ich obsah bol 2.

Uloha é&. 7: Sudicka Morena darovala princeznej Horécii kopu ¢arovnych kociek. Kazda ¢arovna kocka mala kazdy
z vrcholov oc¢arovany celym cislom. Navyse pre kazdu stenu ¢arovnej kocky platilo, ze sucet ¢isel oc¢arujiicich vrcholy
tejto steny je nula. Horacia sa velmi bala takej ¢arovnej kocky, na ktorej by nasla $tvoricu vrcholov spliiajicu
nasledujiice dve vlastnosti:

e Vrcholy tvoria pravidelny Stvorsten.
e Sucet ¢isel ocarujiicich vrcholy je trindst.
Pre dobro princeznej dokazte, ze taka carovna kocka neexistuje.

Riesenie: (opravoval JeFo)

Pre znacenie kocky ako je na obrazku existuju len dva pravidelné $tvorsteny vyhovujice podmienke zo zadania,
ACFH a BDEG. Dalej bude oznacenie vrchola oznacovat aj ¢islo, ktorym je vrchol o¢arovany.

Chceme ukézatf, ze A+ C + F + H nemdze byt 13. Pre B+ D + E 4+ G by sme to ukdzali obdobne. Budeme
postupovat sporom.

H G
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Predpokladajme, ze A + C + F + H = 13. Potom préave jedno z dvojice ¢isel A + C, F + H musi byt neparne.
Je jedno, ktoré ¢islo si vyberieme, tak povedzme, ze A + C. KedZze plati A + B + C + D = 0, tak musi platit
B+D = —(A+C), teda aj B+ D musi byt neparne. Cisla B a D maji roznu paritu, a teda aj ¢isla A+ B a A+ D
maju roznu paritu. Pretoze A+ B+ E+F=0a A+ D+ E+ H =0, tak aj ¢isla £+ F a F + H maja réznu
paritu, a teda ¢isla F' a H maju roznu paritu. Potom ale musi byt stcet F' + H neparny a obe ¢isla A+C a F'+ H
st neparne. Ich sticet musi byt parny a ¢islo 13 nie je parne, ¢o je spor.

Horécia moze teda pokojne spavat a nemusi sa ni¢oho bat.

Uloha &. 8: Princezna Horécia dostala od kralovnej Gertriidy tilohu vymysliet dopravny systém hodny kralovstva.
Rychly, bezpecny a jednoduchy. Gertriuda dala Horacii nasledovné podmienky:

e Medzi kazdymi dvoma mestami bude priame spojenie bud drozkou, ¢lnom alebo drakom. Vzdy prave jednym.
e Budi pouzité vsetky tri druhy dopravnych prostriedkov.
e Zo ziadneho z miest sa nebude dat dostat vSetkymi troma dopravnymi prostriedkami.
e Cez ziadne tri mestd sa nebude dat dokola prejst na jednom dopravnom prostriedku.
Horécia sa nadsene pustila do vymyslania a podarilo sa jej vymysliet systém spliiajiici vietky kralovnine poziadavky.
Kolko miest moze mat krélovstvo?

Riesenie: (opravoval Berenito)

Hor4cia zapojila sivé bunky mozgové a zacala pekne poporiadku. Keby malo kralovstvo iba jedno mesto, nebolo by
velmi velké a hlavne, neboli by v flom Ziadne cesty, ¢o je spor s podmienkou ¢islo 2. To isté si povedala pre pripad,
7e by v kralovstve boli dve mest4, kedZze vtedy by v fiom bola prave jedna cesta. Nadej ale svitla pre kralovstvo
s tromi mestami, kedZe tu existuje velmi trividlne rieSenie. Mame totiz tri cesty a vieme, Ze musia byt pouZité tri
dopravné prostriedky. MoZeme si overit, Ze nasledovné cestnd siet vyhovuje Gertride.

DRO DRA

CLN

Pre kralovstvo so Styrmi mestami tieZ nie je fazké n4jst vhodné rieSenie, napriklad takéto:

DRA
DRO

DRA DRA

CLN
DRA

V tomto momente si Horacia uvedomila, ze kym by takymto spdsobom presla vSetky prirodzené ¢isla, zabralo by
jej to priam vecnost, a ona nad tym nemienila stravit viac ako jednu noc. Zamyslela sa a toto ju napadlo. Majme
mesto A(lexandria) a z neho idtce 3 cesty rovnakého drubu do miest B(abylon), C(arihrad) a D(amask), bez ujmy
na vieobecnosti nech st to drozky. Ziadne dalsie drozky na zvy$nych cestdch medzi tymito mestami (cesty BC, BD
a CD) uz byt nemozu, pretoze by vytvorili drozkovy kruhovy objazd dizky 3, ¢o je zakdzané. Taktiez tieto 3 cesty
nemozu byt zaroven vsetky ¢lny ani vSetky draky, pretoZe znovu by sa vytvoril kruhovy objazd rovnakého druhu
dlzky 3. To ale znamena, Ze z jedného z miest B, C, D ide aj drak, aj drozka, aj ¢ln. A to je predsa zakdzané, mame
tu teda spor. A Horacia tymto ukédzala, Ze v dobrom kralovstve zo ziadneho mesta nejdu 3 cesty rovnakého druhu.
To je ale dost problém, ak mé totiZz mesto aspon 6 miest, z kazdého mesta vedie aspoii 5 ciest a teda aspon 3 musia
byt rovnaké (pretoze z jedného mesta mozu ist najviac 2 rozne prostriedky). Faha, nekonecne vela pripadov sme
zamietli pod stol, ostdva nam preverit 5-mesté kralovstvo. Z kazdého mesta idi 4 cesty a tieto musia byt v stlade
s nasou myslienkou 2 a 2 rovnakého druhu. Nech z mesta A ida 2 rovnaké cesty do B a C, z kazdého z nich ide
este 1 rovnaka cesta. Nemoze to byt BC kvéli kruhovému objazdu dizky 3, to ale znamena, Ze ciest kazdého druhu
je aspon 4 (vieme, Ze 0 to byt nemoze). Mame 3 dopravné prostriedky, kazdy na aspon 4 cestich, to je dohromady
12 ciest. Hups, medzi 5 mestami je len 5—54 = 10 ciest, ¢o je opit spor a preto 5 miest zamietame pod koberec.

A tak Horacia Gertrude odkézala, ze kralovstvo moze mat 3 alebo 4 mesta.
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Uloha ¢&.9: Princeznti Horaciu uniesol drak Gusto. Princezna Horacia zacala v jeho jaskyni z nudy poditat, kolko
je v celom kralovstve melénov. Doma ich mala 9, sused ich mal 99, vo vedlajSej dedine ich bolo 9999. Horécia ale
nevedela s¢itavat, preto poc¢ty ndsobila a zistovala ich ciferny sticet. Vyjadrite ciferny stdcet ¢isla

9-99-9999--- (102" — 1)

v zavislosti od n.

RieSenie: (opravovala Lindtka)
Vzorék od Mata Vodicku. Prijemné ¢itanie prajem.

Z dennicka princeznej Horacie

pondelok, 15:50 Jupi! Vozim sa na drakovi!

pondelok, 15:47 Cholera! Ten drak leti Gplne zlym smerom. Neda sa ovladat.
pondelok, 17:42 Doleteli sme do jaskyne. Vyzera to tak, Ze sme v Gplnej pazi.
pondelok, 20:47 To je nuda... Idem pocitat melény. 9 =9, C'Sy = 9.
pondelok, 22:48 9-99 = 891, C'S; = 18.

utorok, 01:24 9... a komu sa chce. Idem spat. A mozno to bude 2" - 9.

Z dennicka princa Kleofasa

pondelok, 22:42 Konecne som dosiel do jaskyne. Vsetko vyslo. Princezné urazena.

pondelok, 22:54 Vidim, Ze princezné sa trapi ratanim melénov. Skisim to aj ja aspoii naspit na hrad.

pondelok, 23:28 Chcem ukazaf ze 9-99---(10%" — 1) ma C'S, = 9-2".

pondelok, 23:47 C' =9-99--- (102" —1) < 10-100---102" " = 1Q1+2H4++2""" — 192" -1,

Cize ¢islo C' ma menej ako 2™ cifier.

pondelok, 23:56 Idem si odskocit do krickov.

utorok, 00:07 Nech C = ApAy_; ... A1 Ag (ciferny zapis nasho ¢isla),

kde k = 2" — 1. (Ano, prvé cifry mézu byt 0. To nAm nevadi.)

Teda C' = 10% - Ay + 1071 A1 + - +10° - Ao.

utorok, 00:08 Chcem zratat C - (102" — 1) = C - (10FT! — 1) = C' - 10+ — C.

utorok, 00:12 Co ale s tfm —C? A uZ viem, odpocitame to ako na zakladnej skole.

Zratam 10"+ — O = BBy_1 ... By. Trividlne plati B; =9 — A; pre 1 <i < k, By = 10 — Aq (By je tiez cifra, lebo

Ao #0, lebo 9-99---(99...9) nie je delitelné 10).

utorok, 00:18 Teda

C-10" —C=(C—-1)- 10" + (10" —C) = Ay, ... A1(Ag—1)0...0+ By ... Bo = A ... A1(Ag — 1) By ... Bo.
k+1

Teraz lahko zratam C'S,,:
CSp=(Ar+Bp)+ (A1 +Br—1)+-+ (A1 +B1)+(Ag—1+By) =9-(k+1)=9-2"

Uloha é&.10: Princ Kleofis sa vydal hladat princeznii. Dvorania podla vzoru princa zac¢ali hladat tiez. Pomozte
im. Néjdite vSetky usporiadané trojice (x,v,z) racionalnych ¢isel, ktoré spliajii rovnicu

Pyl ety =1

Riesenie: (opravoval CD)

Prvy krok riesenia bola spravna tprava zadania do lepSieho tvaru. Dalo sa to spravit viacerymi sposobmi. My si
ukéZeme Gpravu na tvorec, ¢itatelovi prenechdme postup cez substiticiu 22 +z =a, y2 +y =05, 22 +z =c.
Rovnicu zo zadania si prenasobime $tyrmi a nésledne si ju upravime nasledovne:

do? + 4P + 42 Ao +dy+4r = 20+ 12+ 2y + 1)* + (22 + 1) -3 =4,
Spravime substitaciu a = 2z + 1, b = 2y + 1, ¢ = 2z 4+ 1. Dostaneme:
A+ +E =7
KedZe x,y, z st raciondlne ¢isla, aj a, b, ¢ st racionalne ¢isla.
Rovnica uz vyzera lepsie, ale stale nevidime rieSenie. Sktisime teda vyuZit, Ze a, b, ¢ st racionélne ¢isla. Prendsobime
rovnicu spoloénym menovatelom a?, b, ¢? a po dalej substitticii dostaneme:
A?+ B*+C? =7D%

Verime, Ze si pozorny ¢itatel overi, ze skutofne dostaneme rovnicu takéhoto tvaru pre celo¢iselné A, B, C, D.
Dostavame sa do posledného stadia nasho prikladu. KedZze sme sa konecne dostali k celym ¢islam, mozme sa zacat
pozerat na zvySky po deleni roznymi ¢islami. Rozoberieme si najprv pripad, Zze vSetky ¢isla si parne. Ak existuje
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rieSenie A, B, C, D takéhoto tvaru, tak je rieSenim aj A/2, B/2,C/2,D/2. A takto mozeme pokracovat az kym
aspon jedno z nasich ¢isel nebude neparne.

Teraz uvazujme, ze aspon jedno z ¢isel A, B, C' je nepéarne. Pozrime sa na zvysky druhych mocnin po deleni 6smimi.
Mbzeme si viimnut, Ze vietky zvysky, ktoré vieme dostat, st 0, 1 a 4. Zvysky 7D? po deleni dsmimi st teda 0,
4 a 7. Ak vyskusame vsetky kombinécie zvySkov po deleni ésmimi, prideme k vysledku, Ze ak aspon jedno z Cisel
A, B, C je neparne, nemdze platit A2 4+ B2 + C? = 7D?. Preto tato tiloha nema4 riesenie.

Uloha é&.11: Princ Kleofas musel drakovi Gustovi odsekniit az Sestnast z jeho sto hlav, kym to Gusta prestalo
bavit a vratil princezni. Po navrate do mesta daroval Kleof4s tieto hlavy a polovicu princeznej vedeckému institutu
Golem a Syn. Ti teraz chct ndjst Styri hlavy, ktoré by tvorili vyrovnané timy v zdpase plazového hokejbalu. Dokéazte,
Ze medzi lubovolnymi 16-timi réznymi kladnymi celymi ¢islami neprevysSujicimi 100, sa daji najst Styri rozne &isla
a, b, ¢, d, pre ktoré plati a + b = ¢+ d.

RieSenie: (opravoval Viktor)

Oznaéme si tychto 16 ¢isel podla velkosti 1 < a1 < as < -+ < azg < 100. Chceme dokazaf, ze existuji 4 rozne
éisla i, 4, k, I, také Ze a; — a; = a; — ap (odtial potom aj +ar = a;+ a;). Ked sa pozrieme na vSetky usporiadané
dvojice (i,7), kde 1 < i < j < 16, tak vieme, Ze ich je (126) = 120, pri¢om zjavne 1 < a; — a; <99, ¢o znamend, Ze
exisuju také dve rozne usporiadané dvojice (4, ), (k,1) také, Ze a; —a; = a; —ay (pricom i < ja k <l). Ak i =k,
tak a; = a; a teda j = [, Cize to nie st rozne dvojice, ¢o je spor. Podobne neméze platit j = I. Problém moéze byt
len ak i = resp. j = k. Teraz namiesto v8etkych 120 dvojic (4, j), zoberme len také dvojice, aby tato problémova
pre ¢ < x < b).

Pozrime sa na vsetky a, také, ze 2 < x < 15. Najprv predpokladajme, ze k nejakému x existuja také dve rozne
usporiadané dvojice (b,c¢), (d,e), Ze ap — ay = ay — ac & ag — Gy = Ay — A, pricom b,d > x > ¢,e. Potom ak
b =d, tak a. = a. a teda c = e, ¢ize to nie st rozne dvojice, ¢o je spor. Cize b # d a podobne ¢ # e, &ize mozno
pisat ap + a. = 2a, = agq + ae, pricom b, ¢, d, e su 4 roézne éisla, ¢ize sme vyhrali. Ostal ndm pripad, ak pre kazdé
x existuje maximdlne jedna dvojica (b,c) také, ze ap — a; = a; — a., oznac¢me si tato rovnost (1). Ak teraz zo
vietkych 120 dvojic (i, ) odstranime tie, ktoré st tvaru (b, r) pre kazdé = a pre prislusné b splhajtce (1) k tomuto
r (ak k nejakému x nendjdeme dvojicu (b,c) spliiajiicu (1), tak ni¢ odstratiovat nemusime), tak sme odstranili
maximélne 14 dvojic, ¢ize ich ostalo aspoini 106. Teraz mozeme pokracovat v iivahe rovnako ako v prvom odstavci
s tym, Ze kvoli odsrdnenym dvojiciam uz vieme, Ze problémova situdcia nemoze nastat (premyslite si preco), ¢im
je dokaz hotovy.

Vysledkovéa listina

kategoria BETA

Por. | Meno Roé Skola ke | kg |5|6|7|8|9(10(11|p | s | >
1. Vodic¢ka Martin 4. GAlej KE 11 | 13 919191919 45 | 135
2. Kossaczka Marta, 4. Gamca BA 11| 9 91911919 36 | 125
3. Puza Marko 3. GPos KE 6 2 819197 9 42 | 124
4. Psota Miroslav 3. GHlin ZA 8 3 91919 9 36 | 120
5. Liu Zhen Ning Déavid 3. Gamca BA 6 4 91919198 44 | 116
6. Krajc¢iova Katarina 2. GAlej KE 5 2 91919 27 | 112
7. Hanzely Filip 4. GAP SB 1 | 8 9199410 31 | 106
7. Hanzely Slavomir 1. GAP SB 2 016599 9 38 | 106
9. Krakovskd Ema 2. Gamca BA 3 0 [9|1|19|7]|6 32 | 102
10. | Dargaj Jakub 3. GPos KE 4 019(9]9)8 1 36 | 101
10. | Horvath Samuel 3. GPar NR 7 2 919819 35 | 101
12. | Pokryvka Filip 3. G Bénovce 8 3 91919 27 | 98
13. Stankovi¢ Miroslav 3. GPos KE 8 8 919 18 | 95
14. Bui Truc Lam Michal 2. Gamca BA 5 4 7 919 25 | 93
14. Jurina Simon 3. Gamca BA 7 3 91919 9 36 | 93
16. Svarc Radovan 2. Ceskéa Tiebova | 2 1 919 91919 45 | 89
17. | Pies Adrian 3. SPMNDG BA | 4 019(0/9/9]9 36 | 88
18. | Simsa Stépéan 4. Litomé¥ice CR | 9 | 10 91819 26 | 87
19. | Jeémenova Andrea 3. GVO ZA 7 2 119195 1 25 | 85
19. | Safin Jakub 4. GPH MI 9 7 0| 8
21. | Magyarova Zuzana 3. GBST LC 7 2 51919 23 | 84




KMS 2012/2013

3. séria letnej casti

Por. | Meno Roé& Skola ko, [ ks[5 [6[7][8]9]10[11 s [ >
22. | Bohdal Ondrej 2. GJH BA 5 | 1 99]9]9 36 | 80 |
23. | Duratné Petra 2. SPMNDG BA | 4 019 9|8 26 | 79
23. | Kos¢o Marek 3. GVar ZA 4 011(0]|9|6]3 9 28 | 79
23. | Szalay Erik 3. SPMNDG BA | 4 0|3 9|6 18 | 79
26. | Hrivova Ivona 3. GVO ZA 8 3 9198 1 27 | 78
27. | Simkova Ludmila 3. GPar NR 8 3 919 18 | 76
28. | Batmendijn Eduard 2. CGsvM SL 6 4 9 9 9 27 | 72
29. | Trembecky Richard 4. GAlej KE 6 2 919 |7 25| 71
30. | Svoboda Jakub 3. G Hav CR 3 0 819|817 1 33 | 69
31. | Hlavacik Matas 4. GAlej KE 9 4 918 17 | 68
32. | Kobédk Michal 3. Gamca BA 5 2 51917 21 | 67
32. | Krakovskd Hana 3. Gamca BA 6 1 51918 5 27 | 67
32. | Kralik Matej 2. GJH BA 5 051|199 25 | 67
35. | Buran Michal 4. G JAK CR 5 3 0 | 64
35. | Magurova Lucia 4. GPos KE 7 1 918 17 | 64
37. | Daniel Mark 3. GPar NR 7 2 519 14 | 63
38. | Bacinska Irena 3. SPMNDG BA | 5 2 517191914 34| 62
38. Korbela Michal 3. G Banovce 8 3 91918 26 | 62
38. | Michelova Henrieta 1. GAlej KE 2 0|55 5 15 | 62
38. | Santrova Michaela 2. GMH Trstend | 5 1 9198 26 | 62
42. Macko Vladimir 4. GLS ZV 9 7 91612 17 | 61
42. Marcekova Katarina 2. GPar NR 4 0190221 14 | 61
42. | Murin Martin 2. GJH BA 5 01|45 2 1 12 | 61
45. | Ralbovsky Peter 1. SPMNDG BA | 3 01119 10 | 60
46. | Svoboda Josef 4. Frydlant CR 8 6 9111819 27 | 59
46. | TomaSec Samuel 3. GVar ZA 6 1 019815 2 24 | 59
48. | Dracek Frantisek 2. GSkol PB 5 1 171181 1 12 | 58
49. | Nepsinska Silvia 2. GJCh BR 5 1 013[9]0 1 13 | 57
49. | Privoznik Matej 3. GJH BA 8 3 919 2|1 21 | 57
51. Mecdiar Adam 2. GVBN PD 4 1 0 | 56
52. Hronkovi¢ova Nina 2. GKom PE 3 0 [4]13]9 16 | 55
53. | Abaffyova Adela 3. G Tvrdosin 3 0 919 18 | 54
54. Presinska Kristina, 2. GPar NR 5 1 0/9|1]2 1 13 | 50
55. | Knaze Adam 2. GJCh BR 5 1 612202 12 | 49
55. | Kojda Jakub 1. SPMNDGBA | 2 | 0 [4]5 ]2 0 11 | 49
57. | Sucik Samuel 2. GJH BA 5 3 0 | 47
58. | Kopf Daniel 1. G Slez CR 2 0|79 16 | 44
59. | Benesova Katarina 4. SPMNDG BA | 9 3 11512 8 | 42
59. | Lam Tuén Diing 2. GJH BA 5 1 1 1 | 42
61. | Lipovsky Mario 3. GJH BA 6 2 0 | 38
61. | Madaj Pavel 2. GVBN PD 3 0 0 | 38
63. | Izdinska Dominika 3. GJH BA 5 0|6 6 | 37
63. | Muravsky Jakub 3. Gamca BA 3 0|1 1|37
65. Polovka Maros 3. GKuk PP 4 019|019 18 | 36
65. Steinhauserovd Anna 3. G Dacice 3 0 514 2 11 | 36
67. Kovacova Barbora 3. SPMNDG BA | 6 1 0| 35
68. | JaroSova Dorota 2. GAlej KE 3 0 0| 34
69. | Mikulec Jaromir 2. GsvJ NM 4 0 0 | 33
69. | Smolik Milan 4. GJH BA 7 1 0|33
69. | Svitkova Patricia 3. GLN BA 5 0|6 6 | 33
72. | Matejovicova Tatiana 3. GJH BA 7 4 0|31
73. | Zenc¢uchova Andrea 2. GJAR PO 3 055195521 29 | 29
74. | Mores Martin 3. GVar ZA 6 1 0 | 28
75. | Santer Martin 4. GMH Trstend | 7 0 0| 24
75. | Slivka Norbert 3. GJGT BB 3 0 0|24




KMS 2012/2013

3. séria letnej casti

Por. | Meno Roé& Skola k, | kg 6 7]8[9]10]11 s[>
77. | Bielikova Michaela | 3. GVM SE 5 | 0 016 |
78. | Hladka Barbora 2. GPar NR 2 0 0] 13
78. | Lampasova Denisa 3. GSkol PB 4 |1 1 2|13
80. | Kluvanec Roman 2. GPar NR 4 0 0] 10
81. | Gafurov Askar 4. Gamca BA 7 3 0] 9
81. | Gajdosova Natalia 1. SPMNDG BA 1 0 0j1(1(0]2|0 919
81. | Leli¢ova Lucia 2. GPos KE 2 0 0] 9
81. | Sandalova Michaela 3. SPMNDG BA 5 0 0] 9
85. | Catlosova Katarina 3. GFGL BA 3 0 011 21 5
86. | Barbora David 2. GFS Nova Bana | 3 0 0] 3
87. | Machéacova Laura 1. SPMNDG BA 1 0 11110 0 2| 2
88. | Adamove Miroslav 1. GBST LC 1 0 0] 1
88. | Huckova Valentina 1. SPMNDG BA 1 0 1 111
88. | Kusikova Zuzana 1. SPMNDG BA 1 0 1 111

kategoria ALFA, Bratislava
Por. | Meno Roé Skola k., 2(3(4(5[6|7|p| >
1. Bodik Juro 1. Gamca BA 2 91919212 113
2. Petras Peter Pavel Arthur 1. SPMNDG BA | 2 9191919 110
3. Kojda Jakub 1. SPMNDG BA | 2 7191614]5]|2 106
4. Choma Matej 1. Gamca BA 2 91919131 105
5. Oravkin Eduard 1. 1SG BA 2 9197191 104
6. Halabrin Juraj 1. GJH BA 2 919|17181]0 102
7. Murin Marek 1. GJH BA 2 918|341 96
8. Holly Dominik 2. SPMNDG BA | 2 9191918 9 95
9. Sucikova Katarina 1. GJH BA 1 919 4 91
10. | Skrlec Adam 1. GJH BA 1 9|7 5 80
11. | Gazdikova Ema Méria 1. SPMNDG BA | 1 913 5 67
12. | Fabsikova Nina 1. 1SG BA 2 9192 56
12. | Krakovskd Ema 2. Gamca BA 3 91119 56
14. | Pilnan Branislav 2. GJH BA 3 9 37
14. | Ralbovsky Peter 1. SPMNDG BA | 3 119 37
16. | Suchy Daniel 2. Gamca BA 2 919 2 34
17. | Gajdosova Natalia 1. SPMNDG BA | 1 91710501 31
18. | Muravsky Jakub 3. Gamca BA 3 1 22
19. | Kusfkovd Zuzana 1. SPMNDG BA | 1 9610 21
20. Trencanska Tereza, 1. Gamca BA 2 19
21. | Stowasserova Kristina 3. 1SG BA 3 14
22. | Machéadova Laura 1. SPMNDG BA | 1 5 0 1 12
23. | Téthova Andrea 1. SPMNDG BA | 1 10
24. | Catlosova Katarina 3. GFGL BA 3 1(3|1]0]1 9
25. | Huckova Valentina 1. SPMNDG BA | 1 0
kategéria ALFA, zapad
Por. | Meno Roé Skola ko |1 31456 |7 |p| >
1. Tédova Lucia 1. GPar NR 2 918|415 100
2. Hronkovic¢ova Nina 2. GKom PE 3 9191141319 98
3. Krajmerova Barbora 1. G Surany 119 9|4 1 93
4. Koncek Marian 2. Gl.maj MA | 3 918 |4 9 88
5. Kassa Ladislav 1. G Samorin 2 9192 60
6. Szabo Michal 1. GAM TT 1|6 7 31519 58
7. Madaj Pavel 2. GVBN PD 3 23
8. Hladka Barbora 2. GPar NR 2 9
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3. séria letnej casti

kategdria ALFA, stred

Por. | Meno Roé Skola k,, 2|/3|4|5|6 >
1. Kulla Filip 1. BiG Sucany 2 919|715 1]3 115
2. Stukenik Peter 1. GVar ZA 1 9191951 114
3. Sladecek Michal 1. GVar ZA 1 91913|5 105
4. Tesai Emanuel 1. GBST LC 2 919|510 83
5. Chabanova Barbora 1. GJGT BB 2 919 5 70
5. Pavlus Matus 1. GBST LC 2 9151914 70
7. Pecko Marcel 1. GBST LC 2 9193 1 55
8. Kudelc¢ikova Martina 1. GVO ZA 2 11910 34
9. Roch Oliver 2. G Bytca 2 91819 30
10. | Vcelkova Veronika 2. GPOH DK 2 18
11. | Batrna Jozef 2. G Bytca 2 910 12
12. | Sanigova Lucia 2. GVar ZA 2 9
12. | Slivka Norbert 3. GJGT BB 3 9
14. | Adamove Miroslav 1. GBST LC 1 7
15. | Michalek Tomas 2. G Bytca 2 1
16. | Abaftyova Adela 3. G Tvrdosin 3 0
16. | Barbora David 2. GFS Nova Bana | 3 0

kategéria ALFA, vychod
Por. | Meno Roé Skola | k, 2[3[4[5]6]7 3
1. Semanisinova Zaneta 1. GAlej KE | 2 919 91919 131
2. Mislanova Kristina 1. GAlej KE | 2 919 51519 121
3. Michelovéa Henrieta 1. GAlej KE | 2 9191955 119
4. Ondus Daniel 1. GAlej KE | 1 9191916 117
5. Hanzely Slavomir 1. GAP SB 2 919(7|6|5]|9 116
5. Mol¢an Samuel 1. GJAR PO | 1 91965 116
7. Kurimsky Jan 1. GsvMo 2 52
8. Jankovic¢ova Natalia 2. GKon SP | 2 27
9. Lenart Patrik 1. GPM KE | 2 23
10. | Jarosova Dorota 2. GAlej KE | 3 19
10. | Zencuchova Andrea 2. GJAR PO | 3 51519 19
12. | Leli¢ova Lucia 2. GPos KE | 2 0
kategéria ALFA, zahranicie
Por. | Meno Ro¢ Skola k, 2[3[4[5]6 3
1. Zidek Matgj 1. Frydlant CR 2 91916198 127
2. Kopf Daniel 1. G Slez CR 2 91919719 92
3. Krchnak Vaclav 1. Brno CR 1 6|5 54
4. Svoboda Jakub 3. G Hav CR 3 8 34
5. | Svarc Radovan 2. Ceskéa Trebova | 2 9 32
6. Steinhauser Vaclav -1. G Dacice -1 28
7. Steinhauserova Anna 3. G Dacice 3 5 23




