Vzorové riesenia 1. série zimnej casti KMS 2012/2013

Uloha &.1: Po ceste preslo dokopy 19 motoriek a aut. Keby preslo o $tyri autd menej, bolo by ich tolko ako
dvojnasobok pocétu motoriek, ktoré presli. Kolko preslo po ceste dut a kolko motoriek?

RieSenie: (opravovala Betka a Adka)

.....

Pocet motoriek si ozna¢me m a pocet dut a, zadanie teda mozeme prepisat do dvoch rovnic

a+m =19,

a—4=2m.

Z prvej rovnice vyjadrime m = 19 — a a dosadime do druhej rovnice: a — 4 = 38 — 2a. Z toho ekvivalentnymi
apravami dostaneme a = 14, potom ho dosadime do prvej rovnice a dopocitame, ze m = 5.

?

1
Uloha é&. 2: Ak4 cifra je na 7000. mieste za desatinnou ¢iarkou v &isle 7000
RiesSenie: (opravovala Barca a Mary)

Vsimavy riesitel po zadani nésho ¢isla do kalkulacky nadobudne silné podozrenie, Ze éislice za desatinnou éiarkou

sa opakuji. Zlomok po vydeleni vyzera asi takto: 0,000142857142857142 ... Podme si teda dokazat, Ze naozaj

1 _____
7000 — 0,000142857.

Slo to roznymi sposobmi, ale pravy matematicky estét sa uchyli k nasledovnému. Oznaéme 0,000142857 = a.

Chceme ukéazat, Ze
1

“= 7000°
Vieme, Ze
a = 0,000142857,
1000000a = 142, 857142857.

Prvi rovnicu odé¢itame od druhej a vyjadrime a:

1
999999a = 142,857 = 142857 - ——

1000’
142857 1 111
“= 999999 1000 7 1000 _ 7000

Tada. A teraz, ked uz vieme, ako hladany desatinny rozvoj vyzerd, vidime, Ze ¢islica na 4. pozicii je rovnaké ako
na 10., 16., 22., 28., ... pozicii, a preto na (4 + 1166 - 6)-tej pozicii sa nachddza ¢islica 1.

Uloha é&. 3: Urcte pocet vietkych trojcifernych cisel, ktoré st deviitnastkrat vicsie ako ich ciferny stcet.
Riesenie: (opravovala Basa a JeFo)

Uloha sa dala riesit viacerymi sposobmi. Jednym z nich bolo vypisanie si nasobkov 19 medzi 100 a 27 - 19. Stagili
len po 27, lebo ciferny stcet trojciferného éisla je maximalne 27. Dalej bolo potrebné overit nasobky, ¢ spliiaju
podmienku zo zadania.

Dalsia cesta, akou ste sa mohli pri rieSeni vybraf, je prepisat si zadanie do rovnic. Pre trojciferné &islo abc mé platit

100a + 10b + ¢ = 19a + 190 + 19c.
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Po tpravach dostaneme
9a = b+ 2c.

Za a, b, c mdzeme dosadit len ¢isla 0 az 9, lebo su to cifry. Najvyssia hodnota pravej strany je 27, ked b = ¢ = 9.
Potom a = 3. Z tohto vidime, Ze a moZe nadobidat len hodnoty 1, 2, 3 (hodnotu 0 nemoze, pretoze je to prva
cifra).

Ak a =1, potom za b mdzeme dosadif len neparne ¢isla (rozmyslite si), ¢o je 5 moznosti.

Ak a = 2, potom za b mozeme dosadit len parne ¢isla, znova 5 moznosti.

Ak a = 3, tak mame len jedinii moznost, ako dosiahnut 27.

Dokopy méame 11 moznosti.

Iné riesSenie:

Dalsie zaujimavé riesenie je podla Jdna Kurimského. Uvedomime si, Ze hfadané ¢isla musia byt nasobky 19. Teda
najnizsie mozné je 6 - 19 = 114 a splia podmienku, Ze ciferny stcet sa rovna 6 a Cinitel pri 19 je 6. Dalsie vznikne
pripoc¢itanim 19. Jeho ciferny stdet sa (vicsinou) zvicsi o 1 (jednotky sa znizia o 1 a desiatky sa zvySia o 2) a aj
alebo prechédzame pri pripoc¢itani cez 100. Tieto problémy sa v8ak daji lahko oSetrif, rozobranim moznosti, kedy
nastavaju. A samozrejme, nemd zmysel ist na vy$si ndsobok ako 27.

Uloha é&. 4: Turnaja vo futbale sa ztiéastnilo N druZstiev. Turnaj sa hral systémom kazdy s kazdym. Najviac kolko
druzstiev mohlo vyhrat asporti polovicu zdpasov, ak

a) N je neparne?
b) N je parne?

Riesenie: (opravovala Lindtka a Kubo)
V tomto priklade méame vyriesit dve podtlohy, tak za¢nime prvou.

a) Pozrime sa na mensie pripady. Ak sa turnaja zcastnil iba jeden tim, tak hral nula zédpasov. KedZe nula je
polovica z nuly, tento tim vyhral aspon polovicu zo vSetkych zapasov, ktoré odohral. Vsetky timy vyhrali
aspon polovicu svojich zapasov.

Ak sa turnaja zGéastnili 3 timy a1, as, az a tim a1 porazil as, as porazil az a as porazil a1, tak opéit vsetky
timy vyhrali aspoti polovicu z ich odohratych zépasov (kazdy tim odohral 2 zdpasy a vyhral 1 z nich).
Vyzera to, akoby vzdy vedeli hrat tak, aby vSetky timy vyhrali aspori polovicu svojich zdpasov. To nam ale
nestaci, podme poriadne zistif ¢i to bude fungovat pre vSetky neparne &isla.

Majme 2n + 1 timov. Kazdy tim odohral 2n zipasov, ¢ize chceme uskuto¢nif turnaj, kde kazdy tim vyhra
minimélne n zapasov. Aby kazdy z 2n+ 1 timov vyhral aspoil n zapasov, potrebujeme minimélne (2n+ 1) -n
zapasov. Hréd kazdy s kazdym, takze zapasov sa dokopy odohra

(2n+1)(2n)
2

To je presne ten spravny pocet. Ocividne ni¢ nebrani existencii takého turnaja, kde vSetci vyhraja aspon
polovicu zapasov, tak podme vymysliet ako by asi vyzeral.

Nakreslime si nagich 2n + 1 timov do kruhu (pravidelného (2n + 1)-uholnika) a zostrojme zdpasy tak, aby
kazdy tim vyhral nad najblizsimi n timami po jeho Tavici a prehral s najbliz§imi n timami po jeho pravici.
Ak si vyberieme dva rozne timy A a B v kruhu a B je medzi najbliZ§imi n timami napravo od A, tak A je
medzi najbliz§imi n timami nalavo od B. TakZe podla nasho systému A prehral s B a naopak B vyhral nad
A. Jednoznacne sme teda uréili vitaza kazdého zépasu, ¢o je velmi dolezité, ak chceme tvrdit, Ze tak dopadol
regularny turnaj.

Ako mézeme vidiet, kazdy tim vyhral n zdpasov. Preto turnaj s neparnym poc¢tom hrécov vie vzdy skoncit
tak, aby kazdy tim vyhral aspon polovicu svojich zapasov.

=2n+1) n.

b) Majme 2n timov v turnaji. Kazdy tim odohrd 2n — 1 zapasov. Ak chceme aby tim vyhral asponl polovicu

svojich zépasov, musi ich vyhrat aspor
2n —1 1

2 T
Toto &islo ale nie je celé a nedd sa vyhrat polovica zapasu. Preto, ak chce tim vyhrat aspon polovicu zépasov,
musi vyhrat aspoii n zdpasov. Tentokrat na to, aby kazdy tim vyhral aspon n zdpasov, potrebujeme minimélne
2n - n zapasov. Pocet odohratych zapasov je vsak len

(2n)(2n —1)
2

Nemoéze teda nastat to, aby kazdy tim vyhral aspori polovicu svojich zépasov (pocet potrebny na to, aby

.....

=(2n-1)n.

jeden tim vyhral menej ako n zapasov.
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Predstavme si to tak, akoby jeden tim meskal na turnaj. Na turnaji st vSetky timy okrem jedného (neparny
pocet timov). Ti odohraju vsetky zdpasy medzi sebou tak, ako sme to opisali v moZnosti a), kedze mame
2n — 1 timov, kazdy prave vyhral n — 1 zapasov.

Teraz pride megkajtci tim a vetky zapasy prehra. CiZe vetky ostatné timy vyhraju (n—1)+ 1 = n zapasov,
¢o je viac ako polovica zapasov, ktoré odohrali.

Pre 2n timov vieme dosiahnut to, aby 2n — 1 timov vyhralo aspon polovicu svojich zapasov.

Uloha &. 5: Alibabova Zena nasla v zbojnickej jaskyni vrece s diamantmi. Diamantov bolo vo vnitri n, pri¢om
prvy z nich vézil 1 g, druhy 2 g, dalsi 3 g, ..., posledny n gramov. Alibaba chcel, aby si diamanty rozdelili na dve
Casti, pricom tieto dve ¢asti maji mat rovnakiu hmotnost. Pre aké n sa da korist rozdelit?

Riesenie: (opravoval Kozzy)

Skiisme sa najskor zamysliet nad tym, pre ktoré n sa diamanty rozdelit uré¢ite nebuda dat. V kazdom pripade to
nepojde pre tie n, kde by celkovy stcet hmotnosti diamantov bol neparne ¢islo. Jeho polovica by potom nebola
celym ¢islom a teda by sme ju nemohli dostat ako stdet celych ¢isel. Zaujimat nés buda teda také n, ze stcet
142+ .-+ n je parny (volajme ich parnosuctové). Inymi slovami mozeme povedat, Ze polovica tohoto stcétu je
celé ¢cislo.

Ked vSak také n najdeme, eSte nemame vyhraté. Vieme zarudif, Ze pre neparnosuctové n sa diamanty rozdelit
nedaji, nikto ndm ale nesltubil, Ze pre parnostaétové to dokdZeme, stdle moze byt problém aj v nie¢om inom ako
neparnosti. V nasom pripade, nastastie, nebol, ale to sa patri dokdzat. Najjednoduchsie to urobime, ked rozdelovanie
priamo skonstruujeme, teda vSeobecne rozhodneme, ktoré diamanty dame komu.

Zacnime tak, ze Alibaba mé vSetky diamanty u seba a polovicu z nich chce dat Zene. Tak si ich vSetky pekne
zoradi, od najvicsieho po najmensi a zacne jej ich zaradom davat (najprv jej d4 najvicsi, potom druhy, atd.). Toto
robi, az v nejakom okamihu sa mu musi prvykrat stat, ze keby Zene odovzdal v poradi dal$i diamant, uz by mu
ostala mensia ¢ast. Ak maju v tejto chvili obaja rovnako, podarilo sa. Ak nie, vieme, Ze existuje celé éislo k také,
7e Alibaba ma presne o k gramov viac ako je polovica koristi, jeho Zena presne o k gramov menej. Preco je toto
¢islo celé? Vraveli sme, ze nutnou podmienkou je, aby polovica sti¢tu bola celé éislo, hmotnost diamantov, ktoré ma
Alibaba prave u seba musi byt samozrejme tiez celo¢iselné, no a rozdiel tychto dvoch celych ¢isel je opiit celé ¢islo.
Okrem toho k je urcite mensie ako hmotnost najvic¢sieho diamantu, ktory Alibaba mé. To ndm uz staéi na to, aby
sme mohli povedaf, Zze medzi Alibabovymi diamantami sa taky, ktory ma hmotnost & gramov, uré¢ite nachddza (to
si dobre premyslite). Ten moze dat Zene a v tejto chvili maju zarucene obaja rovnako. Tym sme ukézali, Ze pre
parnosictové n sa diamanty vzdy rozdelit daji.

Uz nam zostava iba rozhodnuf, ktoré n st parnosiacétové. Skiisme si stdet upravit tak, aby sme sa vedeli lahsie
rozhodnit. Ni¢ nepokazime, ak stcet zdvojndsobime a nasledne zase vydelime dvoma.

(1+24-+n)+(1+2++n)

S=1+2+--+n= > .

Teraz prichddza na rad jednoduché finta. Cisla v ¢itateli si preusporiadame takym spésobom, aby mali po dvojiciach
rovnaké sucty. To dosiahneme, ak k prvému napiSeme posledné, k druhému predposledné, atd.
I+n)+2+n-1)+B+n—-2)+---+n—-1+2)+(n+1)

S = 5 .

V tejto chvili je hodnota kazdej zatvorky n + 1 a takychto zatvoriek mame presne n, z toho teda

n(n—&—l).

S = 5

Hladame n, pre ktoré S je parne &islo, resp. polovica S celé ¢éislo. Cisla n a n + 1 st nestidelitelné, teda

2 4

S nn+1)

7 7

je celé ¢islo vtedy a len vtedy, ked je jedno z éisel n, n 4+ 1 delitelné Styrmi.

Uloha é&. 6: Snehulienka méa obdlznikovi zahradku s celoéiselnymi rozmermi x a y. Rozhodla sa zvidsit si ju
na rozmery x + 5 a y + 6. Tymto poc¢inom sa jej zahradke trikrat zvicsi obsah. Aké rozmery mohla zéhradka
povodne mat?

Riesenie: (opravoval Beren)

KedZe si Snehulienka nevedela rady, zavolala si na pomoc trpaslikov. Pit z nich sa len zamyslene Skrabalo na cele,
ale Dudros a Kyblik vymysleli celkom dobré riesenia.

Dudro$ si povedal, Ze ked nam tu vystupuja celé &isla, ¢o tak to vyskusat rieSif cez delitelnost. Totiz mame tu
vyrie$it 1 rovnicu o 2 neznamych, ¢ize explicitne sa to vyrie$it dat nebude. Ale mozeme dufat, Ze si obor rieSeni
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brutélne zaZime a potom tjch zopar moznosti vyskisame. Cize chceme upravif nasu rovnicu tak, aby na jednej
strane bol sté¢in niekolkych zatvoriek a na druhej strane nejaké ¢islo, idedlne také, ¢o ma malo delitelov. Ako vyzera
nasa rovnica? Povodny obsah zdhradky sa d4 vyjadrit ako z -y, novy obsah ako (z+5) - (y + 6) a nasa rovnica tym
padom bude (z 4 5)(y + 6) = 3zy. A teraz upravujme:

zy + 6z + 5y + 30 = 3y,

2y — 6 — 5y — 30 =0,

2zy — 6x — 5y + 15— 45 =0,
(22 —5)(y — 3) = 45.

Presne toto sme chceli dosiahnut, 45 mé totiz iba 6 celo¢iselnych delitelov, a to 1, 3, 5, 9, 15, 45. LenZe takisto aj
v zapornom prevedeni, my vSak vieme, Ze rozmery st kladné a teda, ak st obidve zétvorky zaporné, tak (2x—5) > —3
a (y—3) > —2, ¢ize (2o —5)(y —3) < 6, ¢im sme moznost, ze obidve zatvorky su zaporné odhalili ako falosni. Keby
bola len jedna zatvorka zédpornd, tak sa ich siéin isto nemoze rovnat 45. Ostalo ndm teda 6 moznosti, zapiSeme si
ich do prehladnej tabulky aj s dordtanymi z a .

20 -5 |y—3 | x | y
1 45 3 | 48
3 15 4 | 18
) 9 5 |12
9 5 7|8
15 3 10| 6
45 1 25 | 4

A tieto dvojice [z, y] st teda vSetky mozné rieSenia Snehulienkinho problému.
Iné riesSenie:
Kyblik sa pozrel na rovnicu xy + 6z + 5y + 30 = 3zy a vyjadril si z nej, Ze

~ 6z +30
 2x—5

Toto je predpis linedrne lomenej funkcie, ktorej grafom je hyperbola a o ktorej vieme, Ze ked bude x stupat, tak
y bude klesat (ak 2x — 5 > 0). Cize za¢neme skisat moznosti od najmensieho mozného z, ¢o je 3, pretoze y musi
byt kladné. Pre = 8 je y = 78/11 a teda uz plati, ze > y. CiZe vo vSetkych pripadoch mi plati bud, ze < 8
alebo y < 7, ¢ize ndm staci odskisat si zopar moznosti a dojdeme samozrejme k tomu istému vysledku ako Dudros.
Vybavené.

Uloha ¢&. 7: Cédecko ma fobiu z realnych ¢isel a, b, ¢, x, . Jeho strach je spésobeny tym, Ze plati a® + ax +y = 0,
b +bx+y=0,c+cr+y =0 anavyse st éisla a, b, c rozne. Upokoji sa, iba ak sa dozvie, Ze sticet ¢isel a, b, ¢ je
nula. Dokézte, ze sa nemé ¢oho bat.

RieSenie: (opravoval Mato Bachraty)

Uloha sa d4 riesif dvoma réznymi spésobmi. Prvy vyuziva iba tpravy rovnic, druhy vyzaduje zakladné znalosti
o polynémoch. Uvedieme si oba sp6soby v horeuvedenom poradi.

Odéitajme od seba prvé dve rovnice (zbavime sa tak nezndmej y), dostaneme

adax4y— 3 +br+y)=0-0,
a® = b +axr—br=0,
(a —b)(a* + ab +b*) + (a — b)x = 0,
(a—b)(a® 4+ ab+b* +2) = 0.
Poslednd rovnica nam hovori, Ze jeden z vyrazov (a — b) a (a? + ab + b + ) musi byt rovny nule. Kedze nam
zadanie vravi, ze a # b, tak nunte plati a® + ab+ b% +z = 0.
Odéitanim prvej a tretej rovnice dostaneme rovnicu a® +ax +y — (¢3+cx +y) = 0— 0, ktord nés analogicky dovedie

k rovnici (a — ¢)(a® + ac + ¢® + x) = 0. KedZe a # c, tak nutne plati a® + ac + ¢? + z = 0. Takto sme dostali dve
nové rovnice, skisme ich znova od¢itat.

a®+ab+b?*+x—(a®>+ac+c®+2)=0-0,
ab—ac+b* - =0,
afb— &) + (b+ o)( 0

b—c)=
(a+b+c)(b—c)=0.
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Poslednd rovnica ndm vravi, ze jeden z vyrazov (a + b+ ¢) a (b — ¢) musi byt rovny nule. KedZe b # ¢, tak nutne
a+b+c=0, ¢o sme chceli dokézat.

Iné riesSenie:

Teraz si uvedme druhy sposob rieSenia, ktory vyzaduje niektoré zakladné znalosti o polynémoch. Tie budeme
vyuzivat bez toho, Ze by sme si ich dokazali (nemusite ich dokazovat ani v rieSeniach). Ak vSak neviete, preco
platia, tak si ich uréite skuste dokézat :).

Tri rovnice zo zadania nam hovoria, Ze a, b aj ¢ st korefimi polynému P(z) = 23 + zz + y. Dalej vieme, Ze polyném
P(z) je kubicky, a teda mé najviac tri redlne korene (berieme do tvahy aj nisobnosti korefiov). My v8ak pozname
tri rozne korene tohto polynému (zo zadania vieme, Ze a, b, ¢ st navzajom rozne), teda su to nutne vsetky korene
a navySe kazdy z nich musi byt jednonasobny (ina¢ by sme mali vramci ndsobnosti viac nez tri korene).

Teraz uz pozname vsetky korene polynému P(z) aj s ich ndsobnostami, konkrétne st to a, b, ¢ a ndsobnost kazdého
z nich je jedna, takZe plati rovnost P(z) = (z — a)(z — b)(z — ¢), brand ako rovnost polynémov s nezndmou z (to
znamend, ze rovnost plati pre kazdé z € R). Této rovnost ndm vlastne hovori, Ze koeficienty pri kazdom 2", kde
n € Ny, musia byt na oboch stranich rovnaké. Porovnanim koeficientov pri élene 22 dostdvame 0 = —a — b — c,
z ¢oho hned vyplyva a + b + ¢ = 0, ¢o sme chceli dokdzat.

Komentar: Najcéastejsou chybou druhého typu riesenia bolo nevyuzitie faktu, ze ¢isla a, b, ¢ st rozne. Napriklad
kubicky polyném (s koeficientom 1 pri 23), ktory ma korene a = 1, b = 1, ¢ = —2 nemusi mat nutne tvar
P(z) = (# — 1)(# — 1)(# + 2). Vyhovuje napriklad aj polyném P(z) = (z — 1)(z + 2)(z — 42). Teda podmienka
roznosti a, b, ¢ je velmi doélezit4.

Uloha é&.8: Nech q je kladné racionalne c¢islo. Dietatom éisla ¢ nazvime Cisla ¢ + 1 a qf’l. Potomkami disla g
nazvime deti q a deti vSetkych potomkov q. Ondro napisal na tabulu vSetkych potomkov ¢isla 1. Dokézte, ze kazdé
kladné racionalne cislo sa nachadza na tabuli prave raz.

Riesenie: (opravoval Ondro a Ondro)

Existuje niekolko spdsobov ako riesif tiito tlohu. My si ukaZeme jeden z nich. Cislo p nazveme rodicom q, ak ¢ je
diefatom p. Predkami ¢isla g nazvime rodica ¢ a rodi¢ov vSetkych predkov ¢. Najskor ukazeme, ze kazdé ¢islo je na
tabuli najviac raz.

Oznac¢me p rodica kladného racionélneho ¢&isla b, kde b je rdzne od 1. Moze nastat jedna z dvoch moznosti:

e b=p+1, potomp=>b—1.

p
RRPIEEE St S

Cislo b méa jednozna¢ne uréeného rodica, kedze prave jedno z ¢isel b — 1 a T3 je kladné (rozmyslite si preco).

Teda kazdé ¢islo sa na tabuli nachadza najviac raz.
Teraz chceme ukézat, Ze 1 je predkom kazdého kladného raciondlneho ¢isla okrem seba (inak povedané, kazdé

C
racionélne ¢islo je na tabuli aspon raz, kedze je potomkom 1). Nech b = p kde ¢,d € N, a najvicsi spoloény delitel

c—d ) , .
¢isel c a d je 1. Potom p = akc>dap= ak ¢ < d. Vidime Ze sacet Citatela a menovatela sa pri

c
d—c
prechode k rodic¢ovi (predkovi) vzdy zmensi. A naviac predok ¢isla b je tieZ kladné raciondlne éislo. Preto sa vzdy
dostaneme k suctu Citatela a menovatela 2 (1+1), teda k ¢islu 1. Ukédzali sme, Ze kazdy kladny zlomok méa predka
1, takze kazdé kladné raciondlne ¢islo je potomkom 1. Preto je na tabuli napisané kazdé kladné racionélne cislo

prave raz.

Uloha ¢&.9: Edo si pod vanktsom schovéva nekonecény $tvorcekovy papier. Jednej noci ho navstivila zubna vila
Stanka a zafarbila kazdy $tvorcéek na tomto papieri jednou z jej piatich obliibenych farieb'. Edo si rano vsimol, Ze
kazdy kriz z piatich Stvorcekov (ako na obrdzku) obsahuje kazdi farbu prave raz. Vzapéti si uvedomil, Ze potom
aj kazdy obdlznik 5 x 1 musi obsahovat kazdu farbu prave raz. Preco je to tak?

RieSenie: (opravoval Hago a Lietadlo)

V zadani sa spomina nekonecny Stvoréekovy papier a to ndm napovedd, Ze priklad nepojde vyriesit bez nejakého
vieobecného pristupu, resp. postupu. Co by nam pri takomto priklade mohlo napadnit je, Ze ho budeme dokazovat
sporom. Predpokladajme teda, Ze na §tvoréekovom papieri existuje obdlznik 5 x 1, ktorého nejaké dve policka st
rovnakej farby.

Leyklaménova, lososova, fuchsiové, burkova modré, biela
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Bez ujmy na vieobecnosti si mézeme zvolit nejaké oznacenie tohto obdlznika, ktorj ma dve poli¢ka rovnakej farby.
Nech je to obdlznik A2-E2 (vid obrazok). Farby v krizi so stredom v C2 oznacime 1, 2, 3, 4 a 5. O tychto farbach
vieme, ze st rozne. Pole A2 nemdze mat farbu 2 ani 3, kvoli krizu so stredom B2. Symetricky pre policko E2 plati,
Ze nie je farby 3 ani 4.

A|B|C|D|FE
1 1
2 2134
3 5

Na tomto mieste musime v nasom dalSom postupe rozlisit dva pripady.

a) Aspori jedno z policok A2, F2 méa jednu z farieb 1 alebo 5.

Vdaka symetrickosti mozeme bez ujmy na vSeobecnosti povedat, Ze policko A2 bude farby 1. V krizi so
stredom B2 chybaju farby 4 a 5. Farba 5 nemoze byt na poli B3, pretoze pole C3 je farby 5 a kriz so stredom
v C3 by obsahoval dvakrat farbu 5. Policko B3 bude teda farby 4 a poli¢ko B1 bude farby 5.

A D | FE

—_
| | ot Oy
el Q

Krizu so stredom v D2 chyba farba 5. T4 ale nemoZe byt na policku D1 (nevyhovuje pre kriz so stredom
v C1) ani na policku D3 (nevyhovuje pre kriz so stredom v C3) ostava uz len policko E2, ale to nemoze mat
farbu 5 preto, ze potom by obdlznik A2-E2 mal pif roznych farieb. V krizi so stredom v D4 teda nemé kde
byt farba 5, ¢o je spor.

b) Ziadne z poli A2, E2 nemé farbu 1 ani 5

Takze A2 neméze byt farby 1, 5 a ani 2, 3 kvoli krizu so stredom v B2. Musi byt farby 4. Symetricky E2 je
farby 2.

—
gl Q

V krizi so stredom v B2 moZe byt chybajica farba 5 jedine na policku B1. Rovnako ako v pripade a) nie je
v krizi so stredom v D2 miesto pre farbu 5. A to je spor.

V oboch pripadoch sme prisli k sporu so zadanim, takze nas predpoklad, ze na Stvorcekovom papieri existuje
obdlZnik 5 x 1, ktorého nejaké dve poli¢ka st rovnakej farby, musi byt mylny. Tym padom je pravdivé tvrdenie,
ktoré sme mali dokazat.

Uloha é&. 10: Filip pisal na tabulu pod seba ¢&isla. Prvé a druhé ¢éislo bolo 1. Kazdé dalsie si vyratal séitanim dvoch
predoslych a pripoc¢itanim ¢isla 1. Prizerajiici sa Matus sa zamyslel nad nasledujiicou otazkou: aké st vsetky dvojice
prirodzenych ¢isel (n, m) také, ze n-té ¢islo na tabuli je tvaru 2™ — 17

RieSenie: (opravoval Matus a Miki)

Nebudeme lenivi a vypiSeme si prvych zopar ¢lenov:

(1, 1, 3, 5, 9, 15, 25, 41, 67, 109, ...).

Zistovat, ¢i ¢isla st v takom zvlastnom tvare, Ze 2" — 1, sa moZe zdat trosku zvrhlé, tak ¢o keby sme spravili tak
mall kozmetickd Gpravu a vSade pripoéitali 1?7 Potom budeme zistovat, ¢i st ¢isla mocninami dvojky, ¢o znie uz
trosku krajsie. Postupnost sa zmeni na

(2, 2, 4, 6, 10, 16, 26, 42, 68, 110, ...).

Dalej sa budeme bavit len o tejto postupnosti. Uz medzi prvymi ¢lenmi vidime nejaké riesenia (konkrétne 2,4 aj
16 s mocninami 2). To nds motivuje vypisat si eSte viac ¢lenov, ved mozno si v§imneme nejaké pravidlo, podla
ktorého sa ndm v postupnosti objavuji mocniny dvojky. Ale opak je pravdou. V najblizsich vela ¢lenoch, ktoré
sme s nadSenim vypisali, uz nevidno ziadne mocniny 2. NavySe dalej uz nas cakaju fakt velké ¢isla. Skiisme si to
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nejako zjednodusit. Co keby sme miesto ¢lenov postupnosti pisali len zvysky po deleni nejakym é&islom? S dvojkou
by to nebolo velmi zaujimavé, tak skiisme zvysky po deleni tromi. Dostaneme

(2,2,1,0,1,1,2,0,2 2 ...).

Dalej uz sa to musi opakovat, pretoze kazdy ¢len je jednoznacéne uréeny dvoma predoslymi. Zopakovala sa rovnaka
dvojica a od nej to musi pokracovat tak ako predtym. Lahko vidno, Ze peridda je 2, 2, 1, 0, 1, 1, 2, 0. Takze kazdé
Stvrté ¢islo v postupnosti je delitelné tromi. Pricom mocniny 2 nie st delitelné tromi. Preto ¢leny s poradovym
¢islom 4l pre I € N nds uz nemusia zaujimat.

.....

na zvysky po deleni 32:
(2, 2, 4, 6, 10, 16, 26, 10, 4, 14, 18, 0, 18, 18, 4, 22, 26, 16, 10, 26, 4, 30, 2, 0, ...).

Po tejto sekvencii nasleduje opif 2,2, ¢o z rovnakého dovodu ako predtym znadi, Ze sa tato sekvencia bude stale
cyklicky opakovat. V§imnime si, ktoré ¢leny st delitelné 32. Z horeuvedenej postupnosti vidno, ze to bude kazdy
dvanésty (tie s poradovym ¢islom 12k pre k € N). O tychto ¢lenoch v8ak uz vieme, ze st delitelné 3, teda urdite
nebudt mocninami 2. Jedini kandidati st teda ¢isla v postupnosti mensie ako 32. Vidno, ze postupnost je nekle-
sajuca. Preto staci skontrolovat postupnost len po prvy ¢len vicsi ako 32, ¢o sme urobili uz na zaciatku. Jediné
rieSenia su dvojice (1,1), (2,1), (3,2), (6,4).

Komentér: Viaceri ste pri§li na to, Ze zadand postupnost mé nieco spoloéné s Fibonacciho postupnostou a problém
sa d& previest na zistovanie, kedy je Fibonacciho ¢islo mocninou 2. Ocenujeme Va§ zéapal pre tato postupnost
a vyuzivanie roznych vztahov, viet, ¢ identit pre tto postupnost, najméi Carmichaelovu vetu, ktord hovori, Ze od
dvanasteho je kazdy dalsi ¢len Fibonacciho postupnosti delitelny nejakym ,novym® prvocislom. Pri¢om ,novym*
myslime, Ze ziaden predos$ly ¢len nim delitelny nebol. Na poc¢udovanie vSak nebolo potrebné vytahovat prili§ silné
zbrane.

Uloha é&.11: Podmnozina prirodzenych ¢isel S sa nazyva arovna, ak pre kazdé dva rézne prvky i, j z tejto
podmnoziny plati, Ze do mnoziny S patri aj ¢islo
1+J

NSD(i, )’
Néjdite vSetky ¢arovné mnoziny. Poznamka: NSD(i, j) oznacuje najvécsieho spolo¢ného delitela ¢isel i, j.
Riesenie: (opravoval CD)
Pre jednoduchost budeme znacit NSD(a, b) ako (a, b). Pozrime sa najskor na niekolko okrajovych pripadov. O¢ividne
st rieSenim mnoziny S = 0 a S = {a} Va € N, pretoZe podmienka zo zadania plati pre kazdé dva rozne prvky.

Odteraz moézeme predpokladat, ze v S st aspoii 2 prvky. Nasledujtci krok je trocha trikovy. Bolo treba rozobraf
nasledujice dve moznosti podla sudelitelnosti ¢isel v mnozine S:

e Va,be S:a+#b= (a,b) > 1. Tento pripad rozoberieme este dalej, podla poc¢tu prvkov mnoziny S.

1. S ma aspon dva prvky. Dva najmensie prvky v mnozine S si oznac¢ime a, b. Predpokladajme BUNV

a+b a+b

< < b. Jediné

b
a < b. Z podmienky zo zadania vieme, Ze % € S. Kedze (a,b) > 2, tak @D = 2

, o .. . , a+b s
¢islo mensie ako b v mnoZine S je a. Z toho dostédvame @D =a = a+ b= ala,b). Z delitelnosti
a7
v tejto rovnici dalej vyplyva ala A ala - (a,b) = alb = (a,b) = a. Vyjadrime si teraz b pomocou a:
a+b=a-(a,b) =a? = b=a?— a. Mali sme ale podmienku, Ze b > a, ¢o plati pre a > 3. Dvojprvkové
mnoziny vyhovujiice zadaniu teda budt mat tvar S = {a,a® —a} Va > 3 a lahko sa d4 overit, ze vietky
skuto¢ne vyhovuju.

2. S méa aspon tri prvky. Tri najmensie prvky v tejto mnozine si oznac¢ime a,b,c a BUNV a < b < c.

. . ., aTrc .
2—a=a-(a—1). Zo zadania vieme, Ze € S a z rovnakej

(a,c)

apravy ako v predchadzajtcej casti dostaneme, ze atc <c=> ate =aV atce =b. Ak atce
(a,c) (a,c) (a,c) (a,c)

tak pomocou uz pouzitého postupu dostaneme ¢ = a? — a = b, ¢o je spor, pretoze ¢ > b. Ostéva teda

7 predchédzajicej casti uz vieme, ze b = a

:a’

,at+c ) e P
moznost @o = b = a(a—1). Opit pouzijeme rovnaky trik, alaAala(a—1)(a,c) = alc = (a,¢) = a. Po
a,c
dosadeni a vyjadreni ¢ dostdvame ¢ = a® — a? — a. Potrebujeme este overit tretiu podmienku zo zadania,

b+c , , s
a teda ze ote € S. Vyuzijeme vztahy na ktoré sme prisli

(b,¢)

b+c a® —2a _a3—2a_a2_2
(b,c) (ala—1),a(a®—a—1)  a '
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Vyuzili sme, ze (a — 1,a%2 —a — 1) = 1, ¢o sa d4 ukazat napriklad pomocou Euklidovho algoritmu?®. Ak
vyuZzijeme uZ zndme vztahy a niekolko zakladnjch tprav, vieme ukizat b < a? —2 < ¢, ¢o je spor s tym,
Ze trojica a,b,c s najmensie ¢isla mnoziny S.

e Jda,be S:a#bA(a,b) =1. Ak existuju takéto dve ¢isla, tak nemdzu byt obe parne, rozmyslite si preco.

b
BUNV 2+t a. Vieme, ze a,b € S a teda pre nich méZzeme pouzit podmienku zo zadania ato eS=a+bes.

(a,0)

b b+ (2a+b
Rovnako pre dvojicu a,a + b m €S = 2a+b € S, rovnako m €S =2a+2beS.
V poslednom sme vyuzili, Ze (b, (2a + b)) = 0, ¢o plati pretoze (a,b) = 1 A (a,2) = 1. Naco nam to je vSetko

dobré?

Vyskasame teraz
(a+b) + (2a + 20)
((a +b), (2a + 2b))

Podobne sa d4 ukézat o Tubovolnom prirodzenom éisle, Ze patri do S. Forméalne to mdzeme dokazovat pomocou
indukcie, napriklad pomocou rozdelenia cisel na ¢isla tvaru 4k, 4k+1, 4k+2 a 4k+3. V prvom kroku indukcie
by sme ukézali, Ze ¢isla 3,4,5,6 € S. V druhom kroku by sme ukézali, Ze ak a € S, tak aj a+4 € S. Konkrétny
zapis uz nechdme na citatela.

eS=3eb.

Ostéva doriesit ¢isla 1 a 2. Pozrime sa na podmienku v zadani pre éisla x,y. Mozeme si ich zapisat ako x = di
r+y di+dj

(z,y) d

1 a 2 mo6zu byt aj nebyt v mnozine S — kvoli nim spor so zadanim nevznikne. V tejto vetve teda dostavame
rieenia S =N, S =N\ {1}, S=N\ {2} a § =N\ {1, 2}.

ay=dj, kde d = (z,y) a i,j € N. Potom =i+j >3, pretoze i, j € N a zaroven i # j. Cisla

Vsetky rieSenia tlohy st teda mnoziny S = 0, S = {a} Va € N, S = {a,a> —a} Va > 3, S =N, § = N\ {1},
S=N\{2} aS=N\({1,2}.

2Tento algoritmus vyuziva, Ze (a,b) = (a,b — a). Opakovanym dosadzovanim do tohoto vzorca sa dostaneme k tvaru, z ktorého uz
(a,b) vieme vyjadrit.
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kategoria BETA

Vysledkova listina

Por. | Meno Roé Skola ko | kg |56 |7|8|9|10|11 s | >
1. Krajc¢iova Katarina 2. GAlej KE 4 919191919 45 | 45
1. Vodic¢ka Martin 4. GAlej KE 10 | 12 919191919 45 | 45
3. Hanzely Filip 4. GAP SB 10 | 7 91919198 44 | 44
3. Kossaczka Marta 4. Gamdca BA 10 | 8 9199|938 44 | 44
3. Psota Miroslav 3. GHlin ZA 7 2 919161998 44 | 44
3. Safin Jakub 4. GPH MI 8 6 91919198 44 | 44
7. Lipovsky Maério 3. GJH BA 5 1 9119|7199 43 | 43
7. Puza Marko 3. GPos KE 5 1 719191919 43 | 43
9. Bui Truc Lam Michal 2. Gamca BA 4 3 9168919 41 | 41
9. Kovacové Barbora 3. SPMNDG BA | 5 0196|998 41 | 41
9. Privoznik Matej 3. GJH BA 7 2 9191919 5 41 | 41
9. | Simkova Ludmila 3. GPar NR 712 9191919 5 41 | 41
9. Simsa Stépan 4. Litoméfice CR | 8 9 71919197 41 | 41
14. | Rapavy Martin 3. GAlej KE 5 0 1916[9|719 40 | 40
14. | Suc¢ik Samuel 2. GJH BA 4 2 919|589 40 | 40
16. | Bohdal Ondrej 2. GJH BA 4 019199 912 38 | 38
16. | Liu Zhen Ning David 3. Gamca BA 5 3 919992 38 | 38
18. | Hrivova Ivona 3. GVO ZA 7 2 719141819 37 | 37
18. | Pokryvka Filip 3. G Bénovce 7 2 91711918 4 37 | 37
20. | Horvath Samuel 3. GPar NR 6 1 9191919 36 | 36
20. | Jurina Simon 3. Gamca BA 6 2 9191919 36 | 36
20. | Le Anh Dung 3. Tachov CR 5 4 71918193 36 | 36
20. | Stankovi¢ Miroslav 3. GPos KE 7 7 9191919 36 | 36
24. | Dargaj Jakub 3. GPos KE 4 0191719 911 35| 35
24. Korbela Michal 3. G Banovce 7 2 9171918 2 35| 35
24. | Presinska Kristina 2. GPar NR 4 0 |9|7|7]|4]|S8 35| 35
24. | Svoboda Josef 4. Frydlant CR 7 5 919181910 35| 35
24. Tomagec Samuel 3. GVar ZA 5 019199 8 35| 35
29. | Gafurov Askar 4. Gamda BA 7 3 9171919 34 | 34
29. | Madaj Pavel 2. GVBN PD 3 0 19/9(2|6]8 34| 34
29. | Petrucha Jaroslav 4. GMet BA 9 3 9171919 34 | 34
29. Svarc Radovan 2. Ceska Tiebova | 2 1 41716819 34 | 34
33. | Bafrnec Matus 2. GPar NR 3 0 |9 |7|7]|7]3 33 | 33
33. | Lam Tuan Diing 2. GJH BA 4 019197 8 33 | 33
33. | Trembecky Richard 4. GAlej KE 5 1 819|719 33| 33
36. | Benesova Katarina 4. SPMNDG BA | 8 2 7191719 32 | 32
36. | Kluvanec Roman 2. GPar NR 3 0 |9|7]|7 9 32 | 32
36. | Murin Martin 2. GJH BA 4 0 |7]9]|7 9 32 | 32
36. | Ralbovsky Peter 1. SPMNDG BA | 2 019197 7 32 | 32
36. | Steinhauserovid Anna 3. G Dacice 3 0 1]9/61]9 8 32 | 32
41. | Kobéak Michal 3. Gamca BA 4 1 9191419 31| 31
42. | Dracek Frantisek 2. GSkol PB 4 0 19|6]8 7 30 | 30
42. | Meciar Adam 2. GVBN PD 3 0 19192]|7|2 3 30 | 30
44. | Kovacova Maria 2. GsvCM NR 3 0 1]9/2[9]2]6 28 | 28
45. | Kopf Daniel 1. G Slez CR 1 0 69|84 27 | 27
45. | Matejovicova Tatiana 4. Gamca BA 7 3 91919 27 | 27
45. | Nepsinska Silvia 2. GJCh BR 4 0 197 11911 27 | 27
45. | Nociarova Jela 4. GBST LC 7 119199 9 27 | 27
49. | Daniel Mark 3. GPar NR 6 1 7181219 26 | 26
49. | Hanzely Slavomir 1. GAP SB 1 0194 8|5 26 | 26
51. | Buran Michal 4. G JAK CR 4 0 |6|6|8]|5 25 | 25
51. | Krakovska Hana 3. Gamda BA 6 1 6|9 911 25 | 25
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Por. | Meno Roé& Skola k, [ kg [5]6]7]8]9]10][11 s [ >
51. | Krakovska Ema 2. Gamca BA 310 457 9 25 | 25 |
51. Macko Vladimir 4. GLS ZV 8 6 71919 25 | 25
51. | Marcekova Katarina 2. GPar NR 3 0 [9|7]|7 2 25 | 25
56. Hlavacik Matus 4. GAlej KE 8 3 91619 24 | 24
56. Steinhauser Vaclav -1. G Dacice -1 0 ]9]6]|1 8 24 | 24
58. Je¢menova Andrea 3. GVO ZA 6 1 62|78 23 | 23
58. | Kralik Matej 2. GJH BA 4 0 |4|6]|5 8 23 | 23
58. Mores Martin 3. GVar ZA 5 0 |1]6/|8 8 23 | 23
58. Santrovd Michaela 2. GMH Trstena 4 0 |]9]|6 8 23 | 23
58. | Zarsky Jan 2. Kopftivnice CR 4 0 19|6 711 23 | 23
63. | Labjakova Gabriela 2. GMH Trstena 3 0 |4/6|9]|3 22 | 22
64. | Ivan Lukéas 3. GJH BA 4 0 5 5181 19 | 19
65. | Abaffyova Adela 3. G Tvrdosin 3 0 919 18 | 18
65. | Bacinska Irena 3. SPMNDG BA 4 1 919 18 | 18
65. | Smolik Milan 4. GJH BA 7 1 2 719 18 | 18
68. | Kos¢o Marek 3. GVar ZA 3 0 |47 111014 17 | 17
68. | Magyarova Zuzana 3. GBST LC 6 1 51715 17 | 17
68. Polovka Maros 3. GKuk PP 4 0 |3]2|8]|4 17 | 17
71. | Rizman Daniel 3. GVar ZA 4 0|72 7 16 | 16
71. Santer Martin 4. GMH Trstené 7 019 7 16 | 16
73. | Knaze Adam 2. GJCh BR 4 0194 1|1 15 | 15
73. Mikulec Jaromir 2. GsvJ NM 4 0 |8]6]0 1 15 | 15
73. Sandalova Michaela 3. SPMNDG BA 5 0|7 117 15 | 15
76. | Dendis Tomas 2. BiG Sucany 2 0 |4 8 2 14 | 14
77. | Barbora David 2. GFS Nova Bana | 3 0|5 711 13 | 13
77. | Bielikova Michaela 3. GVM SE 5 0|43 0|6 13 | 13
77. Strakova Valentina 3. GVM SE 5 0 |45 4 13 | 13
77. | Stépanek Martin 2. Piibor CR 4 0 |5]|6 111 13 | 13
81. | Oravec Matej 2. GVar ZA 3 0|72 1111011 12 | 12
82. Halamova Maria 2. GVO ZA 3 0 |4]6 1 11 | 11
83. | Rostar Marek 4. 1SG BA 5 019 1 10 | 10
83. | Veseld Simona 2. GJH BA 2 0|4 6 10 | 10
85. Blisakova Katarina 3. SSS NR 3 0 [4]3 1|1 0 9 9
85. Kocianovéa Barbora 4. GZlin 4 0 7 2 9 9
87. | Ivanov Marian 4. GJH BA 5 0 8 8 8
88. | Sromekova Karolina 3. SPMNDG BA 6 0 7 Tl
89. Klimkovi¢ Anna-Méria 3. SPMNDG BA 4 0|3 112 6 6
90. | Catlosova Katarina 3. GFGL BA 310 1 1 2 | 2
91. | Mikel Jan 4. G Roznov 4 1 0 0
91. | Ondras Jan 3. Gamca BA 4 0 010
kategéoria ALFA, Bratislava

Por. | Meno Roé Skola k,[1]2[3[4][5]6]7 3

1. Frankovskéd Zuzana, 1. Gamca BA 1 19819 913 38

1. Kojda Jakub 1. SPMNDGBA | 0 |9]8[9|5][3]7 38

1. Oravkin Eduard 1. 1SG BA 1 (9819|752 38

4. Bodik Juro 1. Gamca BA 1198|1937 36

5. Fabsikova Nina 1. 1SG BA 1 9181914 4 34

5. Halabrin Juraj 1. GJH BA 1 198914441 34

5. Choma Matej 1. Gamca BA 119191914 ]3]2 34

8. Murin Marek 1. GJH BA 119819 413 33

9. Lihotsky Samuel 1. 1SG BA 1 1981951 32

9. Strakacova Natalia 1. Gamca BA 1 19[19(9|5 32

11. | Duratné Petra 2. SPMNDG BA | 3 9141468 31

11. | Gazdikovd Ema Maria 1. SPMNDG BA | 1 819|446 31
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Por. | Meno Roé¢ Skola k,[1]2[3[4]5][6[7][p]>
11. | Petras Peter Pavel Arthur | 1. | SPMNDGBA | 1 |99 9211 ]2]0 31 |
11. Pilnan Branislav 2. GJH BA 2 916 917 31
15. Trencanska Tereza, 1. Gamca BA 1 191819 311 30
16. | Palenik Michal 1. SPMNDGBA | 1 [9]9 4143 29
16. | Suchy Daniel 2. Gamca BA 2 819 4 8 29
16. | Szalay Erik 3. SPMNDG BA | 3 11419]6]9 29
19. | Pies Adrian 3. SPMNDG BA | 3 916 |5 |71 28
20. | Ralbovsky Peter 1. SPMNDG BA | 2 91917 25
21. Téthova Andrea 1. SPMNDGBA | 1 |9 91015 1 24
22. | Camara Anna 2. GMet BA 2 812 |5 8 23
23. | Stra Toméas 1. 1SG BA 1198 5 22
23. | Velich Tomas 1. GJH BA 1 [6|9|5]0]2 0 22
23. | Zeman Matas 1. 1SG BA 1 19|83 111 22
26. | Vesela Simona 2. GJH BA 2 191819 4 21
27. Martinkova Sandra 2. GJH BA 2 191819 3 20
28. | Hrdina Jakub 3. GJH BA 3 9 7 16
28. | Krakovskd Ema 2. Gamda BA 3 4 15 |7 16
30. | Hives Zdenko 3. 1SG BA 3 9 2121210 6
31. | Catlosova Katarina 3. GFGL BA 319192 1 3

kategoria ALFA, zapad
Por. | Meno Roé Skola ko 11234567 |p]|>
1. Tédova Lucia 1. GPar NR 1 19719(9(5]9|9 45
2. Bafrnec Mats 2. GPar NR 3 9189|717 40
2. Konc¢ek Marian 2. Gl.maj MA | 2 91914199 40
4. Kluvanec Roman 2. GPar NR 3 97|19 |7 |7 39
5. Gerberova Michaela 1. G Banovce 1 191919732 37
5. Marcekova Katarina 2. GPar NR 3 915 |9|7|7 37
7. Zachara Samuel 1. PiarG TN 1 191819 511 32
8. Hladké Barbora 2. GPar NR 2 918 |7|4 28
9. Kassa Ladislav 1. G Samorin 1 1]9(8]|1|3]4 25
10. Kovacova Maria 2. GsvCM NR | 3 41911219 24
10. | Stefkovi¢ Jan 3. G Bénovce 3 9171121610 24
12. | Escherova Eva 1. G Bénovce 1 19192 1 21
13. | Blisakova Katarina 3. SSS NR 3 914|413 20
13. | Madaj Pavel 2. GVBN PD 3 9192 20
13. | Meciar Adam 2. GVBN PD 3 91912 20
kategoria ALFA, stred
Por. | Meno Roé Skola k., 213|456 p|>
1. Tesal Emanuel 1. GBST LC 1 819 919 44
2. Slivka Norbert 3. GJGT BB 3 91919109 43
3. Branisova Eva 1. GVO ZA 1 9191617 40
3. Kulla Filip 1. BiG Sucany 1 919617 40
5. Gaspéarek Miroslav 3. SG ZA 3 911|615 29
6. Pavcik Richard 1. GJGT BB 1 819|101 27
7. Hradnanska Petra 2. GVar ZA 2 91915111 25
7. Janiga Martin 2. GPOH DK 2 819|16[0]2 25
7. Seligova Kristina 2. GsvFA ZA 2 9191241 25
7. Vcéelkova Veronika 2. GPOH DK 2 8191602 25
11. | Koscéo Marek 3. GVar ZA 3 913|417 23
11. | Kudel¢ikova Martina 1. GVO ZA 1 516 1|2 23
13. | Bencova Katarina 2. GMH Trstend | 2 81910112 20
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Por. | Meno Roé Skola k,[1]2][3[4]5 7ip| >
13. | Roch Oliver 2. G Bytca 2 8] 9 0 20 |
13. | Sanigova Lucia 2. GVar ZA 2 919 2 20
16. | Jancar Jan 2. GVar ZA 2 81|43 1 19
16. | Labjakova Gabriela 2. GMH Trstena 3 4 9 19
18. | Franko Maridn 2. GPOH DK 2 811|610 17
19. | Dendis Tomas 2. BiG Sucany 2 4 8 12
20. | Batrna Jozef 2. G Bytca 2 8| 2 10
20. | Halamova Maria 2. GVO ZA 3 4 10
22. | Oravec Matej 2. GVar ZA 3 7 9
22. | Paisova Dominika 2. G Bytca 2 9 9
24. | Baranek Martin 2. GVar ZA 2 112 0 0 6
25. | Barbora David 2. GFS Nova Barna | 3 5 5
26. | Michalek Tomas 2. G Bytca 2 1 1
27. | Abaffyova Adela 3. G Tvrdosin 3 0
27. | Sokolova Nikola 2. GHlin ZA 2 0

kategéria ALFA, vychod
Por. | Meno Ro¢ Skola [k, [1]2[3[4][5]6 pl>
1. Mislanova Kristina 1. GAlgjKE | 1 |99 |9 919 45
1. SemaniSiova Zaneta 1. GAIgKE | 1 | 91919 919 45
3. Michelova Henrieta 1. GAlejKE | 1 |9 |8[9|8|9|5 43
4. Hanzely Slavomir 1. GAP SB 1 198197194 42
5. Kurimsky Jan 1. GsvMPO | 1 999 |4]|4 35
5. Lenart Patrik 1. GPMKE | 1 8194|816 35
7. Feciskaninova Sona 1. GAlIgjKE | 1 |99 19 3 30
8. Luka¢ Jakub 3. GKuk PP | 3 94|42 28
9. Bily Ondrej 1. GLS HE 119 9 1|1 20
10. | Jarosova Dorota 2. GAlej KE | 3 4
kategéria ALFA, zahraniéie

Por. | Meno Roé Skola ko, [1]12]|3]4|5 7Tip| >
1. Zidek Matéj 1. Frydlant CR 1 1989|719 1 42
2. Kopf Daniel 1. G Slez CR 1 1919 6 8 41
2. Steinhauser Vaclav -1. G Dacice -1 1918191419 1 41
4. Steinhauserova Anna 3. G Dacice 3 9 9 9 33
5. Kopfova Lenka -2. G Slez CR 22191819 5 31
6. Krchnak Vaclav 1. Brno CR 1 199 (4|44 30
7. Svarc Radovan 2. Ceské4 Trebova 7 11
8. Gajdusek Pavel 1. G Ost - Por 1 0




