Vzorové riesenia 3. série letnej casti KMS 2013/2014

Uloha &.1: Mdme prirodzené cislo m. Kolko réznych zvyskov méZeme dostat, ak delime ¢islo m postupne vSetkymi
prirodzenymi cislami?

Riesenie: (opravovala Betka)

Ozna¢me si ¢islo, ktorym budeme delit, ako N. Rozoberieme si tri pripady (podrobnejsie to spravime len pre parne
m, pre neparne sa to spravi podobne):

e V pripade, ze N > m je zvysok vzdy rovny m.

« Dalej sa pozrime, ¢o sa stane, ked m > N > 5. Tu postupne delime ¢islami m, m — 1, m —2,..., 3 + 1,
a teda dostdvame zvysky 0, 1, 2,..., 5 — 1. Je ich .

o Posledny pripad tvoria N, pre ktoré 5+ > N. Ked delime takymito ¢islami, dostaneme vzdy zvysky mensie

ako 7, pretoze zvysSok po deleni nejakym cislom je vzdy mensi ako to ¢islo. AvSak vsetky tieto zvysky sa
nachadzaju uz aj v predchadzajicom pripade.

Celkovo méme teda 7 + 1 zvyskov.

Este zostava zistit, ¢o s neparnymi m, pretoze zjavne pocet zvyskov moze byt len celé ¢islo.

Pre neparne m vieme okrem zvysku m dostat zvysky od 0 po m74 Celkovy pocet zvyskov je teda
v podstate to isté, ako ked 3 + 1 zaokrthlime nahor.

Ked ¢islo m vydelime vSetkymi prirodzenymi ¢islami, dostaneme {% + 1] roznych zvyskov.! Tento vysledok plati
aj pre parne aj pre neparne cisla.

m—+1 PP
5=+ 1, coje

Uloha &.2: V priestore je dand rovina o a priamka p, ktord le3i v rovine a. Zvolime v priestore bod A. Bod na
priamke p, ktory je najblizsie k bodu A si oznacme B. Bod v rovine «, ktory je najblizsie k bodu A oznacme C. Bod
na priamke p, ktory je najblizsi k bodu C oznacéme ako D. Ako mdme zvolit bod A, aby vzdialenost bodov B a D
bola ¢o najvacsia?

RieSenie: (opravovali Samo a KatkaJ)

V prvom rade si musime uvedomit, ako ndjdeme najblizsi bod na priamke alebo rovine k nejakému bodu A. Muidre
knizky hovoria, Ze to bude péta kolmice (ozna¢me si ju P) na nasu priamku, pripadne rovinu, prechddzajicej cez
bod A (kolmicu na rovinu vieme jednoducho najst, bude to totiz priamka, ktord je kolmd na dve nerovnobezné
priamky z tejto roviny). Mézeme sa velmi lahko presvedcit, Ze je to naozaj tak. Ak by sme totiz zobrali lubovolny iny
bod B, ABP by bol pravouhly trojuholnik, pricom AP je jeho odvesna a BP prepona. Odtial mdme |AP| < |BP).
Vyzbrojeni tymto poznatkom sa moézeme vrhnit do riesenia nasej tlohy. Pozrime sa najskor na bod D. Oznacme
si rovinu, ktora prechddza cez tento bod a je kolma na priamku p ako 3. Zrejme v nej potom lezi aj bod C, kedze
D je péita kolmice na p cez C. Vieme vSak, ze C lezl v @ a 3 je kolmd na «. Preto musi lezat aj bod A v 3 (kedze
C' je pétou kolmice na a cez A).

Teraz sa podme pozriet na bod B. Je to péta kolmice na p prechadzajicej cez A. My uz ale vieme, Ze A € 3 a tiez
p L B. Z toho vyplyva, ze aj bod B lezi v rovine 5. Plati ale, ze f mo6ze mat s priamkou p prave jeden spolocny
bod a preto musia byt body B a D totozné. Nezélezi teda na polohe bodu A.

Mozeme si vSimnut, ze takéto rieSenie funguje aj ked bude bod A lezat na priamke p alebo v rovine «. Ak by sme
si vSak napriklad rovinu 8 definovali inak (napriklad pomocou troch bodov), mohli by sme narazit na problém.
V tychto okrajovych pripadoch by nemusela byt jasne definovana. Samozrejme, je velmi jednoduché tlohu vyriesit
pre tieto pripady zvlast, len na to netreba zabudat.

1Tie zvl4stne krivé zatvorky znamenajui zaokrihlovanie nahor.
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Uloha &. 3: Ndjdite vsetky také prirodzené ¢isla n, Ze 14" + 11 je prvocislo.

RieSenie: (opravovala Barca)

Véicsinou prvé, ¢o vyskusame, je dosadenie nejakych konkrétnych malych hodnét n do vyrazu. Mnohi ste si hned
vsimli, ze vycislené vysledky boli na striedacku delitelné raz ¢islom 3 a raz ¢islom 5. Podme si teda overit tito nasu
hypotézu.

Rozdelme si riesenie na dva pripady, podla parity n.

e V pripade, Ze n je parne sa pozrieme, ako sa vyraz 14" + 11 sprava, ked ho delime tromi.
Cislo 14 vieme zapisat ako 3 -4 + 2. Ak vynasobime dve ¢isla, ktoré po deleni 3 dévaji zvySok 2, dostaneme
vyraz tvaru (3k 4 2)(31 4+ 2) = 9kl + 6k + 61 + 4, z ¢oho vyplyva, Ze po deleni 3 ddva zvySok 1.
Néas zaujima parna mocnina 14, preto si ukazme, ze ked lubovolne velakrat vynasobime ¢isla so zvyskom 1,
su¢in bude mat ten isty zvysok: (3k + 1)(31 4+ 1) = 9kl 4 3k + 31 + 1, ¢o je opét ¢islo so zvyskom 1.
KedZe este treba pricitat 11 = 3 - 3 + 2, dostaneme: 3k +1+3-34+2 = 3(k + 1) 4+ 3, ¢o je ndsobok ¢isla 3
a zjavne vacsi ako 3, teda pre ziadne parne n nebude vyraz prvocislom.

e Analogicku tivahu zopakujeme pre nepédrne n, ale tu nas uz zaujimaju zvysky po deleni ¢islom 5. Umocniujeme
na neparnu mocninu a zistime, ze v tomto pripade je zvysok vzdy 4.
Po pripocitani 11, ¢o mé zvysok 1 po deleni ¢islom 5, opéatf nedostaneme prvocislo, ale ¢islo delitelné 5 a vicsie
ako 5, preto ziadne také n neexistuje.

-

Uloha &.4: V kruhu stoji 50 ludi roznych visok. Cloveka nazveme priemerngm, ak je jeden z jeho susedov vyss
ako on a druhy nizsi ako on. Ndjdite vsetky mozné pocty priemerngch luds.

RieSenie: (opravoval Berenito)

polovicu budeme oznacovat ako vysoki Tudia a nizsiu ako nizki Tudia.

Na zaciatok by bolo fajn najst nejaky vyznacny pocet priemernych Iudi, ktory vieme dosiahnut. Za¢nime najmensim
poc¢tom. Co tak 0? To by znamenalo, Ze kazdy vysoky typek je medzi dvomi malymi a naopak. Staéi teda na parne
pozicie v kruhu umiestnit nizkeho ¢loveka a na nepéarne pozicie vysokého. Teraz sa pozrime na najvacsi mozny
pocet. Vieme, ze 1 a 50 nikdy priemerni nebudi, teda teoretické maximum je 48 priemernych Tudi, ¢o sa lahko aj
prakticky skonstruuje tak, ze ich usporiadame od najmensieho po najvicsieho.

Teraz vyvstava otazka, ¢i vieme dosiahnut vsetky pocty medzi nimi alebo iba niektoré vybrané. Pozrime sa teda
na to trochu vseobecnejsie. Kazdy ¢lovek mé dvoch susedov, ¢o je dohromady 100 susedskych vztahov. Ak A je
vyssi ako jeho sused B, tak B je nizsi ako jeho sused A, a preto z tychto 100 susedskych vztahov musi byt 50-krat
sused vyssi a 50-krat sused nizsi. Priemerny ¢lovek mé jedného suseda vyssieho a jedného nizsieho, nepriemerny ma
bud oboch vyssich alebo oboch nizsich. Priemerny c¢lovek teda znamena neparny pocet susedskych vztahov oboch
typov a nepriemerny znamena parny pocet oboch typov. Kedze chceme dosiahnut parny pocet oboch typov, tak
priemernych fudi musf byt parny pocet. (Ak nerozumiete preco, tak si to poriadne premyslite.) Cize neparne poéty
vylacime. O parnych poc¢toch ziadne takéto info nevieme, je teda rozumné ocakavat, ze ich budeme vediet vytvorit.
Na to aby sme skonstruovali spravne rozostavenie pre vSetky parne pocty priemernych Iudi si vymyslime napriklad
nasledovny algoritmus rozostavovania:

o Nula — 26, 25, 27, 24, 28, 23..., k, 51 — k,..., 50, 1.
o Dvaja — 25, 26, 27, 24, 28, 23..., k, 51 — k,..., 50, 1 (priemerni si 25 a 26).
o Styria — 24, 25, 26, 27, 28, 23..., k, 51 — k, ..., 50, 1 (priemerni st 24, 25, 26 a 27).

A tak dalej az po 48 priemernych Tudi. Za¢iname s rozostavenim ako v pripade s nula priemernymi Iudmi — na
neparnych poziciach rastt ¢isla od 26 po 50 a na parnych klesaji od 25 po 1. Ak chceme 2k priemernych Tudi, tak
teraz Iudi na prvych 2k poziciach usporiadame od najmensieho po najvacsieho — tito buda priemerni, a budu to
prave ¢isla od 26 — k po 25 + k. Skuste si premysliet, preco to tak funguje.

Uloha &.5: Rozdelte len s pomocou pravitka a kruidla kruh na 7 casti s rovnakym obsahom. Jednotlivé casti mozZu
mat aj rozny tvar.

RieSenie: (opravoval Hopko)

Podla zadania mame rozdelit kruh, len pomocou pravitka a kruzidla, na sedem casti s rovnakym obsahom. Skisme
teda vymysliet ¢o najjednoduchsiu konstrukciu. Ako prvé nas asi napadne vpisat do kruhu pravidelny sedemuholnik
a pospéjat vrcholy so stredom. Snazime sa spravit to len pomocou pravitka a kruzidla, no akosi to nejde. Problém
je v tom, Ze sa to ned4 (jeden midry ujo to uz dokézal). Po chvilke rozmyslania vSak prideme na konstrukeiu ako
na Obr. 1.

Otédzkou je, ako to spravit (a ¢i sa to da spravit). Pre zadiatok skisme ndjst stred kruhu, ozna¢me ho S. Vyuzijic
fakt, ze stred kruhu lezi na osi lubovolnej tetivy to ale nie je problém. Nakreslime si dve rozne tetivy, ku kazdej
dokreslime jej os, a prienik tychto osi bude bod S. Problém mdze nastat, ak prienik tychto osi nebude len jeden
bod, ale priamka. V takomto pripade dokreslime tretiu tetivu réznu od predoslych, ktorej os ndm uz urci bod S.
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Obr. 1

Na vytvorenie malého kruhu v strede potrebujeme urcit jeho polomer (stred je bod S). Polomer velkého kruhu
pozname, je to vzdialenost bodu S od obvodu kruhu, ozna¢me ju r. Lahko zratame, ze polomer malého kruhu bude
%. Vsimnime si, ze keby sme vedeli narysovat tsecku dlzky +/7r, tak po rozdeleni na sedminy (rozmyslite si ako

to spravit) mame presne to, ¢o chceme, lebo

Vr T

7 VT

Podme teda najst tisecku diiky \/7r. Narysujeme rovnoramenny pravouhly trojuholnik s odvesnami dfiky r (poroz-
myslajte ako to spravit). Prepona ma dizku v/2r. Teraz vieme nakreslit pravouhly trojuholnik s odvesnami dfiky
V2r a r. Jeho prepona bude mat dizku v/3r. Takto budeme pokracovat, az kym dostaneme tsecku dizky v/7r. Toto
je vSeobecny postup ako narysovat tsecku, ktorej dizka je odmocninu z akéhokolvek prirodzeného &sla. Narysovali
sme usecku dizky v/7r, pomocou nej narysujeme tsecku dizky %, vdaka ¢omu nam ni¢ nebrani nakreslit vniatorny
kruh.

Ostéva uz len rozdelit medzikruzie na Sest Casti s rovnakym obsahom. K tomu, aby sme to spravili ako na obrazku,
potrebujeme rozdelit vnitorna kruznicu na Sest rovnakych Casti Siestimi réznymi bodmi. Najprv si nakreslime jej
priemer, oznac¢me ho d. Ten nam urcuje dva deliace body. Pomocou pravitka a kruzidla vieme narysovat rovno-
stranny trojuholnik (premyslite si ako), a vdaka tomu vieme narysovat aj uhol velkosti 60°. Narysujme teda obe
priamky p, ¢ také, ktoré zvieraji s d uhol 60° a pretinaju ju v bode S. Priamky p, ¢ pretinaji nasu kruznicu v sty-
roch réznych bodoch, ktoré si zvysné styri hladané deliace body. Nakoniec prieniky priamok p, g, d s vonkajSou
kruznicou st deliace body vonkajsej kruznice. Uz ndm to staci len vhodne pospdjat, a mame rozdeleny kruh na
sedem casti s rovnakym obsahom.

Poznamka: Tato tloha mala viacero spravnych rieseni a kazdé z nich sa dalo narysovat viacerymi sposobmi. Kon-
krétne sa objavili tri typy spravnych rieseni, prvé ako vzordk, druhé je vytvorenim ststrednych kruznic (ako terc),
a tretie ako na Obr. 2.

Obr. 2

Uloha &.6: V tovdrni na cokolddu je 100 strojov. Niektoré z nich si spojené dopravngmi pdsmi, pricom kazdd
dvojica je spojend najviac jedngm pdsom. NavysSe plati, Ze medzi lubovolnou skupinou 98 strojov je vZdy rovnaky
pocet dopravngch pdsov (z ocividnjch dévodov). Kolko pisov méZe byt v tovdrni? Urcte vsetky moznosti.

RieSenie: (opravoval JeFo)

Na zaciatok si poriadne premyslime, ¢o hovori zadanie. To, ze kazdych 98 strojov je spojenych rovnakym poctom
pésov znamend aj to, ze ked odoberieme zo sto dva stroje, tak vZdy musime odobrat rovnaky podet pasov (lebo
vietkych pdsov je konstantny pocet). Pozerajme sa teda na to, kolko pdsov odoberdme.

Najskor si zjednodusme tlohu a predpokladajme, ze z kazdého stroja vychadza rovnaky pocet pasov, ozna¢me si
tento pocet x. Pozrime sa na pripad, ked odoberieme dva stroje, ktoré spolu spaja pas. Zmizne x + x — 1 péasov
(za kazdy stroj x ale jeden spolu zdielaji, teda je spolo¢ny pre oba a aby sme ho nezapocitali dvakrat, treba ho
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raz odpocitat). A ¢o ak existuju dva stroje, ktoré pas nespdja a odoberieme tieto dva? Potom zmizne z 4+ x péasov.
KedZe jahodovy dzem nie je malinovy lekvar a —1 # 0 a teda 2z — 1 # 2z, tak by ndm v tomto pripade zmizli
dva rdzne pocty péasov, co ale nevyhovuje. Naozaj nevyhovuje, nemodze tu nastat ddka vynimka? Jasné, ze moze,
inak by som sa na to nepytal. Co ak Ziadne dva stroje nie st spojené pasom, alebo ¢o ak je kazdy stroj spojeny
pasom so vetkymi ostatnymi? Ano, v tychto pripadoch nenastane vyssie zmieneny problém a st to riedenia, ktoré
spomenieme na konci pri odpovedi.

No, zatial toho nie je vela, ale aspori daco (ostdva ndm eSte preSetrit vSetky pripady, ked aspori z dvoch strojov
vychddza rézny pocet pasov). Dalej budeme stroje oznacovat A, B a C (vychadza z nich a, b a ¢ pasov).
Zoberme dva stroje A a B, ktoré maji rézny pocet pasov (a # b). Uvazujme stroj C, ktory by bol spojeny pasom
aj so strojom A aj so strojom B (respektive nebol spojeny ani s jednym). V takomto pripade by sa a muselo rovnat
b, lebo by muselo platit a +c¢—1=b+ ¢ — 1 (respektive a + ¢ = b+ ¢). Toto ale neplati, preto lubovolny iny stroj
okrem A a B musi byt spojeny pasom prave s jednym z tychto strojov.

Rozoberme dva pripady:

o Stroje A a B nie si spojené pdsom (ich odobratim zanikne a + b pasov).
Stroje, ktoré nie s spojené so strojom A (sd spojené s B) musia mat b pdsov. Ak totiz odoberieme stroje A
a B zanikne a + b pasov a rovnaky pocet pasov musi zanikniut aj ak s A odoberieme iny stroj, ktory s nim
nie je spojeny. Podobne stroje, ktoré nie si spojené so strojom B (st spojené s A) musia mat a pdsov.
Vezmime stroj A a jeden stroj s nim spojeny a zanikne a + a — 1 pasov. V pripade stroja B a jedného stroja
s nim spojeného zanikne b + b — 1, z ¢oho ale vyplyva, Ze by sa a muselo rovnat b, Co je spor.
Pozor toto este nie je vSetko, mohlo by sa eSte stat, ze A alebo B nie je spojené so ziadnym inym strojom,
teda nds argument v poslednom odstavci sa nedd pouzit (na predchddzajice argumenty to ale vplyv nema4).
Tento pripad si urcite dokazete dokoncif sami.

o Stroje A a B st spojené pasom (ich odobratim zanikne a + b — 1 pédsov).
Tento pripad je velmi podobny predchadzajiicemu pripadu a preto sa ho pokiiste najskor spravit sami.
Stroje, ktoré nie si spojené so strojom A (st spojené s B) musia mat b — 1 pdsov a naopak stroje, ktoré nie
st spojené so strojom B (st spojené s A) musia mat a — 1 pasov.
Vezmime stroj A a jeden stroj s nim spojeny a zanikne a + a — 2 pasov. V pripade stroja B a jedného stroja
s nim spojeného zanikne b + b — 2, z ¢oho ale vyplyva, ze by sa a muselo rovnat b, Co je spor.
Opét si treba dat pozor a este oSetrit pripad ak A (respektive B) m4 len jeden pés, ten do stroja B (respektive
A). Urcite to zvladnete dokoncit sami.

Ako sme slubili, v odpovedi sa vratime k dvom najdenim pripadom, a to:

i) Ziadne dva stroje nie st spojené pasom, teda celkovo je nula péasov.

i) Kazdy stroj je spojeny so vSetkymi ostatnymi strojmi, teda mé 99 pasov. V takomto pripade méme dokopy
(100 - 99)/2 = 4950 pésov, lebo kazdy stroj ma 99 pasov a mame sto strojov, ale kazdy pds mé dva konce,
teda sme kazdy zaratali dvakrat.

Uloha &.7: Mdme &isla aq, as, as, ..., an také, Ze pre lubovolnd dvojicu ¢isel roznych k, | ddva ¢islo a, — a; ing
zvysok po delent cislom n ako c¢islo k — 1. Dokdzte, Ze a1 + as + as + - - - + a,, je delitelné cislom n.

RieSenie: (opravoval Cvrki)

Vramci celej tlohy budeme s kazdym c¢islom nardbat tak, ze budeme brat iba jeho zvysok po deleni cislom n.
Mozeme to spravit? A naco nam to bude dobré?

Odpoved na prvi otdzku znie dno. Ak uz ste niekedy poculi o kongruenciach, tak je vam urcite jasné preco.
Ak nie, tak sa skuste zamysliet, preco to bude fungovat. Viac o kongruencidch sa mozete docitat napriklad tu
http://thales.doa.fmph.uniba.sk/sleziak/vyuka/tc2006/tc.pdf na stranich 29 az 36.

A naco nam to teda bude dobré? Z matematického hladiska budeme robif Uplne tie isté ivahy a vypocty, ako by
sme robili bez tohto zlepSoviku, no vSetky zapisy budi vdaka tomu vyzerat ovela prehladnejsie a jednoduchsie :)
Od teraz teda plati, ze ak napiSeme a = b, tak tym myslime, ze davaji rovnaky zvysok po deleni ¢islom n.

Nasou ulohou je ukazat, ze a1 + as + - - - + a,, je delitelné n. V nasom jazyku to znamena, Ze tento sticet ma davat
po deleni n zvysok nula, t.j. chceme dokézat, 7e a1 + as + - -- + a, = 0. Cisel a1, as, ..., a, je dokopy n. To je
rovnako ako pocet vsetkych moznych réznych zvyskov po deleni ¢islom n, a preto by nas mohlo napadnut dokazat,
ze Cisla ay, as, ..., a, si vSetky navzajom rdzne.

Népad je to trifaly, no velmi rychlo zistime, Ze nespravny. Napriklad pre n = 4 spliiaji a; = 0, ag = 2, ag = 0
a a4 = 2 podmienky zo zadania, no pritom nie st vsetky rézne. Naopak pre a1 =0, as = 3, az = 2 a ag = 1 vidime,
Ze su vSetky rozne, no v st¢te ndm nedaji 0 ale 2 (ak by aj ndhodou spltiali podmienky zo zadania, tak mame
ddkaz, Ze tvrdenie neplati. Podmienky vSak nie st splnené, napr. az —a; =3 — 1).

Tento napad vsak nie je daleko od napadu, ktory nam nakoniec vyriesi celil tlohu. Nevedeli by sme najst int n-ticu
¢isel, o ktorej by platilo, ze si vSetky rozne? Podmienka zo zadania ndm vravi ap — a; # k — [. Priratanim a; — k
k obom stranam dostavame ay — k # a; —1I pre lubovolni dvojicu k a [. Ina¢ povedané, ¢isla a; —1, as—2,..., a,—n
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st vSetky navzajom rozne, a preto to musia byt ¢isla 0, 1, 2,..., n — 1 v nejakom pomiesanom poradi, kazdé prave
raz. Plati teda

ar—1+a—2+ - 4a,—n=0+1+2+4---+(n—1),
aitaz+--+a,=0+1+2+--4n-1)+1+24+--+n—-1)+n=
nn—1) n(n-1)
:O =
t— 5 tn
=0+nn—1)+n=0.

Ak teda uverime tomuto vypoctu, tak sme tlohu dokédzali.

Hned prvéa rovnost plati vdaka tomu, ze a1 —1, as—2,..., a,—n a0, 1, 2,..., n—1 st tie isté (moZno premiesané)
n-tice ¢isel, a preto budi mat rovnaky sucet. Potom sme uz len vyuzili vzorec na stcet éisel od 1 do (n — 1) a to,
ze zvysok nasobku ¢isla n po deleni n je vzdy 0.

Tym je tiloha dokazana.

a=b mod n.

No v pripadoch, kedy sa cely ¢as pracuje so zvyskom po deleni jednym danym ¢islom je zvykom pre jednoduchost
pisat a = b (samozrejme o tom treba ¢itatela na zaciatku ¢lanku/vzordku/riesenia/skript... vzdy obozndmit).

Uloha &.8: Lojzo hrd hru s kockou kiym nevyhrd. Ak hodi jednotku v prvom tahu, hned vyhral. V kazdom dalsom
tahu hodi kockou, a ak padne mensie cislo ako v predoslom tahu, vyhral. Kolkokrat priemerne musi Lojzo hodit
kockou, kym vyhrd hru?

Riesenie: (opravovali Vodka a mojo)

Ked chce Lojzo niekedy pocas hry vediet, kolko hodov bude este potrebovat na vyhru, tak to jasne zavisi len od
posledného hodeného ¢isla. Ozna¢me preto H; priemerny pocet hodov, ktoré bude este potrebovat, ak naposledy
hodil éislo ¢. Tak, a teraz skiisme napisat nejaké vztahy, ktoré platia pre H;.

Ak hodil naposledy 6, tak hodi kockou (¢o iné by uz teda mohol robit). M4 pravdepodobnost %, Ze hodi menej
ako 6, ¢im hra skondi (a teda uz potrebuje 0 hodov). Ale s pravdepodobnostou % hodi 6. Kolko hodov bude
potomﬁpriemerne potrebovat? No predsa Hg. Z toho dostdvame vztah Hg = 1 + %H(;. Teraz lahko vypocitame, ze
Hg=2=1,2

Pokragujeme dalej. Ak naposledy hodil 5, tak ked hodi kockou, tak s pravdepodobnostou % skonéi. S pravdepodob-
nostou % hodi 5, preto bude potrebovat priemerne Hs hodov a s pravdepodobnostou % hodi 6 a bude potrebovat
Hg hodov. Cize Hs =1+ %Hﬁ + %H5. KedZe vieme, ze Hg = g, tak dopocitame Hys = ;’—g =1,44.

Uplne analogicky zostavime rovnice pre Hs az Hy a vypoéitame, Ze

1 1 1 216
Hy=1+ —Hg+ ~Hs+ ~Hy = Hy = —2 — 1,72
4 +6 6+6 5+6 4 = Hy 195 , 728,
1 1 1 1 1296
Hy=1+ —Hg+ ~Hs+ ~H, + ~Hs = Hy = —2 — 9
3 +6 6+6 5+6 4+6 3 = Hj 625 ,0736,
1 1 1 1 1 7776
Hy=1+ —Hg+ ~Hs+ ~H, + ~Hs + ~Hy = Hy = — 2 — 9 43832
2= b gt ghls tgllat gl + ol = Mh = gor =2,

No a teraz sa presunme na zaciatok hry. Lojzo neocakavane hodi kockou. Potom s pravdepodobnostou % (podla
toho, ¢o padlo) bude potrebovat priemerne este 0 (ak padla 1), resp. H; (ak padlo i > 2). Teda, ak ozna¢ime H
pocet hodov, za ktoré priemerne skon¢i od zaciatku, tak dostaneme vztah

7776

1 1 1 1 1
H=1+-H —-H —-H —-H —H H = —— =2 ,48832.
+6 6+6 5+6 4+6 3+6 2 = 3195 , 4883

Teda toto nadherné ¢islo je hladany priemerny pocet hodov kockou.

Uloha &.9: Strany konvezného §tvoruholnika ABCD rozdelime na tretiny, a vyznacéime si prislusné body. Pospd-
jame ich aby ndm vznikla ,krivd“ mriezka 3 x 3, ako na obrdazku. Vieme, Ze obsah Stvoruholnika ABCD je 1. Akj
bude obsah stredného (sivého) Stvoruholnika nasej mriezky?

RieSenie: (opravoval Viktor Lukacek)

Oznacime si body ako na obrazku. Zavedieme si nejaki siradnicovi ststavu a pod symbolom ?, budeme rozumiet
siradnice bodu X. Dohodnime sa, ze obsah trojuholnika XY Z budeme oznacovat Saxyz a podobne aj pre
stvoruholniky.

Najprv dokazeme, ze bod M je v tretine tsecky EI. Vyjadrime si body E, I ako

B-d+l(B-4), T=B+1(2-D).
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Teraz si moézeme bod, ktory je v tretine tsecky EI, smerom blizsie k E, vyjadrit ako
1
E+ 3 (T-F).

Ked dosadime do tohto vztahu predoslé rovnice a upravime, tak dostaneme %Z + %? + %B + %8 Teraz si mbézeme
vsimnut, ze ak analogicky vyjadrime bod, ktory je v tretine usecky JG, smerom blizsie ku J, dostaneme rovnaky
vyraz. Z toho nam plynie, Ze priesecnik useciek ET a JG, ¢ize bod M, je presne v tretine tsecky EI a JG.

Dalej ukazeme, 7ze obsah §tvoruholnika EF HI je tretina z obsahu §tvoruholnika ABCD. Pozrime sa na trojuholniky
AED, EFI a FBH. Tieto trojuholniky maju rovnako velku zdkladnu. A ¢o ich vyska? Ich vysky su vlastne
vzdialenosti bodov D, I, H od priamky AB. Kedze body D, I, H si na rovnakej priamke a maji medzi sebou
rovnaké rozostupy, tak vyska stredného trojuholnika je priemerna hodnota vysok krajnych dvoch trojuholnikov.

7Z toho dostiavame
SaaED + SaEFr + SAFBH

3

SAEFI =

Analogicky mdzeme vyjadrit

Sapie +Sarur +Saucs

Sa1HF = 3

Scitanim tychto dvoch rovnosti zistime, ze

B _ Saaep + Sagrr + Sareu + Sapre + Sarar + Sancs 1
Soerur = Saerr + Sarar = = 5504BcD

3 3

KedZe sme si v druhom odseku ukézali, ze bod M je v tretine tisecky EI (a analogicky to plati aj pre body N, O,
P), tak mo6zeme zopakovat rovnaki ivahu na Stvoruholniky M NOP a FFHI a dostaneme, Ze

1 1
SomNop = gSDEFHI = §SDABCD-

Uloha &.10: Pre redlne ¢isla © >y > 0 dokdzte nerovnost:

Va? +y2 4 /o + P+ Vat iyt <3z 4y

RieSenie: (opravoval MiSo)

Vsimnime si, ze ked y = 0, plati vZdy rovnost, a ked y = x, tak nerovnost plati tiez, ale uz bez rovnosti (okrem
pripadu, ze x = y = 0). UkéZeme, Ze ked zvySime z, nerovnost platit ostane. KedZe pre minimdlne x (tj. x = y) to
plati a zvolenim pociatoéného y a zvysenim = vieme dosiahnut aktkolvek dvojicu z, y, dokdzeme tak celti nerovnicu.
Predpokladajme, ze pre nejakta dvojicu x, y plati

Va2 + 2+ 23+ g+ Vot +yt <3zt

Teraz zvysme x na x + h a dokazme, ze plati nerovnost

Ve +h)?2+ 22+ (@ +h)3 + 3+ V(e +h)r+y2 <3(x+h)+y=3c+y+3h

Pravi stranu odhadneme zdola nahradenim 3z + y lavou stranou prvej nerovnosti. Chceme ukézat, ze

VE+h)?2+ 2+ Y (@+h)P+ 3+ V(@ + )+ gt < Va2 +y% + Vad + g3+ Vat +yt + 3h.

7 pravej strany od¢itame odmocniny a rovnaké mocniny na lavej strane dajme k sebe, dostaneme

(\/<x+h>2+y2_\/xzﬂ/g)+(g/(x+h)s+y3_\s/x3+y3)+<¢/(x+h)4+y4_\4/x4+y4) < 3h.
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Nasim cielom je ukéazat, ze kazdd dvojica je mensia ako h. Nastastie sa vSetky casti spravaju rovnako, takze ich
mozeme vyriesit vseobecne. Cisla 2, 3, 4 nam nahradi n.
Ak y = 0, tak sa odmocniny vybiji s mocninami a nastava rovnost. Ked y > 0, tak nas problém m4 tvar

V(x+h)+ym— am +ym < h
Pravi stranu vieme upravit do tvaru

Sy +y — VT Ty < Y@ by - V.

Teraz by to uz malo byt zrejmé. Vieme, Ze n-t4 odmocnina je konkavna funkcia. To znamenad, Ze ¢im je jej argument

.....

argumenty, len posunuté o y". Vdaka konkavnosti vidime, ze Tava strana bude mensia.
Ukézali sme, ze kazdy rozdiel odmocnin je mensi ako h. Ked vratime odmocniny bez h na pravia stranu, dostaneme

VE+h)?2+2+ Y (@ +h)P+ 3+ V(@ +h) oyt < Va2 + 2+ Vad+ P+ Vat + gt +3h <3z + h) + 4.

To znamend, Ze ak zvySime x, nerovnost ostane platit. Kedze plat{ pre najmensie mozné x (tj. = y), bude platit
pre vSetky mozné x. Uloha je dokazanA.

Vysledkova listina

kategéria BETA

Por. | Meno Ro¢ Skola kK |4|5|6|7|8(9 |10 p| s | >
1. Bialas Filip 1. GOp Praha 319181919 9 44 | 134
2. Svarc Radovan 3. Ceska Trebova | 7 91919 919 45 | 128
3. Hanzely Slavomir 2. GJAR PO 5 819|1914]1919 44 | 122
4. Svoboda Jakub 4. G Hav CR 7 819197 8 41 | 109
5. Hronkovicova Nina 3. GKom PE 6 91591619 38 | 105
5. Semanisinova Zaneta 2. GAlej KE 5 91919|13|5 35 | 105
7. Puza Marko 4. GPos KE 10 9191919 45 | 104
8. Lipovsky Maério 4. GJH BA 8 919|958 40 | 102
9. Mislanova Kristina 2. GAlej KE 5 919 41419 35 | 101
10. | Pistak Daniel 2. GChD Praha | 3 |8 |9 |1 5 23 | 97
11. | Stkenik Peter 2. GVar ZA 4 19181919 35| 95
12. | Oravkin Eduard 2. 1SG BA 5 81911212 21 | 92
13. | Kopf Daniel 2. G Slez CR 5 819 8 9 34| 91
13. | Psota Miroslav 4. GHlin ZA 11 9198 4 30 | 91
15. | Stankovi¢ Miroslav 4. GPos KE 13 9 9 27 | 88
16. | Krakovskd Ema 3. Gamca BA 6 919 41119 32 | 87
17. | Krajciova Katarina 3. GAlej KE 8 9 91719 25 | 85
17. | Moléan Samuel 2. GJAR PO 4 (819|719 33| 85
19. | Kralik Matej 3. GJH BA 8 316|950 23 | 80
20. | Bodik Juro 2. Gamca BA 5 51931 9 27 | 77
20. | Ondus Daniel 2. GAlej KE 4 1918222 23 | 17
22. | Nepsinska Silvia 3. GJH BA 7 719191 26 | 73
22. | Simkova Ludmila 4. GPar NR 12 9 9 | 73
24. | Batmendijn Eduard 3. CGsvM SL 11 9 919 45 | 72
24. | Halabrin Juraj 2. GJH BA 5 119111 1]1 13 | 72
24. | Kulla Filip 2. BiG Sucany 5 3 16 | 72
24. | Truc Lam Bui 3. Gamca BA 10 0| 72
28. | Murin Marek 2. GJH BA 5 914 019 22 | 71
29. | Dargaj Jakub 4. GPos KE 7 919 18 | 68
30. | Bednarik Ivan 2. Gamca BA 2 13811 1 7 20 | 67
30. | Michelova Henrieta 2. GAlej KE 5 019 1 0 10 | 67
32. | Frankovskd Zuzana 2. Gamca BA 4 0 | 64
33. | Liu Zhen Ning David 3. GJH BA 10 0 | 63
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Por. | Meno Roé Skola K 6 10/ p| s | >
34. | Holly Dominik 3. SPMNDG BA | 5 6 14| 61 |
35. | Bohdal Ondrej 3. GJH BA 8 0 | 60
36. | Sladecek Michal 2. GVar ZA 4 0 |59
37. | Presinska Kristina 3. GPar NR 7 4 14 | 58
38. | Choma Matej 2. Gamca BA 5 7 7 | 55
39. | Veseld Simona 3. GJH BA 3 2 11 | 51
40. | Dracek Frantisek 3. GSkol PB 7 2 1 15 | 50
41. | Kluvanec Roman 3. GPar NR 5 0 |49
42. | Zidek Matgj 2. Frydlant CR 5 0 | 43
43. | Pilnan Branislav 3. GJH BA 4 0 | 40
43. Tesar Emanuel 2. GBST LC 5 9 16 | 40
45. | Magyarova Zuzana 4. GBST LC 10 0 | 37
46. Kassa Ladislav 2. G Samorin 5 0 | 36
47. Santrova Michaela 3. GMH Trstena | 8 2 6 | 35
48. | Sucikova Katarina 2. BMA, Essex 4 0| 34
49. Krasula Dominik 1. Krnov CR 2 7 | 33
50. | Horvath Samuel 4. GPar NR 10 0 | 30
50. | Krakovska Hana 4. Gamca BA 8 0 | 30
50. | Ralbovsky Peter 2. SPMNDG BA | 5 0 | 30
53. | Knaze Adam 3. GJCh BR 7 0 | 26
54. | Machacova Laura 2. SPMNDG BA | 2 9 24 | 24
55. | Krajmerova Barbora 2. G Surany 4 11 | 23
56. | Stano Roman 3. GPos KE 4 0 | 22
57. Kubala Milan 2. GJGT BB 3 0|21
57. | Pavlus Matus 2. GBST LC 5 0|21
59. | Poppr Marian 3. GJN - Praha | 3 0 | 20
60. | Zencuchovad Andrea 3. GJAR PO 4 0|19
61. | Téthovad Andrea 2. SPMNDG BA | 2 1 8 | 17
62. | Hrivova Ivona 4. GVO ZA 11 0 |16
62. | Suchy Daniel 3. Gamca BA 3 0 | 16
62. | Vanco Simon 2. GsvM PO 3 0 |16
65. | Pavcik Richard 2. GJGT BB 3 0| 15
65. | Petras Peter Pavel Arthur 2. SPMNDG BA | 5 0 | 15
67. | Majtan Martin 1. GPdC PN 1 0|14
68. | Kudelcikova Martina 2. GVO ZA 5 0 |13
69. | Terem Tomas 2. GJGT BB 2 0 |10
70. | Skrlec Adam 2. GJH BA 4 0 6
71. Cepan Zdenko 1. GKom PE 2 0 4
72. | Krajca Filip 2. SPMNDG BA | 2 3|3

kategéria ALFA
Por. | Meno Roé. Skola K 2(3[4|5|6 s | X
1. Hanesz Zoltan 1 GPos KE 1 818 513 32 | 108
2. Drotéar Pavol 1. GPos KE 1 719 811 34 | 106
3. Bialas Filip 1. GOp Praha | 3 91819 35 | 98
4. Kopfova Lenka -1. G Slez CR | -1 9 18 | 94
5. Péandy Michal 1. GPos KE 1 218 19 | 88
6. Hladké Lubica 1. GJGT BB 1 914]|5 26 | 87
7. Genci Jakub 1. GPos KE 2 91916 1 25 | 85
7. Juréik Matej 1. GVPT MT 1 415 0 18 | 85
9. Pistak Daniel 2. GChD Praha | 3 918|911 27 | 82
10. Bednérik Ivan 2. Gamca BA 2 8191381 29 | 74
11. Kral Adam 2. GVar ZA 3 915 |8 25 | T2
12. | Polackova Adela 1. GJAR PO 2 816|511 20 | 67
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Por. | Meno Roé Skola K 2 s | >
13. | Micko Juraj L. GPos KE | 1 9 28 | 66 |
14. | Pokryvka Milan 1. G Béanovce 2 0 | 64
15. | Porubsky Michal 2. GsvCM NR | 2 9 | 54
16. | Krasula Dominik 1. Krnov CR 2 16 | 47
17. | Halamova Lucia 0. BiG Sucany 1 4 17 | 41
18. | Veseld Simona 3. GJH BA 3 0 8 | 39
19. | Krutek Robert 1. GJGT BB 1 0 21 | 36
20. | Kaintz Matuas 1. GPos KE 1 9 | 29
20. | Petrus Pavol 1. GPos KE 1 0 | 29
20. | Téthova Andrea 2. SPMNDG BA | 2 2 9 | 29
23. | Kol Daniel 1. GPos KE 1 17 | 28
24. | Eller Peter 1. GJH BA 2 0 | 25
24. | Hruska Rajmund 1. GPos KE 1 5 |25
24. | Petrova Simona 2. SPMNDG BA | 2 3|25
27. | Kollarova Sara 1. GJGT BB 2 13 | 24
27. | Vanco Simon 2. GsvM PO 3 6 | 24
29. | Novak Matej 1. GGol NR 1 0 |22
30. | Danis David 1. GCSL BA 1 0 | 21
30. | Kubala Milan 2. GJGT BB 3 0 |21
32. | Korman Andrej 1. G Hlohovec 1 2 20 | 20
32. | Machacova Laura 2. SPMNDG BA | 2 20 | 20
32. | Zeman Matus 2. 1SG BA 3 0 | 20
35. | Hreuzek Jan 1. GCSL BA 1 0 | 18
36. | Cepan Zdenko 1. GKom PE 2 0 | 16
36. | Hornakova Kristina 1. GPar NR 2 0 | 16
36. | Pav¢ik Richard 2. GJGT BB 3 0 | 16
36. | Terem Tomés 2. GJGT BB 2 0 | 16
40. | Sajanek Adridn 1. GCSL BA 2 0|15
41. | Suchy Daniel 3. Gamca BA 3 0| 14
41. | Souc Jan 1. GJH BA 1 0| 14
43. | Majtan Martin 1. GPdC PN 1 0| 13
44. | Krajca Filip 2. SPMNDG BA | 2 0 12 | 12
44. | Martinka Matej 2. SSsvFA 3 0 | 12
44. | Poppr Marian 3. GJN - Praha | 3 0 | 12
47. | Nguyen Linh 1. GJH BA 2 0 |11
47. Safko Michal 1. GJAR PO 2 0 | 11
49. | Sanigova Lucia 3. GVar ZA 3 0 |10
50. | Roch Oliver 3. G Bytca 3 0| 7
51. | Nadova Ingrid 2. SPMNDG BA | 2 5| 5
51. | Pélenik Michal Alexander 2. SPMNDG BA | 2 0 5
53. | Németh Richard 2. GCSL BA 2 0 4 | 4




