Vzorové riesenia 1. série zimnej casti KMS 2013/2014

Uloha é&. 1: Monty sa vybral na nakup do miestneho salonu. Mal so sebou zasobu vsetkych moznych minci, ktoré
sa na divokom zéapade pouzivaji. Mince na divokom zapade majii hodnoty — 1c, 2c, 5¢, 10c¢, 20c¢, 50¢, 18, 2$. Monty
zistil, Ze nech sa akokolvek snazil, tak cenu ndkupu nevedel zaplatit presne Styrmi (nie nutne réznymi) mincami.
Kolko najmenej mohol stdt Montyho ndkup, ak viete, Ze stal aspori 5 centov a Monty mal pri sebe desat kusov
z kazdého druhu minci?

RieSenie: (opravovala Veronika a mojo)

V celom rieSeni budeme hovorit len o suméach v centoch, tak to nebudeme stale zdoraziiovat.

Drvivéa vidsina z riesitelov prisla na to, ze spravne rieSenie je 38. RieSenie teda spociva v dvoch krokoch:

1. zdovodnit, Ze suma 38 sa neda zaplatit Styrmi mincami.

2. ukézat, ze vSetky sumy mensie ako 38 sa rozlozit daju.

V pripade, Ze nepouzijeme mincu 20, tak najviicésia suma, ktortt mozeme dostat je 40 (10 4+ 10 + 10 + 10) a druhé
najvicsia suma je 35 (10 + 10+ 10 + 5). Zjavne teda musime na rozklad ¢éisla 38 pouzit mincu 20. Ak druhd mincu
nepouzijeme 10, tak aby sme dostali ¢o najviicsie ¢islo, musime pouzif tri mince s hodnotou 5. To nam vSak da len
stcet 35 (20 + 54 5+ 5). Druha minca, ktort musime pouzit je teda 10. Tym padom by sme museli rozlozit 8 na
dve mince a to sa nedé (dokdzte si kazdy sdm).

To, ze vSetky mensSie hodnoty sa Styrmi mincami zaplatit daji, ilustruje nasledovnd tabulka.

) 1+1+1+2 6 1+1+2+2 7 1+242+2 8 2+2+2+2
9 S5+2+1+1 10| 5+24+2+1 11 5+2+2+2 12 5+56+1+4+1
13| 5+5+2+1 141 5+5+24+2 | 15| 104+2+2+1 16 | 10+2+2+2
17| 10+5+1+1 | 18 | 10+5+2+1 | 19| 10+5+2+2 | 20 5+5+5+5
21| 10+5+5+1 | 22| 10+5+5+2 | 23| 10+10+2+1 |24 | 104+104+2+2
25| 10+5+54+5 |26 | 104+104+5+1|27| 10+10+5+2 | 28| 20+5+2+1
29| 20+5+2+2 |30 |10+10+5+5 |31 |10+10+10+1 | 32 | 10+10+ 10+ 2
33120+10+241 |34 |204+10+2+2 | 35| 204+54+5+5 |36 | 20+10+5+1
37| 20+10+5+2

Tym sme jednoznacne uréili hodnotu Montyho nakupu.

Uloha é&. 2: Po nakupe isiel Monty do indidnskej osady kmetiu Goniometrov pozriet svojho kamarata Sinetua.
Uzemie, na ktorom osada lezi, ma tvar rovnoramenného trojuholnika ABC so zikladiiou AB a ramenami AC
a BC. Navyse na strane BC' sa nachadza totem T a na strane AC je zapichnuty kél K tak, ze priamka TK je
kolmé4 na stranu AC. Taktiez plati, ze vzdialenost od kola K po totem T je rovnakéa ako vzdialenost od totemu T
po vrchol B. Vedeli by ste len na zéaklade tychto informaécii zistit velkost uhla K BA?
Riesenie: (opravovala Foxie)

Ukézeme si jedno z jednoduch$ich rieSeni, poméze ndm aj nacért tlohy na Obr. 1. KedZze
trojuholnik ABC je rovnoramenny, uhly BAK a ABT maju rovnaka velkost. Oznacime
si tato velkost «. Podobne z rovnoramennosti trojuholnika BT K vyplyva, ze uhly K BT
a BKT maja rovnaki velkost. Oznac¢me si ju 5. Este si v§imneme, Ze uhol AKT je pravy
uhol. KedZe sti¢et vntatornych uhlov v stvruholniku (konkrétne ABTK) je 360° a sucet uhlov
v trojuholniku BT K je 180°, platia rovnice

2a + [ BTK| + 90° = 360°,
28 + |3 BTK| = 180°.
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Uhol, ktory chceme vypoditat, ma velkost a— 3. Tato hodnotu ziskame nasledujicim sposobom: Odpodéitame druhi
rovnicu od prvej a zbavime sa tak uhla BT K.

2a + |4 BTK]| + 90° — 28 — |4 BTK| = 360° — 180°

Ziskant rovnicu si zjednodusime na
200 — 28 = 90°.

Potom uz len predelime rovnicu dvomi a ziskame vysledok: o — 8 = 45°. Teda, velkost uhla K BA vieme zistit a je
rovna 45°.

Komentar: K tispesnému rieSeniu mnohym z vds pomohol rozbor (naért zadania, napr. ako na Obr. 1) a taktiez
vyjadrenie jednotlivych uhlov v trojuholniku pomocou dvoch-troch uhlov (napriklad pomocou uhlov « a 3). Prilis
vela oznacdenych uhlov niektorym zneprehladnilo postup. Takisto sa velmi neosveddéilo zistovanie uhlov meranim
v narysovanych trojuholnikoch. Obrazok je len pomdcka, nenahradza geometricka tivahu.

Uloha é&. 3: Ked Monty dorazil do osady, ostal zarazeny ako kol do zeme. Celd osada bola totiz Iudoprazdna. Az
po chvili hladania nasiel cely kmeri zbehnuty okolo Samana. Ten sa totiz rozhodol vzdeldvat sikmeriovcov svojskym
sposobom. Zakopal fajku mieru (délezity predmet pri diplomatickych aj volnocasovych aktivitdch indidnov) a je
ochotny ju vratit, az ked vyriesia nasledujiici hlavolam. Maji najst vSetky také pétciferné cisla s cifernym zdpisom
abcde, pre ktoré plati, ze ich zvySok po deleni 2 je a, zvysok po deleni 3 je b, zvysok po deleni 4 je ¢, zvysok po
deleni 5 je d a zvySok po deleni 6 je e. Pomozte indidnom néjst vSetky takéto cisla.

RieSenie: (opravoval Berenito a Kajo)

Toto je typicky typ prikladu, pri ktorom sa najprv pokisime ¢o najviac z0zit pocet kandidatov na spravne riesSenie
a potom pre kazdé z nich overime, & splita to, ¢o sa od neho ocakéava. Cize sa budeme snazit zistit o ¢islach a, b,
¢, d, e najviac, ako je mozné.

Zacneme od a. Je to zvySok po deleni 2, ¢ize je to bud 0 alebo 1, no zaroven je to aj prva cifra ¢isla, teda je nutne
rovné 1. DalSie cifry sa v8ak tak jednozna¢ne uréit nedajt hned, preto ich musime sksat. Stale vsak moze existovat
medzi nimi istd zavislost. V nasom pripade plati, Ze ak vieme aky je zvySok po deleni 6 (e), tak vieme zvySok po
deleni 3 (b) — pri zvysku 0 resp. 3 je zvySok po deleni tromi 0 a podobne pre zvysky 1 a 4 je to 1, pre 2 a 5 je
to 2. Podobne, ak pozname poslednt cifru, vieme uréif zvysok po deleni 5 (d). Ked uz pozname d a e, tak vdaka
tomu, Ze tvoria posledné dve cifry nésho éisla, vieme uréit zvysok po deleni 4 (¢). Teda ak by sme postupne volili
vSetky mozné e, tak by sme jednoznacne vedeli doplnit b, d a ndsledne aj c.

Cifra e moze byt rovnd 1, 3 alebo 5, kedZe nase ¢islo je neparne (a = 1). Ostali ndm 3 moZné riesenia.

1. Pre e =1 vieme, Zze b= 1, d = 1 a z delitelnosti éislom 4 médme c = 3, teda dostdvame ¢islo 11311.
2. Pre e = 3 vieme, Ze b =0, d = 3 a ¢ = 1, teda dostavame ¢islo 10133.

3. Pre e =5 vieme, ze b= 2, d =0 a ¢ = 1, teda dostavame c¢islo 12105.

Je vSak este potrebné overif ¢i sedi zvySok po deleni 6 (pretoze ten sme nijako nezabezpedili). Ostatné zvysky
sme skon§truovali tak, Ze musia byt sprdvne. ZvySok po deleni 3 je zabezpeéeny zo zvySku po deleni 6. ZvySky po
deleni 5 a 4 sme zabezpecili volbou cifier (d) a (¢). Chvilku overujeme a dostdvame koneény vysledok, Ze jedinym
vyhovujicim je ¢islo 11311. A medzi indidnmi moze opit zavladnut mier. Howgh!

Komentar: Niektori rieSitelia nespravne predpokladali, ze cifry a,b,c,d, e s navzajom roézne. To vSak v zadani
nebolo. Dobra rada: nepredpokladajte ni¢, ¢o nie je v zadani. A ked je nie¢o nejasné, nebojte sa opytat veducich,
napr. mailom na kms@kms . sk.

Uloha é&. 4: Od samana sa Monty spolu so Sinetuom vybrali za miestnym geometrom Rysuetom. Ten mal v piesku
pred sebou vyznacené dva rozne body A a B. Snazil sa ndjst bod C tak, aby body A, B a C tvorili pravouhly
trojuholnik s pravym uhlom pri vrchole A. Mé k dispozicii kruzidlo, do ktorého vie nabrat vzdialenost medzi
Iubovolnymi dvoma bodmi a narysovat kruznicu s nabranym polomerom a zvolenym stredom. Niekde vSak stratil
svoje pravitko, a tak nevie rysovat rovné ciary. Pomozte mu néjst bod C len s pomocou jeho kruzidla a vasho
umu.

Riesenie: (opravovala Kata a Barca)

Prislo ndm vela roznych rieSeni. Mnohym z vés pri slovach pravouhly trojuholnik a kruZnica napadla Thalesova
kruznica, tak si ukdzeme postup, pri ktorom ju vyuzijeme.

Chceme, aby body B, C' tvorili priemer kruznice a aby bod A na nej lezal. Vtedy bude trojuholnik ABC' pravouhly
s pravym uhlom pri vrchole A. Ako na to?

Jediné dlzka, ktorti pozname, je dlzka strany AB. Spravme teda kruznice s polomerom |AB| z bodov A (k1) a B
(ko). Tieto kruznice sa ndm pretnd v dvoch bodoch, pracujme v8ak len s jednym a ten ozna¢me S ako stred nasej
Thalesovej kruznice.

Kedze |AB| = |AS| = |BS|, trojuholnik ABS je rovnostranny. Ak chceme, aby BC bol priemer kruZnice so stredom
S, musi platit |BS| = |CS| a body B, S, C musia lezat na jednej priamke, preto | CSB| = 180°. Rovnostranny
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trojuholnik mé uhly velkosti 60°, ak by sa ndm podarilo dostat tri takéto trojuholniky spravne vedla seba, ziskali
by sme priamy uhol. Podme teda narysovat dalSie rovnostranné trojuholniky. Polomer v kruzidle nechajme |AB].
Spravme kruznicu z bodu S (k3), jej prienik s k; rozny od bodu B nazvime D.

Teraz z bodu D narysujeme kruznicu k4, ktorej prienik s k3 st dva body, jeden je bod A a druhy — tadd —
bod, ktory lezi na priamke s bodmi S a B — nés bod C'. Vznikli ndm totiz tri rovnostranné trojuholniky a preto
|<CSD| = |4DSA| = |4 ASB| = 60°, ¢o znamena, ze |JCSB| = 180°.

Zaroveni |SC| = |SB| = |SA|, takze BC je naozaj priemer kruznice k3, na ktorej lezi aj bod A.

7 Thalesovej vety teda vieme, Ze uhol pri vrchole A je pravy. Rysueto mé po probléme!

Uloha ¢&. 5: Potom, ¢o Monty so Sinetuom pomohli Rysuetovi, vybrali sa pozriet kamaratku Parabollu. T4 prave
usila indidnsku deku skladajiicu sa z 24 malych Stvorcov (pozri Obr. 2). Niektoré z tychto Stvorcéekov chce vyfarbit
Specialnou indidnskou farbou. Miestny Saman ju vSak varoval: musi to urobit tak, aby nevznikla Ziadna trojica
vyfarbenych Stvorc¢ekov idicich za sebou v diagondlnom smere (pozri Obr. 3), inak by mohla privolat zlych duchov.
Kolko najviac stvorcéekov méze byt vyfarbenych?

I

Obr. 2 Obr. 3

RieSenie: (opravovala Plutvicka a Hago)

Predtym, nez zacneme vyfarbovat $pecidlnou indidnskou farbou, predstavme si, Ze ju mame vyfarbenu ako sa-
chovnicu (Obr. 4). O bielych polickach vieme povedat, Ze z hladiska vyfarbovania diagonédlnych trojic nestvisia
s C¢lernymi (pretoze Ziadne biele poli¢ko sa nenachédza v diagonalnej trojici s iernym), a naopak.

Obr. 4

Teraz podme vyfarbovat Specidlnou indidnskou farbou biele policka. Mame tu Styri trojice diagonélne susediacich
poli¢ok (smerom zlava-dole do prava-hore). V Ziadnej diagondlnej trojici nemozu byt vyfarbené vsetky 3 policka,
preto moézeme z kazdej trojice vyfarbit maximélne dve policka. Trojice su $tyri, takze méame vyfarbenych 2-4 = 8
policok.

To isté podme spravit pre ¢ierne policka. VSimnime si, ze tu mame opéf Styri trojice diagonélne susediacich poli¢ok
(len st otocené o 90°, takze idi smerom zlava-hore do prava-dole). Opit moZeme vyfarbit len 2 policka z kazdej
trojice, takze spolu mozeme z Giernych vyfarbit maximélne 2 - 4 = 8 polic¢ok.

Ukézali sme, Ze teoreticky vieme $pecialnou indidnskou farbou vyfarbif najviac 8 +8 = 16 poli¢ok. Este treba ndjst
konkrétne rieSenie, v ktorom overime, Ze to skutocne ide (vySrafované policka si vyfarbené $pecidlnou indidnskou
farbou). D4 sa to napriklad ako na Obr. 5 a 6.
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Uloha é&. 6: Po navsteve indidnskej osady sa Monty vratil spit do Oakvillu. Ihned si v§imol, Ze z miestnej banky
stipa kidol ¢ierneho dymu. Serif, ktory uz bol na mieste ¢inu, oboznamil Montyho s tym, Ze sa jedna o bankovt
Iipez. Banditi ukradli z trezoru dve vrecia so zlatymi tehlickami. V prvom vreci bolo a tehli¢iek a v druhom vreci
b tehliciek. Navyse si bankar, vasnivy poctar, zapamiéital, Ze ¢islo a + 11b je delitelné ¢islom 13, a ze ¢islo a + 13b je
delitelné ¢islom 11. Liipez ho vsak natolko zaskocila, ze zabudol na to, kolko tehli¢iek bolo v jednotlivych vreciach.
Zaujimalo by ho, aky najmensi lup si mohli banditi odniest. Pomézte mu a zistite, akii najmensiu hodnotu moéze
nadobtidat sticet a + b, ak viete, Ze ¢isla a a b sii kladné, celé a spliiajii vztah, ktory si zapamiital bankar.
Riesenie: (opravovala Lindtka)

Vieme, Ze 13 | a+ 11b a 11 | a + 13b, pricom a, b st kladné celé ¢isla. Vyuzime teraz to, Ze ak mame dve ¢isla,
ktoré st obe delitelné ¢islom k, tak aj ich sacéet bude delitelny éislom k. KedZze 13 | a 4+ 11b a zaroveni 13 | 13b, tak
13 | (a + 11b) + 13b. Obdobne plati, ze 11 | (a + 13b) + 11b. Uk4azali sme teda, ze 13 | a + 24b a 11 | a + 24b. Kedze
st ¢isla 11 a 13 nesidelitelné, tak nutne 13 - 11 = 143 | a + 24b. Z toho vyplyva, Ze a + 24b = 143k pre nejaké
kladné celé ¢islo k.

Pozrime sa na konkrétne pripady:

e Ak k =1, tak a 4+ 24b = 143. Vieme, Ze 143 : 24 = 5 zv. 23 a nas minimalny stcet a + b dosiahneme prave
vtedy, ked b = 5 (celd ¢ast) a a = 23 (zvySok po deleni). Ak by sme sa totiz rozhodli b zmensit o nejaké
muselo by a byt zdporné ¢islo, ¢o nie je mozné. Cize minimélny sicet a + b = 28.

e Co ak k > 2? Podobnym spoésobom najdeme a, b. Cize b bude celd ¢ast a a bude zvysok 143k po deleni 24.

k=2 a=22 b=11, a+b=22+11=33
k=3, a=21, b=17, a+b=21417=38
k=4, a=20, b=23, a+b=20+23=43
k=5 a=19, b=29, a+b=19+29=48

e Ak budeme k dalej zvysovat, bude sa aj b zvySovat. Pre hodnotu k = 5 ale mame b = 29, ¢ize samotné b je

vicsie ako nas zatial najmensi stadet a + b = 28.

Cize 28 je najmensia hodnota, ktort méze nadobtudat stcet a + b.

Uloha é&. 7: Serif nechal v okradnutej banke svojho zastupcu a vydal sa s Montym na prechadzku po meste. Toho
po chvili rozhovoru zaujal novy Serifov odznak. Na rozdiel od klasickych hviezdicovych odznakov mal tento odznak
tvar pétuholnika ABCDE. Navyse mal niekolko zaujimavych vlastnosti. Strany AB a EA mali rovnaka dlzku,
uhly pri vrcholoch B a E boli pravé a zvysné tri strany BC, CD a DE mali tie rovnaki dlzku (ale nie nutne
rovnaku ako strany AB a EA). Dokézte, ze pre odznak s takymito vlastnostami plati, Ze vzdialenost od vrchola A
k vrcholu B je rovnakd, ako vzdialenost od vrchola A k priese¢niku priamok BD a CE.

RieSenie: (opravoval Petrzlen a Hopko)

Oznacme si prienik BD a CFE ako X, a prienik AX a CD ako Y. VSimnime si najprv, Ze obrazok je symetricky
podla osi 4 BAFE (stadi si predstavit ako nakreslime takyto 5-uholnik: z A-¢ka kreslime 2 rovnaké tsecky symetricky
vzhladom na os, na ich koncoch sa oto¢ime o pravy uhol smerom k osi, a opit kreslime 2 rovnaké tsecky symetricky
vzhladom na os, a ich konce spojime). Teda X lezi na osi ¢ BAE a AY LCD.

Ako dokazeme, ze dve tisecky st rovnako dlhé? Jednou moznostou je ukézat, Ze tvoria rovnoramenny trojuholnik.
Preto nam staci ukazat, ze | ABX| = |JAXB].

Podme teda spocitat nejaké uhly pomocou |JABX]|. Zjavne |[SCBD| = 90° — |[<ABX]|. Trojuholnik BCD je
rovnoramenny, preto |[SCDB| = 90° — |SABX], teda aj |[JYDX| = 90° — |[SABX|. Kedze |<DY X| = 90°,
z trojuholnika DY X mame |4Y X D| = |4 ABX|. Nakoniec |[{Y XD| = |4AXB| a teda | ABX| = |[4AXB|.

Komentér: Viaceri z vas dokazovali, Ze A ma byt stred kruznice opisanej trojuholniku BEX (rozmyslite si, Ze to
staci), a to sa d4 pomerne jednoducho vyuzitim vety o tsekovom uhle.

Uloha é&. 8: Monty so Serifom isli do salénu na pivo. Pri vedlajsom stole si v§imli starého Harryho, ako hré sam
pexeso. Pexeso sa hra nasledovne. Harry najskér rozlozi na stol 2n kartic¢iek pexesa otodenych obrazkom dole.!
V kazdom tahu hra¢ postupne oto¢i dve karticky. Ak su rovnaké, zoberie si ich. Ak su rézne, otodi ich naspét.
Harry sa snazil pozbierat vSetky karticky na ¢o najmenej tahov. Kolko najmenej tahov potrebuje Harry, ktory mé&
mimo iného perfektnii pamét, na to, aby pozbieral vietky karticky, nech je pexeso na zaciatku rozlozené akokolvek?

RieSenie: (opravovala Basa a Miso)

Harry vie urcite skonéit na 2n fahov, ked si najprv vSetky karticky na n fahov objavi a potom si ich na n tahov
pozbiera. NavySe, po n — 1 objavovacich fahoch mu ostali posledné 2 neobjavené karticky. Bud st par, alebo péar
ku kaZdej z nich uz Harry videl. Kazdopddne mu sta¢i o jeden tah menej. ESte ndm treba ukdzat, Ze existuje také
rozloZenie karticiek, Zze by 2n — 1 tahov naozaj potreboval.

Harry moze hrat akokolvek dobre, nikdy nevie, ¢o sa ukryva pod eSte neodkrytou kartickou. Mohlo by sa stat, Ze
by prvym tahom objavil 2 nové karticky a v kazdom dalSom tahu by objavil najprv jednu novu karticku, a jednu,

INa kazdom pexese je prave jeden obrazok. Obréazkov je n a kazdy z nich je prave na dvoch pexeséach.
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ktorej par uz niekde videl. Takto by mal stdle 2 nacaté pary a aspornl jeden nenacdaty, kym by nespravil n — 1 fahov
(aj s prvym tahom). Potom uz Ziadne nenacaté pary nemd, takze ked oto¢i hociktori eSte neoto¢ent karticku, vie
kde je jej par. Na pozbieranie spotrebuje dalsich n fahov, teda dokopy 2n — 1.

Ukézali sme, ze 2n — 1 fahov Harrymu vzdy staci a tieZ, Ze by mu menej staéif nemuselo. Najmenej fahov, ktoré
Harrymu staci, nech by bolo pexeso rozlozené akokolvek, je preto 2n — 1.

Uloha é&. 9: Zo saléna sa Monty so Serifom vydali spét do nedavno vykradnutej banky. Tam prave Serifov zastupca
za pomoci bankédra dokreslil skicu tvdre jedného z banditov podielajiiceho sa na krddezi. Monty z obrazku ihned
rozpoznal Krivozubého Tonyho, $éfa bandy Drzohubych. Bola to uz ich tretia lipez za posledny mesiac, a tak sa
Monty rozhodol, Ze skiisi tychto nebezpecnych krimindlnikov dostat za mreZe. Ihned sa vybral do miestnych stajni
po svojho koria. Tam si vsimol zaujimavii hru jedného z kovbojov. Na velkej kruhovej ohrade mal vyznacené tri
rézne body A, B a C. Dnu do ohrady si na zem nakreslil bod X. Priesecniky priamok BX a CX s ohradou rézne
od B a C si oznacil postupne K a L. Priesecniky priamky LK s priamkami AB a C A si oznadil postupne E a F.
Nakoniec si zistil, ¢i sa kruznice opisané trojuholnikom AFK a AEL dotykaju. Ak sa dotykali, tak miesto, kde
lezal bod X, vyfarbil ¢ervenou farbou. Potom zmazal vSetky body okrem bodov A, B a C, zvolil si novy vnutorny
bod ohrady a pustil sa do hry znova. Monty sa zamyslel nad tym, ktoré body vnutra ohrady by boli vyfarbené na
derveno, ak by si kovboj za bod X postupne zvolil vSetky vniitorné body ohrady. Pomézte Montymu zodpovedat
jeho otazku.

Riesenie: (opravoval Ondro a Vodka)
Na zaciatok si nakreslime obrazok. Budeme ratat uhly a oznacime si Standardne | BAC| = a.

Obr. 7

Kedy sa dve kruznice dotykaji v bode A? Napriklad prave vtedy, ked vieme bodom A viest spoloént doty¢nicu
k obom kruzniciam. No ked P je prieseénik tej dotycénice s KL, tak z tsekovych uhlov plati: | ELA| = |[JEAP|
a|[JFKA| = |4FAP|, spolu [SELA|+|dFKA| = a. A je jasné, Ze to plati aj naopak: ak | ELA|+ |<FKA| = «,
tak vieme najst taky bod P, aby sa uhly rovnali a AP bola spolo¢né doty¢nica.

Vztah |SELA| + |4 FKA| = « je z trojuholnika AKL ekvivalentny s |J K AL| = 180° — « a z toho | KBL| = a.
Vieme, 7e |4 BLC| = « (obvodové uhly). Preto z trojuholnika LX B mame |[{BXL| = 180° — o — «, odkial
|<BXC| = 2a. Takze podmienka o velkosti uhla K AL je ekvivalentnd s |<BXC| = 2a.

KedZe vsetky Gvahy sme robili oboma smermi, vidno, Ze tie kruZnice sa dotykaji prave vtedy, ked | BXC| = 2,
to znamend, ze X lezi na kruznici opisanej BSC, kde S je stred opisanej kruznice ABC.

To sme rozobrali jeden pripad. MoZe sa vSak staf, Ze oba body K, L lezia na obliku AB (resp. AC). Situécia vyzera
trochu inak. No opéf tym istym postupom (doty¢nica a tisekové uhly) dostaneme, Ze sa dotykaju préve vtedy, ked
|[SELA| + |[SFKA| =180° — a < |[SKAL| = |KBL| = a. A uZ rovnako dokonéime, zZe je to vtedy, ked X je na
kruznici opisanej BSC.
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Mobzeme si v8imnut, Ze tieto vysledky neddvaji zmysel pre tupouhlé trojuholniky, lebo by |[<BXC| > 180°. Preto
je tu eSte jedna moznost, a to ze X (a teda aj K, L) lez v opac¢nej polrovine k BC' ako bod A. To sa vSak opit
vyriesi rovnako cez doty¢nicu. Dotykaji sa prave vtedy, ked | KAL| = |[SFFEA|+|JXEFA| = 180° — a. No teraz aj
|<BLC| = 180° — . Preto nam vyjde, Ze je to prave vtedy, ked |4 BXC| = 360° — 2a. Toto sa zase nikdy nestane
pre ostrouhlé trojuholniky. A pre tupouhlé su to zasa body na kruZnici opisanej BSC.

Aké pripady ndm este ostali? Uz len jeden a to taky, ze a = 90°. Vtedy to vyjde usecka BC (mnozina bodov, kde
|<BXC| = 180°). No zrejme nemé zmysel sa bavit o bodoch na tejto usecke, lebo potom = L, F = K. A tie
kruznice, ¢o sa maju dotykat, potom nie st jasne zadané. No je jasné, Ze ziaden iny bod nemoze byt zafarbeny.
Zéver je, ze zafarbené st body na kruznici (teda na obliku vnutri kruznice opisanej ABC') opisanej BSC, okrem
bodov B, C. A pre pravouhly trojuholnik (s pravym uhlom pri A), nie je zafarbené nic.

Uloha ¢&.10: Pred odchodom sa este Monty zastavil v svojej chatréi na kraji mesta, aby si zbalil veci na cestu.
Nasiel skoro vSetko ¢o potreboval, no nenasiel Ziadny zo svojich obliibenych polynémov. Pre kazdy z Montyho
oblitbenych polynémov p(x) = ag + a1z + - - - + a,x™ plati, Ze koeficient a,, je nenulovy a n je aspoii jedna. Dalej
plati, Ze vSetky koeficienty ag, a1, ...,a, si racionélne é&isla, a Ze p(v/2 +/3) = 0. Posledné, ¢o vieme o polynéme
p(z) je to, Ze je najmensieho mozného stupia (t.j. n je najmensie mozné). Néjdite aspoii jeden Montyho obliitbeny
polyném. Nezabudnite dokazat, Ze je najmensieho mozného stupiia.

Riesenie: (opravoval Cvrki)

Na zaciatok si dokazme jedno uzitocné tvrdenie. Tvrdime, Ze rovnica

aV2+ b3+ V6 = d, (1)
kde a,b,c,d € Q, mé jediné rieSenie a =b=c=d = 0.

Podme si to dokdzat. Na zaciatok si predelme celtl rovnicu (1) éislom a (tu predpokladdme, ze a # 0). Ked este
spravime substitticiu e = b/a, f =c¢/a a g = d/a, tak dostaneme rovnicu

\/§+e\/§+f\/6:g, (2)

kde e, f,g € Q (¢isla a, b, ¢, d su raciondlne, a teda aj ¢isla e, f, g st raciondlne). Odéitajme od oboch stran
vyraz f1/6 a trosku upravme obe strany:

V2+eV3=g—fV6
(V2 +eV3)? = (g - fV6)?
2+ 2eV6 + 3¢? = g2 — 296 + 62

Poslednt rovnicu mozeme upravit na tvar 2(e + gf)v/6 = g% + 6% — 3¢? — 2. Ak by sme mohli rovnicu predelit
virazom 2(e+ gf), tak by sme nalavo dostali /6 a napravo nejaké racionélne ¢islo. To je zjavne spor, Gize virazom
2(e + gf) nemdzeme delit (a teda musi byt nula). Z toho dostavame, Ze e + ¢gf = 0. Rovnicu (2) moZeme upravit
podobnym spésobom ak od oboch stran odéitame vyraz ev/3. Obdobny postup nas dovedie k tomu, ze 2f 4+ ge = 0
(vyskusajte si to). Nakoniec mozeme od oboch stran (2) odéitat /2. Takto dospejeme k podmienke 3ef + g = 0.
Dostali sme tri pekné rovnice e + gf = 0, 2f + ge = 0 a 3ef + g = 0. Tie maju spliat racionalne é&isla e, f a g.
Lahko sa presved¢ime (sktste sa presvedéit sami ;)), Ze jedind vyhovujica trojica je e = f = g = 0. Jediné mozné
rieSenie rovnice (2) je teda (e, f,g) = (0,0,0), to vSak zjavne nevyhovuje. To znamend, Ze a sa nutne rovna nule
(v opa¢nom pripade nemé rovnica (2), a teda ani rovnica (1) rieSenie).

Vieme teda, 7e a = 0. Rovnica (1) sa ndm zmeni na rovnicu by/3 + ¢v/6 = d. No jedind trojica racionalnych ¢isel
spliiajiica tito rovnicu je nulova trojica (skuste si to dokdzat sami, sta¢i sa ingpirovat predoslou ¢astou riesenia :)).
Spolo¢nymi silami sme teda ukézali platnost tvrdenia na zac¢iatku rieSenia. Toto tvrdenie budeme volat (1) a teraz
ho velakrat vyuzijeme.

Postupne ukdZzeme, Ze stupne Montyho obltibeného polynému nemozu byt 1, 2 ani 3. Nezabtidajme, Ze p(\/i—i— \/3) =
0, a ze veduci koeficient musi byt nenulovy:

o Ak p(z) = ax + b, tak p(v/2 +V3) = av/2 + a3 + b = 0. Z tvrdenia (1) vyplyva, ze a = b = 0, ¢o je spor
s nenulovostou a.
o Ak p(z) = ax? + bz + ¢, tak p(vV2+3) =5a+2avV6+bV/2+bV3+¢c=0.Z (1) dostaneme a = 0, ¢o je spor.

o Ak p(2) = az® + ba? + cx + d, tak p(v/2 + V3) = 11av/2 + 9av/3 + 5b + 2bv/6 + cvV/2 + ¢vV/3 +d = 0. Z (1)
dostaneme ¢ + 11la = ¢ + 13a = 0, z ¢oho mame a = 0 a opit spor.

Uz teda vieme, ze stupent Montyho oblibeného polynému je aspoii $tyri. Tak ho skisme pre tu Stvorku néajst.
Zjednodusme si Zivot a predpokladajme, 7e vedici koeficient je jedna. Mame teda p(z) = x* + ax® + bx? + cx + d.
Po chvilke umoctiovania zistime, Ze p(x/i—i— \/i) = 20v/6+49+11av249av3+5b+2bv/6+cvV2+cv/3+d = 0. Bud
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mozeme chvilu rozmyslat a vymysliet ako napasovat koeficienty, tak aby sme naozaj dostali nulu, alebo mézeme opét
pouzif tvrdenie (1). To ndm povie, Ze p(v/2++/3) = 0 prave vtedy, ked 20+2b = 1la+c = 13a+c = 4945b+d = 0.
Z toho uz lahko dopoéitame, ze a = ¢ = 0, b = —10 a d = 1. Nagli sme teda vyhovujici polyném p(z) = 2* — 1022 +1
a zaroven sme ukazali, ze vyhovujtci polyném nizsieho stupna neexistuje.

Podarilo sa nam teda najst jeden Montyho obltibeny polyném p(z) = 2* — 1022 + 1 a sme hotovi :)

Komentar: Niektori z véas v rieSeniach bud ml¢ky predpokladali platnost tvrdenia (1) alebo ho prehlasili za zrejmé.
To vSak nie je moc dobré. Ak totiz chcete nejaké tvrdenie v rieSeni nedokazovat, tak by malo byt bud trividlne (to
mé mat dokaz priblizne na riadok a nie na stranu), alebo dobre zname (napr. veta o obvodovom uhle) alebo treba
do rieSenia napisat odkaz na literatiiru/web stranku, kde je toto tvrdenie dokdzané. Do budicna na to myslite ;)

Vysledkova listina

kategoria BETA

Por. | Meno Roé Skola k |4][5]6]7]8 10 s [ Y
1. Bialas Filip 1. GOp Praha 21919191919 45 | 45
1. Mislanova Kristina 2. GAlej KE 4191919199 45 | 45
1. Semanisinova Zaneta 2. GAlej KE 419191919109 45 | 45
1. Svarc Radovan 3. Ceska Tiebova | 6 9191919 9 45 | 45
5. Frankovska Zuzana 2. Gamca BA 318(9|19|9]|7 42 | 42
5. Krajciova Katarina 3. GAlej KE 7 8191719 42 | 42
5. Michelové Henrieta 2. GAlej KE 4 1919|978 42 | 42
5. Oravkin Eduard 2. 1SG BA 4 191918719 42 | 42
5. Sladecek Michal 2. GVar ZA 319/9|6[]9]09 42 | 42
5. Sucikova Katarina 2. BMA, Essex 319/9|6[19]09 42 | 42
5. Tédova Lucia 2. GPar NR 4 1919|6199 42 | 42
12. | Stkenik Peter 2. GVar ZA 3(18[9/9]61|9 41 | 41
13. | Bodik Juro 2. Gamca BA 4 (819|197 |7 40 | 40
13. | Liu Zhen Ning David 3. GJH BA 9 91919 7 40 | 40
13. | Sklenka Marek 2. BiG Sucany 2161919818 40 | 40
16. | Bohdal Ondrej 3. GJH BA 7 916|919 5 38 | 38
16. | Hanzely Slavomir 2. GAP SB 4 | 7]19]16]71]9 38 | 38
16. | Mol¢an Samuel 2. GJAR PO 3 (189|678 38 | 38
19. | Darmovzal Ondiej 3. Brno CR 3 61993 9 36 | 36
19. | Halabrin Juraj 2. GJH BA 4 1919|9163 36 | 36
19. | Hronkovicova Nina 3. GKom PE 5 9191919 36 | 36
19. | Kulla Filip 2. BiG Sucany 4 |59 |7]8|7 36 | 36
19. | Mojzisovéa Karolina 4. Gamca BA 7 9191919 36 | 36
24. | Krakovskd Ema 3. Gamca BA 5 919|719 35| 35
24. | Petras Peter Pavel Arthur 2. SPMNDGBA | 4 |[6]9[4][7]9 35| 35
24. | Psota Miroslav 4. GHlin ZA 10 91913 7 35| 35
27. | Holly Dominik 3. SPMNDGBA | 4 [7]9]9[8]1 34 | 34
27. | Chabanova Barbora 2. GJGT BB 4 | 8|5|6|8]|7 34 | 34
27. | Choma Matej 2. Gamca BA 4 18193 |7|7 34 | 34
27. | Kralik Matej 3. GJH BA 7 915919 2 34 | 34
27. | Pie$ Adrian 4. SPMNDG BA | 6 9191917 34 | 34
27. | Ralbovsky Peter 2. SPMNDG BA | 4 915917 4 34 | 34
27. | Stano Roman 3. GPos KE 3191719 9 34 | 34
34. | Horvath Samuel 4. GPar NR 9 91919 6 33 | 33
34. | Kluvanec Roman 3. GPar NR 5 9171918 33 | 33
34. | Krasula Dominik 1. 77 1 /8|98 ]0|38 33 | 33
34. | Simkova Ludmila 4. GPar NR 11 91919 33 | 33
34. Trencanska Tereza 2. Gamca BA 316199 |1)|8 33 | 33
39. | Bui Truc Lam Michal 3. Gamca BA 9 919 |7 32 | 32
39. | Dracek Frantisek 3. GSkol PB 6 919|019 5 32 | 32
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Por. | Meno Roé Skola k |4][5]6][7]8 10 s [ Y
39. | Koncek Marian 3 Gl.maj MA | 5 9 7]9]7 32 | 32 |
39. | Puza Marko 4. GPos KE 9 9|7 7 32 | 32
43. | Dujava Matej 3. SPSE Presov | 3 | 9 |9 716 31 | 31
43. | Kojda Jakub 2. SPMNDGBA | 4 [9|4]7]8]3 31| 31
43. | Kopfova Lenka -1. G Slez CR -1 1819 915 31| 31
43. | Ondu$ Daniel 2. GAlej KE 31719573 31| 31
43. | Szalay Erik 4. SPMNDG BA | 6 916|719 31| 31
43. Tesar Emanuel 2. GBST LC 4 81912193 31 | 31
49. | Kopf Daniel 2. G Slez CR 4 191912713 30 | 30
49. | Lipovsky Mario 4. GJH BA 8 91919 3 30 | 30
49. | Murin Marek 2. GJH BA 4 |8|4|5|71|6 30 | 30
49. | NepSinska Silvia 3. GJH BA 6 917191 4 30 | 30
49. | Pavlus Mats 2. GBST LC 4 519 719 30 | 30
49. | Svoboda Jakub 4. G Hav CR 6 71919 5 30 | 30
55. | Kudeldikova Martina 2. GVO ZA 4 (814|377 29 | 29
55. | Kurimsky Jan 2. GsvMo 4 1919 8|3 29 | 29
55. Santrova Michaela 3. GMH Trstena | 7 9121919 29 | 29
55. Steinhauserovd Anna, 4. G Dacice 5 916019 5 29 | 29
59. Murin Martin 3. GJH BA 6 46|87 3 28 | 28
59. | Zidek Matéj 2. Frydlant CR 4191919 28 | 28
61. | Bacinska Irena 4. SPMNDG BA | 7 91919 27 | 27
61. | Kovacova Barbora 4. SPMNDG BA | 7 919 9 27 | 27
61. Presinska Kristina 3. GPar NR 6 5| 71817 27 | 27
64. | Tomasec Samuel 4. GVar ZA 8 919|198 26 | 26
65. | Kral Adam 2. GVar ZA 2 51419116 25 | 25
65. | Madro Oskar 2. SPMNDGBA | 2 [9[4|2]|7]|3 25 | 25
67. | Dargaj Jakub 4. GPos KE 7 21919 4 24 | 24
67. | Krakovska Hana 4. Gamca BA 8 9|77 24 | 24
67. | Pistdk Daniel 2. GChD Praha | 2 | 6 | 8 | 2 8 24 | 24
70. | Batmendijn Eduard 3. CGsvM SL 10 9 9 5 23 | 23
70. | Burian Benjamin 4. SPMNDGBA | 4 |6 |2|5[6]4 23 | 23
70. | Zenc¢uchova Andrea 3. GJAR PO 4 415|716 1 23 | 23
73. | Kovacova Maéria 3. GsvCM NR 4 | 8|52 7 22 | 22
73. | Suchy Daniel 3. Gamca BA 31511219 6 22 | 22
75. | Balazova Michaela 4. G Béanovce 5 911]11]9 20 | 20
75. | Pecko Marcel 2. GBST LC 4 1613 8|3 20 | 20
77. | Hrivova Ivona 4. GVO ZA 10 61913 19 | 19
77. | Magyarova Zuzana 4. GBST LC 9 2193 5 19 | 19
77. | Matejovicova Tatiana 4. GJH BA 10 51717 19 | 19
80. | Fabsikova Nina 2. 1SG BA 4 | 81|64 18 | 18
81. Kassa Ladislav 2. G Samorin 4 169 0|1 16 | 16
81. | Kobak Michal 4. Gamdca BA 7 719 16 | 16
81. | Kosco Marek 4. GVar ZA 6 4 715 16 | 16
81. Stefkovié¢ Jan 4. G Banovce 5 9 7 16 | 16
85. | Gasparek Miroslav 4. SG ZA 4 19132 1 15| 15
85. | Krajmerova Barbora 2. G Surany 31913 3 15 | 15
87. | Knaze Adam 3. GJCh BR 6 4 911 14 | 14
87. | Stankovi¢ Miroslav 4. GPos KE 13 7 14 | 14
89. | Camara Anna 3. GMet BA 31614 3 13 | 13
90. | Polovka Maros 4. GKuk PP 5 9|3 12 | 12
91. | Abaffyova Adela 4. G Tvrdosin 4 9 919
91. | Kuchar Martin 4. G Samorin 4 19 9 9
93. | Vanco Simon 2. GsvM PO 2 15 3 8 8
94. | Izdinska Dominika 4. GJH BA 6 6 6 6
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kategoria ALFA

Por. | Meno Roé Skola k[1|2|3|4|5|6|7 s | >
1. Kopfova Lenka -1. G Slez CR -1191919(8|9 9 45 | 45
1. Steinhauser Vaclav 0. G Dacice 019(9/9/9]9]9]0 45 | 45
3. Pokryvka Milan 1. G Banovce 1181919199 44 | 44
4. Gendi Jakub 1. GPos KE 1191919719 43 | 43
5. Kubala Milan 2. GJGT BB 2 915|719 9 39 | 39
6. Hornakova Kristina 1. GPar NR 11919974 38 | 38
7. Ondus$ Daniel 2. GAlej KE 3 917|915 |7 37 | 37
8. Bialas Filip 1. GOp Praha 2 9191919 36 | 36
9. Frankovska Zuzana 2. Gamca BA 3 8191919 35 | 35
9. Zeman Matas 2. 1SG BA 2 91919117 35 | 35
11. | Stano Roman 3. GPos KE 3 9191719 34 | 34
12. | Sladecek Michal 2. GVar ZA 3 919|619 33 | 33
12. | Sucikova Katarina 2. BMA, Essex 3 9 919|619 33 | 33
14. | Sklenka Marek 2. BiG Sucany 2 61998 32 | 32
14. | Sukenik Peter 2. GVar ZA 3 819|916 32 | 32
16. | Lihotsky Samuel 2. 1SG BA 2 919|8|4 30 | 30
16. | Mol¢an Samuel 2. GJAR PO 3 8191167 30 | 30
18. | Pav¢ik Richard 2. GJGT BB 2 7197|115 29 | 29
18. | Sajanek Adrian 1. GCSL BA 114|945 |4]1 |7 29 | 29
20. | Danis David 1. GCSL BA 1 9 614|117 27 | 27
21. | Dujava Matej 3. SPSE Presov | 3 919 7 25 | 25
21. | Krasula Dominik 1. 777 1 819|810 25 | 25
21. | Trencanské Tereza 2. Gamca BA 3 61991 25 | 25
24. | Darmovzal Ondfej 3. Brno CR 3 6199 24 | 24
24. | Kollarova Sara 1. GJGT BB 1194 7|4 0 24 | 24
24. | Véelkova Veronika 3. GPOH DK 3 9191412 24 | 24
27. | Jankovich Juraj 1. GJGT BB 119|12|7]|1|4 23 | 23
27. | Martinka Matej 2. SSsvFA 2 9 915 23 | 23
29. | Madro Oskar 2. SPMNDG BA | 2 9141217 22 | 22
29. | Majtan Martin 1. GPdC PN 11114719 1 22 | 22
31. | Krajmerova Barbora 2. G Surany 3 91913 21 | 21
31. | Luptdkova Sara 1. GsvFA ZA 11953 4 21 | 21
33. | Hreuzek Jan 1. GCSL BA 1 91416 0 19 | 19
33. Kral Adam 2. GVar ZA 2 514191 19 | 19
33. | Skrlec Adam 2. GJH BA 3 715134 19 | 19
36. | Kol Daniel 1. GPos KE 119 117 17 | 17
37. | Camara Anna 3. GMet BA 3 6|6 |4 16 | 16
37. | Halamova Lucia 1. BiG Sucany 119|7(3|8|4 16 | 16
37. Pistak Daniel 2. GChD Praha | 2 6|82 16 | 16
37. | Suchy Daniel 3. Gamca BA 3 51219 16 | 16
37. | Szabo Michal 2. GAM TT 3 912|411 16 | 16
42. | Vanco Simon 2. GsvM PO 2 91115 15 | 15
43. | Escherova Eva 2. G Banovce 2 9|4 13 | 13
44. | Roch Oliver 3. G Bytca 3 51314 12 | 12
45. | Batrna Jozef 3. G Bytca 3 6|4 10 | 10
46. | Michalek Tomas 3. G Bytca 3 6 0 6 6
47. | Podstavek Daniel 1. 1SG BA 1 411 5 5
48. Kocan Kristian 2. SPSE Presov | 2 4 4 4
49. | Stra Tomas 2. 1SG BA 2 0 0
49. | Simova Maria 1. EGMT 1 0 0




