DO

Vzorové rieSenia 3. série zimnej ¢asti KMS 2015/2016

Uloha &.1: Ajka sa cez prestavku nudila, tak si nakreslila rovnobeinik ABCD. Spravila os uhla DAB a jej
priesecnik s priamkou BC oznacila X. Potom spravila rovnobezku so stranou AB prechddzajicu bodom X a jej
prieseénik s priamkou AD oznacila Y. Dokdzte, Ze os uhla ABC prechddza bodom Y .
Riesenie: (opravoval Mojo)

Rovnobeznik mé dva protilahlé uhly zhodné. Oznaéme si ten pri

vrchole A ako « a ten pri vrchole B ako 8. Ked'ze sti¢et vnutornych D
uhlov stvoruholnika je 360°, tak 2|«| 4 2|5| = 360°. Potom vsak aj
o+ 5 = 180°.

Pozrime sa teraz blizS§ie na trojuholnik ABX. Kedze AX je os
uhla «, tak [ XAD| = a/2. A teda velkost uhla AX B spocitame
ako 180° — |a|/2 — |B] = |a|/2. Ked'ze uhly pri vrcholoch A a X
st zhodné, tak trojuholnik ABX je rovnoramenny, a teda plati
|AB| = |BX|.

Analogicky mozeme postupovat pri trojuholniku AXY. Staéf si
uvedomit, Ze kvoli rovnobeznosti AB a XY musi byt aj uhol pri
vrchole Y rovny 8 (rozmyslite si preco).

A teda plati, ze stvoruholnik ABXY je rovnobeznik (lebo AB je
rovnobezné s XY a zdrovenn BX je rovnobezné s AY) a zéroven
mé vSetky strany rovnaké. Tym padom je kosostvorec.

Priese¢nik jeho uhlopriecok si oznaéme Z. O kosostvorci vieme, Ze jeho uhlopriecky zvieraji pravy uhol. Ked si
teraz porovname trojuholniky ABZ a BX Z, tak zistime, ze v kazdom je jeden uhol pravy a druhy rovny |a|/2. To
vsak znamend, ze aj tret{ uhol musia mat rovnaky, a teda |[JABY|= |[SABZ| = |4XBZ| = |4XBY|.

Tym sme ukdzali, ze uhlopriecka BY je osou uhla < ABX a tym pddom aj uhla Y ABC.

ﬂlo/ha €. 2: Miro nasiel v pivnici 4 debnicky, v ktorgch bolo spolu 24 jabl/k, Tordi, Ze mu stacéi zjest najviac 12
jablk tak, aby aspori v troch debnickdch ostalo rovnako vela jablk. Rozhodnite, ¢i md Miro pravdu, ak

a) mniektoré debnicky mohli byt na zaciatku prdzdne,

b) v kazdej debnicke bolo na zaciatku aspor jedno jablko.

Riesenie: (opravovali Hanka a Palo)

Uloha sa dala riesit roznymi sposobmi, jeden ponikame tu, iny zase mozes néjst vo videovzordku. Miro tvrdil, Ze
nech st jablké porozmiestiiované v debnickéach hocijako, vidy mu staci zjest najviac 12 jabfk tak, aby mal po jedeni
v 3 debni¢k4ch rovnako vela. Pod'me sa na to pozrief. Na zagiatok si spravime poriadok. Zoradime si poéty jabfk v
debnickach od najmensieho po najvacsie a oznacime si ich a, b, ¢, d. Vieme, ze a < b<c<daa+b+c+d=24.
Ak chceme dosiahnut 3 debni¢ky s rovnakym poétom jabik, rychlo si uvedomime, ze:

e Neoplati sa nam jest zo vitkych styroch debniciek. Totiz ak zjeme z kazdej debnicky jedno jablko, je to to
isté ako keby sme nezjedli nic.

e Ak si vyberieme tri »ujedacie debnicky, tak sa na dosiahnutie rovnakych poctov neoplati ujedat z tej s
najmensim poctom jablk.

e Staci sa sﬁstrediti na trojice (a,b,c) a (b, c,d). Ak vieme zjest z (a, c,d) najviac 12 jablk tak, aby v nich bolo
rovnako vela jablk, tak to vieme aj s trojicou (a, b, ¢).

. Ab}/f sme v trojici (a, b, c) dosiahli v kazdej debnicke rovnaky pocet, musime zjest najmenej (b — a) + (¢ — a)
jablk.
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e Aby sme to isté dosiahli v trojici (b, ¢, d), musime zjest (¢ — b) + (d — b) jabik.
Méme uz dost dobru intuiciu o priklade, pustme sa do samotného riesenia.

a) Ak sme mali povolené aj prazdne debnicky, nebolo tazké prekuknif Mirovu loz a najst také rozmiestnenie,
kde ndm zjedenie 12 jabik nestacilo. Staéilo si uvedomit, Ze viac ako 1 prazdna debnicka nam v hladani
kontraprikladu nepoméze (4 prazdne byt nemohli, pri 3 prazdnych sme nemuseli zjest ni¢, pri 2 prazdnych
muselo byt v jednej z debniciek najviac 12 jabl/k7 ktoré potom stacilo zjest). Ak sme mali jednu prazdnu,
bolo jasné, ze druhd najmensia nemoze mat velmi vela jablk, lebo potom by boli medzi b, ¢, d malé rozdiely.
Pre b = 2 uz vieme ndjst protipriklad, poéty jablk v debni¢iek budd napriklad 0, 2, 11, 11. Iny protipriklad
funguje pre b = 3: 0, 3, 10, 11. Vidime, ze Miro pravdu v tomto pripade nemal.

b) Ak mé Miro pravdu, tak pre lubovolné rozmiestnenie jabik musf uréite platit, ze bud (b — a) + (¢ — a) < 12
alebo (¢ — b) + (d — b) < 12. Po pdr pokusoch sa zd4, Ze to pojde vidy. Treba to viak poriadne dokdzaf.
Pod'me na to sporom. Skiisme néjst rozmiestnenie, kde by sme museli ujest aspoii 13 jabik z trojice {a, b, d}
a aj z trojice (b, ¢, d). To znamend, 7e b+c—2a > 13 a c+d— 2b > 13. Vdaka tomu, Ze Ziadna nadoba nie je
prézdna, plati 1 < a a teda b+c > 15, z ¢oho vyplyva, Ze a+b-+c > 16. Z toho sa da vidiet, Ze v najpocetnejsej
debnicke d moze byt najviac 8 jabl/k7 lebo vsetkych je 24. Vd'aka tomu, Ze b + ¢ > 15 vieme, Ze uréite musi
byt ¢ > 7 (nie je fazké rozmysliet si preco). Takze 7 < ¢ < d < 8. Z toho je jasné, Ze v krabiciach a, b musi
byt dokopy aspoii 8 jablk a teda vicsie b, je aspoii 4. Preto (c=b)+(d—b)=c+d—2b<8+8—-2-4=28.
To je viak v spore s nasim predpokladom, Ze ¢ + d — 2b > 13. S polutovanim musime konstatovat, ze Miro
ma v tomto pripade pravdu.

Uloha ¢. 3: Hago sa hrd nasledujicu hru. Na zaciatku si vyberie dve rézne kladné celé ¢isla. Zisti najvicsi spoloény
delitel’ tijchto éz’seﬂ a prirdta ho k mensiemu. Dostane tak novi dvojicu ¢isel a pre 1iu tento krok opdt zopakuje.
Takto pokracuje, aZ kijm nedostane dve rovnaké ¢isla. Erxistuje dvojica ¢isel, pre ktori by sa Hago mohol hrat stdle,
t.j. dvojica, pre ktori sa nikdy nedostane k dvojici rovnakijch éisel?

Riesenie: (opravoval Lubo)

Méme dve rozne &fsla, pricom viésie z nich si oznaéime a a mensie b. Najvicsieho spoloéného delitela dvoch &isel
si oznacime ako D, teda NSD(a,b) = D.

Vieme, ze D dvoch Tubovolnych &isel je vidy aspoit 1. Ak by sme k mensiemu b vidy pripoéitavali jednotku, tak
by sme sa k ¢islu a urcite dostali. Ak by sme pripocitavali k b aj vicsie ¢isla ako jednotku, urcite by sme sa k a
dostali za menej krokov. Problém by viak mohol nastat, ak by sme pripoéitali také &fslo, Ze novovzniknuté &fslo
b+ D by bolo vicsie ako a. Dalej by sme museli pripocitavat k a a takto by sme si mohli vii¢sie a mensie &isla
vymienat mozno aj donekoneéna. Skisme si teda ukdzat, Ze takato dvojica neexistuje.

Cislo a si mézeme napisat ako k- D, rovnako &slo b vieme napisaf ako [ - D. Na zaciatku sme si povedali, ze a > b.
Z toho vyplyva, Ze k > [. Snazime sa ukdzat, Zze a > b+ D. Vieme to prepisat ako k- D >1- D + D. Pontka sa to
vydelit D. Po vydeleni dostdvame k > [ + 1, éo plati, lebo k > .

Ukéazali sme, ze naozaj neexistuje taka dvojica ¢isel, kde novovzniknuté ¢islo b + D je vécsie ako a. Tym padom
vieme zdrovenn povedat, Ze neexistuje ani dvojica, s ktorou sa Hago bude vedief hraf donekoneéna. Mensie &fslo
sa k vicsiemu bude po kazdom pripoéitani ich najviésicho spoloéného delitela priblizovat aspoii o jeden a pritom
nikdy neprevysi vii¢sie. Za najviac a — b krokov sa teda urcite dostane do stavu, Ze obidve &fsla budi rovnako velké.

Uloha &.4: Risa geometrie md krutého krdla, ktory nechce JoZa pustit prec. JoZovi neostdva ni¢ iné, ako sa
krdalovi postavit. Dopocul sa, Ze krdlom je stvoruholnik K RAL, ale zislo by sa mu vediet o krdlovi viac. Nastastie
nasiel nasledovni hddanku, z ktorej vytusil, Ze krdl’ bude asi rovnobeznik. V hddanke je dany §tvoruholnik EFGH
s priesecnikom uhlopriecok S. Body K, R, A, L st postupne taZiskami trojuholnikov EFS, FGS, GHS, HES.
Dokdazte, ze KRAL je rovnobeznik.

Riesenie: (opravovali Hopko a Dominik)

Ako to uz s geometriami byva, v prvom kroku je vhodné si nakreslit obrazok. Body K, R, A, L su faziska
trojuholnikov EFS, FGS, GHS, HES. Ak by sme mali v obrazku vietky faznice tychto trojuholnikov, bolo by
to dost neprehladné. Otézkou je, ako tieto taziskd ,uchopit®, aby sme mali obrézok stale prehladny. Dalej by sme
si tiez mohli ,uchopit“ fazisko v kazdom trojuholniku rovnakym sposobom, aby ndm tam ostala nejakd symetria.
Okrem toho by bolo dobré, ak by sme rovnakym spoésobom vyuzili vsetky body E, F, G, H (napriklad ak v
trojuholniku EF'S pouzijeme faznicu z vrcholu E, tak by sme cheeli rovnakym spésobom vyuzit aj taznicu z bodu
F). Tu sa ndm niikaju dve moznosti (ukdzeme si ich na AEF'S):

e Na fazisko sa budeme pozerat ako na prieseénik taznic z E a z F.

e Na fazisko sa budeme pozerat ako na bod v dvoch tretindch faznice z bodu S.

INajvicsi spoloény delitel dvoch éisel je najvicsie celé éislo, ktoré obe &isla deli bezozvysku.
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Vyberme si druhti moznost. Oznaéme si stredy strdn stvoruholnika EFGH postupne M, N, O a P.

Teraz si uvedomime, ze usecka M N je strednou prieckou trojuholnika EF'G, pretoze spdja stredy jeho dvoch stran.
Pre stredné priecky plati, Ze st rovnobezné s protilahlou stranou, v nasom pripade so stranou EG. Z podobného
dovodu je aj usecka OP strednou prieckou v trojuholniku EGH a je teda rovnobeznd so stranou EG. Preto si
strany M N a OP §tvoruholnika M NOP rovnobezné.

Rovnako vieme ukdzat, Ze st rovnobezné aj strany PM a NO. KedZe st v $tvoruholniku M NOP obe protilahlé
dvojice stran navzajom rovnobezné, tak je M NOP rovnobeznik.

Pozrime sa na trojuholniky M NS a K RS. Na obrazku vyzerd, 7e st podobné, skisme si to dokéazat (premyslite si,
kam n4s to posunie v 1ilohe). Prv4 vec, ¢o sa d4 v&imnit je, Ze oba trojuholniky zdiel'aji uhol pri vrchole S. Teraz si
spomenieme na doposial nevyuziti informéciu o polohe taziska na faznici. Vieme, ze fazisko lezi v dvoch tretindch
taznice (alebo v tretine, z4visi to od uhla pohladu). Preto je pomer dizok tsecick KS a MS rovny pomeru dizok
useciek RS a NS (v tomto pripade je pomer rovny 2 : 3).

Rovnakym sposobom vieme ukézat aj podobnost trojuholnikov MPS a KLS, POS a LAS, NOS a RAS (tu
vyuZivame, Ze sme si tazisko uchopili v kazdom trojuholniku rovnako). Preto z toho, Ze §tvoruholnik M NOP je
rovnobeznik vyplyva, ze aj §tvoruholnik K RAL musi byt rovnobeznik.

Uloha &.5: Dominikovi sa zdali byt Sachové veZe prilis slabé, tak si kiupil superveZe. Jedna superveza ohrozuje
cely riadok aj cely stl}aec, v ktorom sa nachddza (aj ked jej v ceste stoja iné figurky). Ndsledne Dominik zobral 25
supervezi a rozmiestnil ich na Sachovnicu rozmerov 8 x 8 policok. Ukdzte, Ze v lubovolnom rozmiestneni 25 supervesi
sa vZdy ndjdu Styri superveZe, z ktorych sa Ziadne dve navzdjom neohrozuji.

Riesenie: (opravovali Kika a JeFo)

V tomto priklade je fajn sa najskor pohrat so supervezami na Sachovnici, skisit zopar konkrétnych rozostaveni,
aby sme ziskali predstavu o tom, ako sa spravaju superveze a ako to celé funguje. Uvedomime si, ze dve superveze
sa neohrozuju prave vtedy, ked’ s v roznych riadkoch a stfpcoch.

Sktisme si celd Sachovnicu, vSetky policka, rozdelif na niekolko oblasti tak, Ze superveze sa v rovnakej oblasti
navzajom neohrozuji. V takejto oblasti moZe byt najviac 8 policok, lebo mame prave 8 riadkov a stfpcov. Ak by
v kazdej oblasti bolo 8 politok, tak spolu by sme mali 8 réznych oblasti (64 : 8 = 8).

Rozdelenie sachovnice do takychto oblasti sa d4 najst pomerne jednoducho. Moznym prikladom rozmiestnenia
sachovnice do oblast{ je $achovnica na obrazku nizsie. Prvou oblastou je diagondla, ti sme si na $achovnici oznaéili
¢islom 1. Dalsou oblastou st policka o jeden riadok vyssie, tych existuje 7, tak k nim este doplnime policko v
poslednom riadku a stfpci. Vieme najst d’aldich takych 6 oblasti, ze kazdé policko je v inom stfpci a riadku. Kazda
oblast je ozna¢end svojim ¢islom, teda policka v rovnakej oblasti st ozna¢ené rovnakym éislom.
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Ak dokéZzeme, Ze aspoil v jednej oblasti musia byt vizdy aspoi 4 superveze, tak je jasné, Ze sa neohrozuju, a teda
sme dokdzali, ¢o sme chceli. To ale vyplyva z Dirichletovho principu, ktory v nasom pripade hovori, ze ak rozdelime
25 supervez{ do 6smich oblasti, tak aspoii v jednej oblasti musia byf aspoii §tyri supervez

Uloha &. 6: Ivka a Basa objavili 95 kladnijch éisel. Ivka hned vsetkych 95 éisel s¢itala a zapisala si vysledok. Basa
je o nieco prefikanejsia, preto najprv vsetky ¢isla mensie ako 1 nahradila jednotkou, potom vietkych 95 (uZ novych)
cisel vyndsobila a k vysledku pripocitala 94. Dokdzte, Ze Ivka nedostala vicsi vysledok ako Basa.

Riesenie: (opravoval Jozo)

Najskor sa pozrime na ¢isla mensie ako 1. Tie Basa nahradza jednotkou. Ak ich nahradi aj Ivka, jej sucet sa zvacsi,
ale Basin vysledok sa nezmeni. Preto moze aj Ivka nahradif vietky ¢isla mensie ako 1 jednotkou. Ak dokdzeme, Ze
vtedy nebude Ivkin vysledok viési ako Bagin, tak uréite nebude ani v pripade, ked nejaké &isla budi mensie ako 1.
Staéi ndm teda uvazovat len éisla viicsie alebo rovné 1. Ak by boli vietky éisla jednotky, tak by obe dievéatéd dostali
rovnaky vysledok (dostali by 95). Rovnako by na tom boli, aj keby jedno z ndjdenych ¢éisel bolo vicsie ako jedna.
Ak ale skisime viac éfsel zvicsit, uz Basa zaéne dostavat vicsie vysledky ako Ivka. Potrebujeme sa vSak o nasom
pozorovani presvedéit a riadne ho dokazat.

Uvazujme teda, ze sme uz nejaké jednotky nahradili. Oznac¢me si Ivkin vysledok ako I a Basin vysledok ako B+ 94.
Pozrime sa, ¢o sa stane, ak jednu jednotku zvéésime na ¢islo z. Ivkin vysledok zvacsi o x — 1. Basin bol povodne
B+94 a po zmene bude B -z + 94, teda sa zviacsi o B-oz — B = B - (z —1). Kedze Basa nésobi len ¢isla vécsie alebo
rovné 1, tak aj jej sic¢in B bude asponn 1. Preto z — 1 < B - (x — 1) (lebo z > 1). Z toho vidime, Ze pri zvécseni
jednotky na x sa Ivkin vysledok zvi&si najviac o tolko ¢o Bagin.

Lubovolnych 95 &fsel viesich ako 1 vieme dostat tak, Ze si najprv zoberieme jednotky (pri ktorych maji dievéatd
rovnaké vysledky) a potom ich jednu po druhej zmenime na potrebné éisla. Preto po nahradeni jednotiek bude
Ivkin vysledok vacsi alebo rovny Basinmu. Ako sme uz vyssie uviedli, ak by nejaké ¢isla boli mensie ako 1, tak by
to nerovnost zachovalo. Ukdzali sme tak, ze pre Iubovolnych 95 kladnych &isel Ivka nedostala vaesi vysledok ako
Basa.

Iné rieSenie:

Z rovnakého dévodu ako v prvom rieseni nebudeme uvazovat ¢fsla mensie ako 1. Ak sa zamyslime, preco je &fsel
akurat 95, asi na ni¢ rozumné neprideme. Zda sa nam, ze by tvrdenie tlohy platilo aj pre iné pocty najdenych ¢isel.
Ulohu si teda zovieobecnime. Dievéatd nasli n éisel vécsich alebo rovnych 1, ktoré si oznac¢ime aq, asz, ..., an,.
Méme ukézat, Ze pre ne plati nerovnost

ar+ay+...+a,<aj-az-...-ap+n-—1. (1)

Thto nerovnost dokdZeme matematickou indukcimﬂ Je to dobry sposob, ako dokazovat tvrdenia, ktoré zdvisia od
nejakého prirodzeného cisla n.
Pre n =1 v nerovnosti (1) dostaneme a; < ay, ¢o plati pre lubovolné a;. Predpokladajme teraz, Ze nerovnost (1)
plati pre n = k:

ap+ax+...+apx<ay-as-...-ap+k—1. (2)

Ukézeme, %Ze potom nerovnost (1) plati pre n = k + 1, teda, ze plati
art+as+...tap+agrs <ay-ag-...-ag-apr1 + k. (3)
Ak k nerovnosti (2) pripo¢itame na obe strany ay1, dostaneme
a1+ as+...+agt+ak1 <ay-as-...-ap+ar+k—1 (4)
Dostali sme tak na lavej strane to, ¢o potrebujeme. Uz ndm staci len ukdzat nerovnost
a1 Qg ...-apt+apr1+k—1<ay-ag-...-ax apy1 + k. (5)

Ak si oznaéime stéin a; - as - ... - ap ako s a odéitame k, tak uvedend nerovnost vieme upravit do prehladnejsicho
tvaru
S+ agy1 < s-apg1 + 1.

Teraz staci dat vSetky premenné na pravi stranu, ktori lahko upravime na si¢in 0 < (s — 1) - (ag1 — 1). Kedze
s> 1 aj agyq1 > 1, tak siéin na pravej strane je isto nezdporny. Tym sme dokézali nerovnost (5). Nerovnost (3)
teraz uz vyplyva z nerovnosti (4) a (5) (rozmyslite si to).

Matematickou indukciou sme dokézali, Ze nerovnost (1) plati pre Tubovolné prirodzené &islo n, teda plati aj pre
n = 95, ¢o sme mali dokézat.

2Viac o Dirichletovom principe sa mézes doéitat v zbierke tloh KMS (http://www.kms.sk/docs/zbierkakMS_klikacia.pdf)).
3 Ak nepoznas matematicki indukciu, mozes si o nej precitat v zbierke tloh KMS (http://www.kms.sk/docs/zbierkakMS_klikacia.
pdf).
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Uloha &.7: Lubo si narysoval trojuholnik ABC' a vpisal mu kruznicu. Cez noc mu vsak trojuholnik niekto vygu-
moval. Teraz by chcel trojuholnik znovu narysovat, ale nevie ako. Na papieri mu ostala kruznica k a tri priamky
a, b, ¢ prechddzajice jej stredom. Zostrojte pomocou pravitka a kruz’z’dlcﬁ trojuholnik ABC' tak, aby jeho vrcholy
A, B, C lezali postupne na priamkach a, b, ¢ a kruznica k bola vpisand do tohto trojuholnika.

Riesenie: (opravovala Vodka)

V konstrukénych tilohéch je ¢asto (= skoro vzdy) dobré predstavit si, ze uz sme tlohu vyriesili, t.j. uZz mame
skongtruovany trojuholnik ABC a pozriet sa, ¢o plati. Oznaéme si I stred tej vpisanej kruznice a D, E, F body
dotyku. Vieme, ze stred vpisanej kruznice lezi na priesecniku osi uhlov. To naznacuje, Ze by sa nam mohli dobre
pocitat uhly. Oznaéme si teda standardne uhly v trojuholniku «, 3, 7. Potom zrejme plati:

o O
=90 +2.

N

|{BIC| = 180° —

o2

No, lenze uhol BIC pozndme, lebo ho méme nakresleny na obrdzku (je to tupy uhol, ktory zvieraju priamky b, c.)
Preto poznéme a vieme skonstruovat uhol « a zrejme analogicky aj 3, 7.
V tomto momente sme si vlastne uvedomili, Ze uhly < BIC, SCITA, 4 AIB st tupé, to znamend, Ze ked’ si zafixujeme
na ktorej strane polpriamky a lezi bod A, tak vieme aj na ktorych stranich polpriamok b, c¢ lezia body B, C.
Samozrejme aj tieto polpriamky (¢asti b, ¢) by mali zvierat tupy uhol, no oni ho zvieraju - inak by tiloha nemala
riesenie. Dostdvame, tym dve moznosti, no obe st stredovo stimerné podla I, takze staéi riesit jednu z nich.
Teraz by uz nemal byt velky problém zkonstruovat néas trojuholnik. Ciest je vela a niektoré si naroénejsie ako iné.
Najjednoduchsie ale asi je uvedomit si, ze |J AEI| = 90°, ked'Ze E je bod dotyku. Ndsledne si vieme z trojuholnika
AEIT dopoéitat, Ze

S AIE| = 90° — %

Bod E si skonstruujeme ako prieseénik kruznice k a priamky, ktord zviera s priamkou a (v nasom pripade s
polpriamkou na ktorej lezi A) uhol dopocitany vyssie.

Analogicky vieme zostrojif aj zvysné body dotyku, po ¢om nie je problém zostrojit cely trojuholnik, lebo vieme
narysovat dotyénicu ku kruznici v danom bode. Cez body D, E, F vedieme kolmice na priamky DI, EI, FI a
tie ndm vytvoria trojuholnik ABC.

Nakoniec prichddza este jedna velmi délezitd cast kontStrukénej tlohy. A sice overit, ¢ nasa konstrukcia je dobra.
Ak sa zamyslime, cely ¢as sme ukazovali, Ze ak konstrukcia existuje, tak musi vyjst rovnako ako nadm. Nikde sme
nedokézali, 7e nasa konstrukcia naozaj vyhovuje. V tomto pripade méme situdciu ulahéend tym, Ze vieme (zo
zadania), 7e nasa tiloha m4 aspoi jedno rieenie, t.j. aspon jeden trojuholnik existuje. A kedZe nasa konstrukcia
bola jednozna¢nd (a7 na symetricki podla I), tak musi byt nasa konstrukcia spravna. To treba spomenif aj vo
vieobecnosti, a ak to nebudeme mat takto ulahéené tak to treba aj poriadne dokézat.

V nasom pripade (ako aj vo vii¢sine pripadov) to vobec nie je tazké, lebo body F, E sme zvolili tak, aby boli osovo
stimerné podla priamky a (také uhly sme naniesli), a preto sa aj dotyénice ku kruZnici v bodoch E, F pretni na
priamke a. Analogicky sa ostatné dvojice pretni na priamkach b, c. Takze to ¢o sme dostali je naozaj trojuholnik
opisany na8ej kruznici s vrcholmi na priamkach a, b, c.

Ako presne to pomocou pravitka a kruzidla skonstruovat nebudeme ukazovat (ved by sme sa upfsali k smrti), ¢o
je podstatné je to, Ze sme vyuzili len zakladné opericie, ktoré vieme (zo zdkladnej koly :P), Ze sa daji urobit
pravitkom a kruzidlom. A sice rysovanie kolmice a prendsanie uhlov. To znamena, ze vSetky kroky, ako boli logicky
popisané, sa daju previest aj pomocou pravitka a kruzidla, len to trochu trva.

No a na zaver sa v kongtrukénej tilohe hodi povedaf, ¢i a kolko rieSeni tiloha mala, no tu je nasa situdcia opét
ulah¢end tym, Ze vieme, Ze tloha mé asponl jedno riesenie (povodny Lubov trojuholnik), a teda nemusime riesit
aké polohy tych 3 priamok vyhovuji. Inak vieme, Ze to vzdy bude mat 2 (symetrické riesenia).

Komentdr: Aby som to zhrnul, tak pri konstrukénych dlohach nezabudajte na dokaz spravnosti konstrukcie, lebo
musim povedat Ze riesitelov, ktor{ ho mali viem spo¢itat na prstoch jednej ruky (a nie, nepotrebujem na to bindrnu
sustavu). Ano bolo to teraz tak nejako nepriamo implikované zadanim, a preto som za to body nestrhaval no
nespoliehajte sa na to nabuduce.

40 tom, ¢o presne mozete robit s kruzidlom a pravitkom, si mozete precitat na https://cs.wikipedia.org/wiki/Eukleidovsk%C3%
A1_konstrukce


https://cs.wikipedia.org/wiki/Eukleidovsk%C3%A1_konstrukce
https://cs.wikipedia.org/wiki/Eukleidovsk%C3%A1_konstrukce
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Uloha &. 8: Jefo uz nasiel svoje stratené okuliare. Teraz vsak stratil prirodzené éisla a, b, c. Pamdtd si, Ze kazdé
bolo vicsie ako 1 a Ze pre ne platilo:

albc+1,blac+1, c|lab+1.

Pomézte mu a ndjdite vsetky trojice prirodzenych éisel (a, b, ¢) vicsich ako 1, ktoré spl/ﬁajzi uvedené podmienky.
Riesenie: (opravovali Miki a Zajo)

Zacat mozeme napriklad tym, Ze skisime nejaku trojicu uhddnut. Ked na Ziadnu len tak neprideme, mozno by sa
nam lepsie hladalo, ak by sa nejaké dve &isla rovnali.

Bez ujmy na vSeobecnosti, nech a = b. Potom zo zadania vyplyva:

blac+1=alac+1=a|]l=>a=1Aa>1.

To ale nemoze nastat zaroveii, preto sa ziadne dve z &isel a, b, ¢ nerovnaju.

Vidime tiez, ze zadanie je symetrick(ﬂ tak si vieme povedat, Ze a > b > ¢ (ak by to neplatilo, tak si ich im zmenime
oznacenia tak, aby to platilo). A kedze ziadne dve z ¢isel a, b, ¢ sa nerovnaju, tak platia dokonca ostré nerovnosti.
Hod{ sa nam to, lebo o tych éfslach vieme teraz povedat viac a nejako ich porovnédvat.

Dané mame len delitelnosti, Ziadne rovnosti, ¢o moze byt o ¢osi tazsie. V takychto pripadoch st viésinou dve veci,
na ktoré sa oplati divat a st dosledkami delitelnosti. Prv4 je, Zze musi existovat prirodzené k, také Ze ak = bc + 1
a druhd, ze a < bc+ 1.

Toho sa hned chytime a ak = bc + 1 upravime na

a_bc+1
==

¢o musi byt celé é&islo. Dostali sme vyjadrenie pre a pomocou b, ¢, skisme si to dosadit do ostatnych delitenosti
a eliminovat tak premennt a:

b 1 b 1
bl c;r c+1 c| ¢t b+ 1.
Prvi delitenost si vieme upravit nasledovne:
b 2
bl e + 1L

Stale v nej ale mame zlomok, o pri delitenostiach nezvykne byt ndpomocné. Hlavne preto, lebo od pravej strany
mozeme odpoéitavat /pripoéitavat iba celo¢iselné nasobky b (nemdzeme napriklad odpoéitat be?/k, lebo nevieme &i
je to celociselny ndsobok éisla b).

Zlomku sa ale mozeme zbavit prendsobenim k, lebo ak b deli nejaké éfslo, tak uréite delf aj jeho k-ndsobok. Hned
na to, vieme nasadit vyssie spominani tpravu, odpoéitame ¢ nasobok b.

bl +1 = bb’+ct+k = Dblct+k

bc? + ¢
k

Z toho vieme, Ze b < ¢ + k. Teraz by sa nam hodilo nejakym spésobom odhadnit to, o hovori tdto podmienka.

Vieme totiz, ze b > c, takze tie dve nerovnosti sa ndm mozu zdat podozrivo podobné, teda Ze jedna nebude ovela

vécsia ako druha.

Pozrime sa, aké najvicsie moze byt k: Z predoslého vyjadrenia ak = bc + 1, si staéi vsimnut, Ze k, bude mensie

ako a, b, c.

Ak by bolo k > ¢, tak na pravej strane ndsobime najvicsie z éfsel(a) nie¢im vi¢sim ako c, zatial €o na pravej strane

méme vyraz urcite mensi. (b < a,c < k)

Teraz uz vieme uréit horny odhad: b<c+k <2c<20=by=c+k<2b=y=1,b=c+k.

Uz mame aj informéciu o b, dosadme ju preto do tretej delitelnosti zo zadania:

bc+1 bc+1
c|ab+1:>c|cl—:(c+k)+1=>c|< et

)c+(bc+1)+1:>c|bc+2:>c|2:>c:2

Uz nam staéi len dobojovat, a|2b + 1 < 2a (z usporiadania a > b + 1), preto musi platit a = 2b + 1. Z druhej
delitelnosti: b|2a +1 = b|2(2b+ 1)+ 1= b/4b+3 = b3 =b=3.a=2b+1=2-3+1 = 7. Ked do zadania
dosadime trojicu (7, 3,2) zistujeme, Ze naozaj vyhovuje.

Dostavame jedint sadu riesent:

(a,b,c) € {(7,3,2),(7,2,3),(3,7,2),(3,2,7),(2,7,3),(2,3,7) }

Ssymetrické znamend, Ze ak navzijom vymenime napr. a s b, tak sa ni¢ nezmenf
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Najprv sme vyliéili rovnost a pouzili fintu s usporiadanim. Nakoniec je fajn si v8imnut, Ze v rieseni sme spravne
naskladali niekolko jednoduchych dprav. VyuZivali sme dve informécie, ktoré ndm déva delitelnost, ndsobili sme
ju celym é&islom a odpoéitavali ndsobky &fsla, ktoré m4 delit iné.

Uloha &.9: Miso si ide v kuchyni vydldzdit stenu rozmerov 2n x 2n dlazdicami 1 x n. Dlazdice na 1w ukladd v oboch
kolmsjch smeroch tak, aby sa Ziadne dve neprekrijvali. Ked'Ze je Setrny, chce pou#it ¢o najmenej dlazdic. Nechce
vsak, aby mu sused vyéital, Ze jeho stena vyzerd nedokonéene. Preto musi na riu uloZit dlaZdice tak, aby sa Ziadna
ind dlaZdica 1 x n na 11u nedala uloZit bez prekrytia inej, uZ uloZenej dlaZdice. Pre dané prirodzené céislo n urcte,
kolko najmenej dlaZdic na to Miso potrebuje.

Riesenie: (opravoval Miso)

Nagou tlohou je naukladat ¢o najmenej dlazdic tak, aby sa neprekryvali a aby sme nevedeli prilozif dalsiu. Ak
n = 1, tak zrejme potrebujeme pouzit vsetky 4 dlazdice. Ak n = 2, tak ich potrebujeme pouzit 6 (ttito cast
nebudeme rozoberat, lebo pozostéva z vyskusania moZznosti a nepotrebuje Ziaden ndpad). Po chvili hrania sa s
VAGSmi n zistime, Ze ndm okrem tychto malych pripadov staéi len 2n 4 1 dlazdic. Pod'me si to poriadne dokézat.
Najprv si ukdzeme konstrukciu s 2n + 1 dlazdicami. Potrebujeme do mriezky velkosti 2n x 2n poukladat 2n + 1
dlazdic tak, aby sa d'alsia uz nezmestila. Urobime to tak, ze najprv polozime jednu dlazdicu do n-tého riadku a
druhi do n + 1-vého riadku tak, aby mali obe policko v prvom stfpci. Zarucili sme tym, aby sa nedali do prvych
n stipcov polozit dlazdice vertikalne.

Nésledne polozime jednu dlazdicu do posledného stipca tak, aby prekryla riadky n a n 4+ 1. Tym sme zarucili, ze
v tychto riadkoch uZz nemé6zu byt horizontélne ulozené ziadne d'alsie dlazdice a tiez, Ze v poslednom stlci nemoze
byt druh4 vertikdlne ulozen4.

V trefom kroku uloZime do vietkych riadkov okrem n + 1 a n-tého dlazdice tak, aby prekryvali stfpce od n-tého
po 2n — 1. Tym zaru¢ime, ze sa do ziadneho riadku ani stfpca nezmesti d'alsia dlazdica.

Pouzili sme presne 2n + 1 dlazdic — polozili sme do kazdého riadku jednu a eSte jednu mame v poslednom stipci.
Ziadna d'alsia dlazdica sa uz na stenu nezmesti. Ukézali sme teda, Ze na vydldzdenie ndm sta¢i najviac 2n + 1
dlazdic.

V druhej ¢asti musime ukdzat, preéo 2n dlazdic nesta&i. Pozrime sa najprv na pripad, ked st vietky dlazdice
horizontalne. Ak nie je v kazdom riadku dlazdica, tak je niektory riadok cely volny a donho sa (2n+ 1)-v4 dlazdica
zmesti. Ak je v kazdom riadku presne jedna dlazdica, tak je bud nejaka dlazdica na kraji a do jej riadku sa zmesti
d'alsia, alebo Ziadna nie je na kraji a teda vieme na kraj polozit dlazdicu vertikdlne. Z toho vyplyva, Ze nech hocijako
poloZime 2n dlazdic orientovanych jednym smerom, tak na stene je miesto aspoii na jednu d’alsiu dlazdicu.
Predpokladajme teraz, ze nie vSetky dlazdice st rovnako orientované.

Zamerajme sa najprv na dlazdice v riadkoch. Vsimnime si, ze ak nie je dlazdica polozend v krajnom riadku, tak
na jednej strane (stlpcovo) je medzi nou a okrajom meneJ ako n volnych miest. Medzi fiou a tymto okrajom teda
nie je ziadna stlpcovo orientovand dlazdica. Avsak obdlznik medzi fiou a krajom ma dlhsiu stranu dlzky n (pozdlz
dlazdice). Do kazdého jeho riadku sa zmest{ aspon jedna dlazdica a teda medzi nasou prvou dlazdicou a krajom
musi byt v kazdom riadku nejaks dlazdica.

Ked'Ze kazda dlazdica m4 medzi sebou a nejakym krajom v kazdom riadku int dlazdicu, tak riadky, ktoré neobsahuju
tieto dlazdice musia byt vSetky vedla seba. Ak mdme menej ako n + 1 dlazdic uloZenych horizontdlne, tak ostdva
neprekryty obdlznik vysky aspont n. Ked'ze uz sme ulozili vietky riadkové dlazdice, musime ho vyplnit stfpcovymi.
Do kazdého jeho Stipca sa zmesti dlazdica, takze dokopy vyuzijeme viac ako 2n.

Ak médme horizontalnych viac ako n, tak pouzijeme predosli uvahu na dalzdice ulozené vertikalne. Ak je ich menej
ako n + 1, tak dlazdic je celkovo viac ako 2n. Ak je ich viac ako n, tak spolu s horizontalnymi mame viac ako 2n
dlazdic.

Dokézali sme, Ze nevieme pokryt stenu 2n dlazdicami tak, aby sa na fiu d'alSia nezmestila a ze ak n > 3, tak 2n+1
dlazdic stac¢i. Ak n je menSie, potrebujeme 2n + 2 dlazdic.
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Uloha &.10: Jozo sa konecne postavil krdlovi rise geometrie — hrézostrasnému rovnobeiniku KRAL (|KR| <
|RA|), v ktorom os uhla RKL pretina stranu RA v bode E. Krdl sa vyznacuje tijm, Ze jeho tsecky LE a RA
zvieraju pravy uhol. Obzvldst nebezpecny je jeho bod F, v ktorom sa pretinaji os uhla ALK a uhlopriecka KA.
Ostdva uZ len jedno — dokdzte, zZe priamky EF a LR si na seba kolmé.

Riesenie: (opravoval Hago)

Prva vec, ktord treba pri rieSeni geometrie spravif, je nakres-
lit (alebo narysovat) si dobry obrazok. Napriklad taky, ako na
obrazku[f]

Sikovny riesitel si uréite viimne, ze okrem veci zo zadania som si v
flom vyznadil este prieseénik osi uhlov a nazval som ho B, a d'alej
priese¢nik priamok K F a RL som oznacil C. Asi sa na tieto body
budem chciet odvoldvat.

Ked vidime osi uhlov, mohlo by to napovedat, Ze sa tam objavi vela
rovnakych uhlov. Po chvilke hrania sa s tymito uhlami si mézeme
v&imnut, Ze osi uhlov rovnobeznika st na seba kolmé. Je tomu
tak preto, lebo uhly BKL a BLK si polovicami dvoch roéznych
uhlov rovnobeznika, ¢ize spolu majui polovicu zo 180°, a nakolko
trojuholik K BL musi maf st¢et vnttornych uhlov rovny 180°, tak
uhol KBL bude mat velkost 90°.

Potrebujeme ukézat, ze EF je kolmé na RL. Keby ste si teraz do obrdzku zaznagéili ten pravy uhol medzi osami a aj
ten dokazovany pravy uhol... Méte? Teraz dlho kukajte. Ni¢? Tak ja vdm teda prezradim, ¢o ste si mali v&imnut.
Sd tam nejaké podozrivé kolmice na dve strany trojuholnika CEL. To by asi mali byt vysky a F by malo byt
ortocentrum tohto trojuholnika.

Niekto by mohol namietat, Ze o jednom z tych pravych uhlov este nevieme, Ze je pravy. Ak viak ukiZeme, ze F je
ortocentrom, tak potom uZ priamka idica z vrchola E cez ortocentrum musi byt predsa vyska, a tym dokdZeme,

¢o bolo treba dokézat. Ako viak ukizat, Ze je nieéo ortocentrum?

Uk4zeme, Ze sa v fiom pretinaji dve vysky. Stacf ndm teda dokédzat, ze priamka CF je kolm4 na priamku EL. Este
sme nevyuzili fakt, Ze priamka EL je kolm4 na priamku RA, tak to vyuzime a tlohu preved me na dokazovanie, Ze
priamky CF a RA st rovnobezné. Je to rovnobeznik, takZe rovnako dobre mozeme dokazovat, Ze priamka CF je
rovnobeznd s priamkou K L. To sa da napriklad tak, ze ukédzeme, ze body C a F s rovnako vzdialené od priamky
KL.

Os uhla je mnozina bodov rovnako vzialenych od ramien uhla. To znamend, ze bod C je rovnako vzdialeny od
usetiek KR a LK. Podobne bod F' je rovnako vzdialeny od tsetiek AL a LK. Teraz dvoma réznymi sposobmi
spoéitame obsah rozvnobeZnika, pricom budeme zamienat vzdialenost bodu od tsecky s vyskou v trojuholniku.
Obsah rovnobeZnika je rovny dvojndsobku obsahu trojuholnika K RL (resp. ALK), ktory sa d4 rozdelit na troju-
holniky KRC a LKC (resp. ALF a LK F), ktorych vysky z bodu C' (resp. F') st rovnaké a stcet im prislichajicich
stran tvori polovicu obvodu rovnobeznika. Obsah rovnobeznika je teda rovny polovici obvodu rovnobeznika vynédsobenej
vzdialenostou bodu C' (resp. F) od usecky LK.

Obsah rovnobeznika je zjavne rovnaky, a tym padom musia byt aj tie vzdialenosti, o ktorych sme sa snazili dokazat,

Ze su rovnaké.

SVysvetli mi niekto, preco sa osi zvyknt znacit ¢iarkovane?
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kategoria BETA

Vysledkova listina

Por. | Meno Ro¢ Skola k|4|5|6|7]|8 10 s | >
1. Sasik Tom4&s 2. Gamca BA 41919191919 45 | 135
2. Csenger Géza 3. GHS 31919191919 45 | 116
3. Hanzely Slavomir 4. GJAR PO 8 91919 4 38 | 103
4. Janeta Toma4s 2. GAB NO 219161919 33| 89
5. Pajger Simon 2. GVO ZA 4191681910 32| 88
6. Hrmo Simon 4. GPar NR 41913318 25 | 87
6. Vistanova Laura 3. Gmad KE 31919191918 44 | 87
8. Marko Alan 2. GMRS NZ 419 119 19 | 86
9. Murin Marek 4. GJH BA 8 91910 21 | 78
10. Stukenik Peter 4. GVO ZA 9 81919 26 | 74
11. | Kopfova Lenka 1. GMendelCR |2 |19(9]9/9]9 45 | 72
12. | Micko Juraj 3. GPos KE 6 519 14 | 71
13. | Sladek Samuel 4. GAB NO 6 0| 70
14. | Téthova Andrea 4. GJH BA 6 3171910 21| 69
15. | Dlugosova Michaela 2. GKuk PP 419133 15| 65
16. Marcekova Michaela 1. GPar NR 119 9 63
17. | Poljovka Jakub 2. GPar NR 41938 20 | 61
18. | Bodik Juro 4. Gamcéa BA 9 7 4 16 | 60
19. | Pivoda Tom4as 3. SJG KN 3 910 9 | 58
20. | Drotar Pavol 3. GPos KE 5 41419 17 | 56
20. | Mol¢an Samuel 4. GJAR PO 8 7 2 12 | 56
20. | Pistdk Daniel 4. GChD Praha | 7 719 16 | 56
23. | Marcekova Katarina 4. GJH BA 8 9 9 55
24. Sladecek Michal 3. GVar ZA 5 0 54
25. Svihorik Tomés 2. GPar NR 4191313 1 20 | 52
26. | Kopf Daniel 4. G Slez CR 9 919 7 28 | 51
27. | Kulla Filip 4. BiG Sucany | 8 9 4 15 | 50
28. | Kutkova Séra 2. Gameéa BA 41915 14 | 48
29. | Ivan Peter 2. GJH BA 4 15|13|3 0 0 11 | 45
30. Suchovéa Martina, 2. GP4ar NR 319 313]0 15 | 42
31. | Bajnokova Natalia 2. GCSL BA 419 9 | 36
31. | Mach Jakub 3. GPos KE 3 0 36
31. Smolarova Paulina 2. SPMNDG BA | 4 0 36
31. | Zahorsky Akos 2. G Sahy 3 0| 36
35. | Zidek Matéj 4. Frydlant CR | 7 0| 34
36. | Hol¢ikova Sandra 1. GCSL BA 116139 18 | 33
36. | Ralbovsky Peter 3. GJH BA 7 0| 33
38. | Homola Marek 2. GJH BA 41313|2 0 1 9 | 30
39. | Porubsky Michal 4. GsvCM NR | 6 0| 29
40. | Gendi Jakub 3. GPos KE 5 0 | 26
41. | Choma Matej 4. Gamca BA 7 0] 21
42. | Ondus Peter 2. GAlej KE 4 0 | 20
43. | Kral Adam 4. GVar ZA 6 0 18
43. | Pozsonyi Karol 1. GBil BA 2 311 5 18
45. | Parada Matej 2. Gamca BA 4 0| 16
45. | Vancéo Simon 4. CGsvM SL 5 0 16
47. | Kurimsky Jén 4. GsvMo 6 0| 15
48. Belan Pavol 2. GVar ZA 4 0 14
48. | Krajmerova Barbora 4. G Surany 6 312 5 | 14
50. | Hanesz Zoltan 3. GPos KE 5 0 9
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Por. | Meno Roc¢ Skola kK |4]|5|6|7|8|9 |10 s>
50. | Molnar Maximilian | 2. EvSS LM | 2 0] 9 |
52. | Dendis Tomas 5. BiG Sucany 5 0| 7
53. Jarunek Maximilian 1. GLN BA 1 /011|110 0 21 3
54. Dobrik DuSan 1. GCSL BA 1 0] 0
54. | Dvordk Daniel 11. Trutnov CR | 11 0] 0
54. | Eller Peter 3. GJH BA 4 0] 0
54. | Pies Adridn 6. SPMNDG BA | 8 0] 0

kategoria ALFA
Por. | Meno Roc Skola k|1[2(3|4|5|6]|T7 s | >

1. Misiak D4vid 1. GJH BA 1191919(9/9]9]9 45 | 135

2. Krajc¢i Samuel 1. GAlej KE 1179191919 9 45 | 132

3. Kollar Pavol 1. Gamca BA 119191919 9 45 | 130

4. Poturnay Marian 1. GPdC PN 1179191919319 45 | 128

5. Todova Tereza 1. GPar NR 11916[919]31]9 42 | 127

6. Klein Pavol 1. GPdC PN 119191919 5 41 | 122

7. Glevitzka Stefania 1. GVBN PD 119191919 9 45 | 115

8. Mosko Matej 1. Gamca BA 119191919 9 45 | 114

8. Zubcdk Matus 1. GPar NR 117191919 8 42 | 114

10. | Brezinové Viktéria 1. GAlej KE 119199 9 36 | 109

10. | Janeta Tom&s 2. GAB NO 2 9191916919 45 | 109

12. | Molnar Michal 1. Gamca BA 119191919 9 45 | 108

13. | Winczer Tobids 1. SPMNDGBA [ 1]|9]|9]9]9]|3 39 | 107

14. | Durackova Méria 1. GJH BA 119 919 9 36 | 106

15. | Cinovéa Tatiana 1. GPar NR 1191819932 38 | 104

15. | Hrmo Matej 1. GPar NR 1164|619 9 34 | 104

17. | Rosinsky Juraj 1. I de Lancy 113[19]19|7|13|3]|8 36 | 102

18. Machalova Monika, 1. GJH BA 119191919 36 | 101

19. | Kalasovd Martina 1. GJH BA 11916 9 9 33 | 100

20. | Kebis Pavol 1. G PK 119171919414 38 | 97

21. | Csenger Géza 3. GHS 3 9191919 36 | 96

22. | Kralovi¢ Tomé&s 1. GPar NR 1145|719 3 28 | 94

22. Marcekova Michaela 1. GPar NR 119 9 18 | 94

24. | Benkova Nina 1. GPdC PN 119156913 32| 93

25. | Stevko Martin 1. GAlej KE 1191919(9/9]9]9 45 | 90

26. | Findra Michal 1. GDT PP 118]1]|6 21219 27 | 88

27. | Ondov¢ikova Lucia 1. G Modra 1 116713216 24 | 87

28. | Hecko Michal 1. GPOH DK 117(18|9 7 31| &4

29. | Beldk Tom4s 1. GAV LV 1 519 313 20 | 83

29. | J6za Bohdan 1. GJH BA 11913 9132 26 | 83

29. | Studenicova Katarina 2. GPOH DK 2 8151913169 37| 83

32. | Dujava Jonas 1. SPSE Presov | 1 |9 (5|9 3 26 | 81

32. | Pies David 1. SPMNDGBA [ 1]|9|4]5]|9]|3 30 | 81

34. | Oravkin Richard 1. 1SG BA 119199 3 30 | 75

35. | Balaz Lukas 1. G Béanovce 1 9 9 69

36. | Kopunec Matis 2. GIS TN 2 0| 68

36. | Vistanova Laura 3. Gmad KE 3 9191919 36 | 68

38. | Galikova Kristina 1. SukG Ceska 119145 3 21 | 65

39. | Kopfova Lenka 1. G Mendel CR | 2 919191919 45 | 63

40. | Holéikova Sandra 1. GCSL BA 116[1|19(6[3]9 33| 60

41. | Portasikova Jasmina 1. GVar ZA 119 91113 22 | 59

42. | Pisonova Karolina, 1. G Bénovce 119 9 18 | 58

43. | Mraz Michal 1. SPMNDGBA |1 |5|8(9 313 28 | 54




KMS 2015/2016

3. séria zimnej casti

11

Por. | Meno Roc. Skola K 3145 s | >
44, | Pivoda Tomas 3. SIG KN | 3 9 9 | 51 |
45. | Lacko David 1. GPOH DK 1 5 14 | 50
46. | Feketeova Viola 1. GBST LC 1 11112 14 | 44
47. | Suchova Martina 2. GPar NR 3 9 15 | 43
48. | Izséf Ottd 3. SJG KN 3 119 10 | 40
48. Knaze Gabriel 1. GJCh BR 1 1 9 | 40
50. | Ciz Jozef 1. GJH BA 1 0 | 38
51. | Rajnikovd Miria 3. GLS TN 3 0 | 36
52. | Calvo Natalia 1. GPar NR 1 41113 18 | 34
52. | Pozsonyi Karol 1. GBil BA 2 9 3 13 | 34
54. | Castulikova Katarina 2. 1SG BA 3 7 2 10 | 31
54. Molnar Maximilian 2. EvSS LM 2 0 |31
56. Barusova Ema 1. GPar NR 1 0 | 28
56. | Mihal Filip 1. Gym RS 1 0 |28
58. Mach Jakub 3. GPos KE 3 0|27
58. | Prokopova Tereza 1. GJH BA 1 12 | 27
58. | Zéhorsky Akos 2. G Sahy 3 0 |27
61. | Majer Matus 1. SPMNDG BA | 1 0|25
62. | Letovanec Jan 1. Gamcéa BA 1 0|19
63. | Budaj Lubor 2. BiG Sucany | 2 0 | 18
64. | Bederka Andrej 1. SPMNDG BA | 1 5 3 17 | 17
65. | Belejova Sara 2. GPH MI 2 0|16
66. | Santa Adam 1. GJH BA 1 0|13
67. | Kubinec Ondrej 1. G PK 1 0|11
68. | Dobrik Dusan 1. GCSL BA 1 019
68. | Ghirbakova Karin 1. Gamca BA 1 019
68. | Jarunek Maximilidn 1. GLN BA 1 11011 419
68. | Skala Daniel 1. GCSL BA 1 0 9
68. | Skopalova Katarina 2. GPH MI 2 0 9
73. | Jakubikovd Hana 1. GCSL BA 1 0 7
73. | Novota Matej 1. SSsvFA 1 0|7
73. | Sadovska Jana 2. SPMNDG BA | 3 0 7
76. | Kurimsky Frantisek 2. GsvM PO 2 0] 5
77. | Beno Roman 3. GJH BA 3 0 0
77. | Cicova Katarina 3. GMRS NM 3 0 0
77. | Durina Maridn 2. G Surany 2 010
77. | Kissovd Dominika 1. G Surany 1 0] 0
77. | Novosedliakova Lea 3. GJL MT 3 0 0
77. | Porges Eduard 2. GJH BA 2 010
77. | Sadovska Jana 2. SPMNDG BA | 2 0 0
77. | Stroka Martin 2. GSkol PB 2 0 0
77. | Téthova Natdlia 2. GAlej KE 3 010
77. | Valova Alena 3. GJL MT 3 0 0




