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Úloha č. 1: Ajka sa cez prestávku nudila, tak si nakreslila rovnobežńık ABCD. Spravila os uhla DAB a jej
priesečńık s priamkou BC označila X. Potom spravila rovnobežku so stranou AB prechádzajúcu bodom X a jej
priesečńık s priamkou AD označila Y . Dokážte, že os uhla ABC prechádza bodom Y .

Riešenie: (opravoval Mojo)
Rovnobežńık má dva protil’ahlé uhly zhodné. Označme si ten pri
vrchole A ako α a ten pri vrchole B ako β. Ked’že súčet vnútorných
uhlov štvoruholńıka je 360◦, tak 2|α|+ 2|β| = 360◦. Potom však aj
α+ β = 180◦.
Pozrime sa teraz bližšie na trojuholńık ABX. Ked’že AX je os
uhla α, tak |<)XAD| = α/2. A teda vel’kost’ uhla AXB spoč́ıtame
ako 180◦ − |α|/2 − |β| = |α|/2. Ked’že uhly pri vrcholoch A a X
sú zhodné, tak trojuholńık ABX je rovnoramenný, a teda plat́ı
|AB| = |BX|.
Analogicky môžeme postupovat’ pri trojuholńıku AXY . Stač́ı si
uvedomit’, že kvôli rovnobežnosti AB a XY muśı byt’ aj uhol pri
vrchole Y rovný β (rozmyslite si prečo).
A teda plat́ı, že štvoruholńık ABXY je rovnobežńık (lebo AB je
rovnobežné s XY a zároveň BX je rovnobežné s AY ) a zároveň
má všetky strany rovnaké. Tým pádom je kosoštvorec.
Priesečńık jeho uhlopriečok si označme Z. O kosoštvorci vieme, že jeho uhlopriečky zvierajú pravý uhol. Ked’ si
teraz porovnáme trojuholńıky ABZ a BXZ, tak zist́ıme, že v každom je jeden uhol pravý a druhý rovný |α|/2. To
však znamená, že aj tret́ı uhol musia mat’ rovnaký, a teda |<)ABY | = |<)ABZ| = |<)XBZ| = |<)XBY |.
Tým sme ukázali, že uhlopriečka BY je osou uhla <)ABX a tým pádom aj uhla <)ABC.

Úloha č. 2: Miro našiel v pivnici 4 debničky, v ktorých bolo spolu 24 jabĺk. Tvrd́ı, že mu stač́ı zjest’ najviac 12
jabĺk tak, aby aspoň v troch debničkách ostalo rovnako vel’a jabĺk. Rozhodnite, či má Miro pravdu, ak

a) niektoré debničky mohli byt’ na začiatku prázdne,

b) v každej debničke bolo na začiatku aspoň jedno jablko.

Riešenie: (opravovali Hanka a Palo)
Úloha sa dala riešit’ rôznymi spôsobmi, jeden ponúkame tu, iný zase môžeš nájst’ vo videovzoráku. Miro tvrdil, že
nech sú jablká porozmiestňované v debničkách hocijako, vždy mu stáč́ı zjest’ najviac 12 jab́lk tak, aby mal po jedeńı
v 3 debničkách rovnako vel’a. Pod’me sa na to pozriet’. Na začiatok si sprav́ıme poriadok. Zorad́ıme si počty jab́lk v
debničkách od najmenšieho po najväčšie a označ́ıme si ich a, b, c, d. Vieme, že a ≤ b ≤ c ≤ d a a+ b+ c+ d = 24.
Ak chceme dosiahnut’ 3 debničky s rovnakým počtom jab́lk, rýchlo si uvedomı́me, že:

• Neoplat́ı sa nám jest’ zo vštkých štyroch debničiek. Totiž ak zjeme z každej debničky jedno jablko, je to to
isté ako keby sme nezjedli nič.

• Ak si vyberieme tri
”
ujedacie“ debničky, tak sa na dosiahnutie rovnakých počtov neoplat́ı ujedat’ z tej s

najmenš́ım počtom jab́lk.

• Stač́ı sa sústredit’ na trojice (a, b, c) a (b, c, d). Ak vieme zjest’ z (a, c, d) najviac 12 jab́lk tak, aby v nich bolo

rovnako vel’a jab́lk, tak to vieme aj s trojicou (a, b, c).

• Aby sme v trojici (a, b, c) dosiahli v každej debničke rovnaký počet, muśıme zjest’ najmenej (b− a) + (c− a)

jab́lk.
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• Aby sme to isté dosiahli v trojici (b, c, d), muśıme zjest’ (c− b) + (d− b) jab́lk.

Máme už dost’ dobrú intúıciu o pŕıklade, pust’me sa do samotného riešenia.

a) Ak sme mali povolené aj prázdne debničky, nebolo t’ažké prekuknút’ Mirovu lož a nájst’ také rozmiestnenie,

kde nám zjedenie 12 jab́lk nestačilo. Stačilo si uvedomit’, že viac ako 1 prázdna debnička nám v hl’adańı
kontrapŕıkladu nepomôže (4 prázdne byt’ nemohli, pri 3 prázdnych sme nemuseli zjest’ nič, pri 2 prázdnych

muselo byt’ v jednej z debničiek najviac 12 jab́lk, ktoré potom stačilo zjest’). Ak sme mali jednu prázdnu,

bolo jasné, že druhá najmenšia nemôže mat’ vel’mi vel’a jab́lk, lebo potom by boli medzi b, c, d malé rozdiely.
Pre b = 2 už vieme nájst’ protipŕıklad, počty jab́lk v debničiek budú napŕıklad 0, 2, 11, 11. Iný protipŕıklad
funguje pre b = 3: 0, 3, 10, 11. Vid́ıme, že Miro pravdu v tomto pŕıpade nemal.

b) Ak má Miro pravdu, tak pre l’ubovol’né rozmiestnenie jab́lk muśı určite platit’, že bud’ (b− a) + (c− a) ≤ 12
alebo (c − b) + (d − b) ≤ 12. Po pár pokusoch sa zdá, že to pôjde vždy. Treba to však poriadne dokázat’.

Pod’me na to sporom. Skúsme nájst’ rozmiestnenie, kde by sme museli ujest’ aspoň 13 jab́lk z trojice {a, b, d}
a aj z trojice (b, c, d). To znamená, že b+ c−2a ≥ 13 a c+d−2b ≥ 13. Vd’aka tomu, že žiadna nádoba nie je
prázdna, plat́ı 1 ≤ a a teda b+c ≥ 15, z čoho vyplýva, že a+b+c ≥ 16. Z toho sa dá vidiet’, že v najpočetneǰsej
debničke d môže byt’ najviac 8 jab́lk, lebo všetkých je 24. Vd’aka tomu, že b + c ≥ 15 vieme, že určite muśı
byt’ c ≥ 7 (nie je t’ažké rozmysliet’ si prečo). Takže 7 ≤ c ≤ d ≤ 8. Z toho je jasné, že v krabiciach a, b muśı

byt’ dokopy aspoň 8 jab́lk a teda väčšie b, je aspoň 4. Preto (c− b) + (d− b) = c+ d− 2b ≤ 8 + 8− 2 · 4 = 8.
To je však v spore s naš́ım predpokladom, že c + d − 2b ≥ 13. S pol’utovańım muśıme konštatovat’, že Miro
má v tomto pŕıpade pravdu.

Úloha č. 3: Hago sa hrá nasledujúcu hru. Na začiatku si vyberie dve rôzne kladné celé č́ısla. Zist́ı najväčš́ı spoločný
delitel’ týchto č́ısel1 a priráta ho k menšiemu. Dostane tak novú dvojicu č́ısel a pre ňu tento krok opät’ zopakuje.
Takto pokračuje, až kým nedostane dve rovnaké č́ısla. Existuje dvojica č́ısel, pre ktorú by sa Hago mohol hrat’ stále,
t.j. dvojica, pre ktorú sa nikdy nedostane k dvojici rovnakých č́ısel?

Riešenie: (opravoval L’ubo)
Máme dve rôzne č́ısla, pričom väčšie z nich si označ́ıme a a menšie b. Najväčšieho spoločného delitel’a dvoch č́ısel
si označ́ıme ako D, teda NSD(a, b) = D.
Vieme, že D dvoch l’ubovol’ných č́ısel je vždy aspoň 1. Ak by sme k menšiemu b vždy pripoč́ıtavali jednotku, tak
by sme sa k č́ıslu a určite dostali. Ak by sme pripoč́ıtavali k b aj väčšie č́ısla ako jednotku, určite by sme sa k a
dostali za menej krokov. Problém by však mohol nastat’, ak by sme pripoč́ıtali také č́ıslo, že novovzniknuté č́ıslo
b + D by bolo väčšie ako a. Ďalej by sme museli pripoč́ıtavat’ k a a takto by sme si mohli väčšie a menšie č́ısla
vymieňat’ možno aj donekonečna. Skúsme si teda ukázat’, že takáto dvojica neexistuje.
Č́ıslo a si môžeme naṕısat’ ako k ·D, rovnako č́ıslo b vieme naṕısat’ ako l ·D. Na začiatku sme si povedali, že a > b.
Z toho vyplýva, že k > l. Snaž́ıme sa ukázat’, že a ≥ b+D. Vieme to preṕısat’ ako k ·D ≥ l ·D +D. Ponúka sa to
vydelit’ D. Po vydeleńı dostávame k ≥ l + 1, čo plat́ı, lebo k > l.
Ukázali sme, že naozaj neexistuje taká dvojica č́ısel, kde novovzniknuté č́ıslo b + D je väčšie ako a. Tým pádom
vieme zároveň povedat’, že neexistuje ani dvojica, s ktorou sa Hago bude vediet’ hrat’ donekonečna. Menšie č́ıslo
sa k väčšiemu bude po každom pripoč́ıtańı ich najväčšieho spoločného delitel’a približovat’ aspoň o jeden a pritom
nikdy neprevýši väčšie. Za najviac a−b krokov sa teda určite dostane do stavu, že obidve č́ısla budú rovnako vel’ké.

Úloha č. 4: Rı́̌sa geometrie má krutého král’a, ktorý nechce Joža pustit’ preč. Jožovi neostáva nič iné, ako sa
král’ovi postavit’. Dopočul sa, že král’om je štvoruholńık KRAL, ale zǐslo by sa mu vediet’ o král’ovi viac. Našt’astie
našiel nasledovnú hádanku, z ktorej vytušil, že král’ bude asi rovnobežńık. V hádanke je daný štvoruholńık EFGH
s priesečńıkom uhlopriečok S. Body K, R, A, L sú postupne t’ažiskami trojuholńıkov EFS, FGS, GHS, HES.
Dokážte, že KRAL je rovnobežńık.

Riešenie: (opravovali Hopko a Dominik)
Ako to už s geometriami býva, v prvom kroku je vhodné si nakreslit’ obrázok. Body K, R, A, L sú t’ažiská

trojuholńıkov EFS, FGS, GHS, HES. Ak by sme mali v obrázku všetky t’ažnice týchto trojuholńıkov, bolo by
to dost’ neprehl’adné. Otázkou je, ako tieto t’ažiská

”
uchopit’“, aby sme mali obrázok stále prehl’adný. Ďalej by sme

si tiež mohli
”
uchopit’“ t’ažisko v každom trojuholńıku rovnakým spôsobom, aby nám tam ostala nejaká symetria.

Okrem toho by bolo dobré, ak by sme rovnakým spôsobom využili všetky body E, F, G, H (napŕıklad ak v
trojuholńıku EFS použijeme t’ažnicu z vrcholu E, tak by sme chceli rovnakým spôsobom využit’ aj t’ažnicu z bodu
F ). Tu sa nám núkajú dve možnosti (ukážeme si ich na 4EFS):

• Na t’ažisko sa budeme pozerat’ ako na priesečńık t’ažńıc z E a z F .

• Na t’ažisko sa budeme pozerat’ ako na bod v dvoch tretinách t’ažnice z bodu S.

1Najväčš́ı spoločný delitel’ dvoch č́ısel je najväčšie celé č́ıslo, ktoré obe č́ısla deĺı bezozvyšku.
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Vyberme si druhú možnost’. Označme si stredy strán štvoruholńıka EFGH postupne M , N , O a P .
Teraz si uvedomı́me, že úsečka MN je strednou priečkou trojuholńıka EFG, pretože spája stredy jeho dvoch strán.
Pre stredné priečky plat́ı, že sú rovnobežné s protil’ahlou stranou, v našom pŕıpade so stranou EG. Z podobného
dôvodu je aj úsečka OP strednou priečkou v trojuholńıku EGH a je teda rovnobežná so stranou EG. Preto sú
strany MN a OP štvoruholńıka MNOP rovnobežné.
Rovnako vieme ukázat’, že sú rovnobežné aj strany PM a NO. Ked’že sú v štvoruholńıku MNOP obe protil’ahlé
dvojice strán navzájom rovnobežné, tak je MNOP rovnobežńık.
Pozrime sa na trojuholńıky MNS a KRS. Na obrázku vyzerá, že sú podobné, skúsme si to dokázat’ (premyslite si,
kam nás to posunie v úlohe). Prvá vec, čo sa dá všimnút’ je, že oba trojuholńıky zdiel’ajú uhol pri vrchole S. Teraz si
spomenieme na doposial’ nevyužitú informáciu o polohe t’ažiska na t’ažnici. Vieme, že t’ažisko lež́ı v dvoch tretinách
t’ažnice (alebo v tretine, záviśı to od uhla pohl’adu). Preto je pomer d́lžok úsečiek KS a MS rovný pomeru d́lžok
úsečiek RS a NS (v tomto pŕıpade je pomer rovný 2 : 3).
Rovnakým spôsobom vieme ukázat’ aj podobnost’ trojuholńıkov MPS a KLS, POS a LAS, NOS a RAS (tu
využ́ıvame, že sme si t’ažisko uchopili v každom trojuholńıku rovnako). Preto z toho, že štvoruholńık MNOP je
rovnobežńık vyplýva, že aj štvoruholńık KRAL muśı byt’ rovnobežńık.

Úloha č. 5: Dominikovi sa zdali byt’ šachové veže pŕılǐs slabé, tak si kúpil superveže. Jedna superveža ohrozuje
celý riadok aj celý st́lpec, v ktorom sa nachádza (aj ked’ jej v ceste stoja iné figúrky). Následne Dominik zobral 25
supervež́ı a rozmiestnil ich na šachovnicu rozmerov 8×8 poĺıčok. Ukážte, že v l’ubovol’nom rozmiestneńı 25 supervež́ı
sa vždy nájdu štyri superveže, z ktorých sa žiadne dve navzájom neohrozujú.

Riešenie: (opravovali Kika a JeFo)
V tomto pŕıklade je fajn sa najskôr pohrat’ so supervežami na šachovnici, skúsit’ zopár konkrétnych rozostaveńı,
aby sme źıskali predstavu o tom, ako sa správajú superveže a ako to celé funguje. Uvedomı́me si, že dve superveže
sa neohrozujú práve vtedy, ked’ sú v rôznych riadkoch a st́lpcoch.
Skúsme si celú šachovnicu, všetky poĺıčka, rozdelit’ na niekol’ko oblast́ı tak, že superveže sa v rovnakej oblasti
navzájom neohrozujú. V takejto oblasti môže byt’ najviac 8 poĺıčok, lebo máme práve 8 riadkov a st́lpcov. Ak by
v každej oblasti bolo 8 poĺıčok, tak spolu by sme mali 8 rôznych oblast́ı (64 : 8 = 8).
Rozdelenie šachovnice do takýchto oblast́ı sa dá nájst’ pomerne jednoducho. Možným pŕıkladom rozmiestnenia
šachovnice do oblast́ı je šachovnica na obrázku nižšie. Prvou oblast’ou je diagonála, tú sme si na šachovnici označili
č́ıslom 1. Ďaľsou oblast’ou sú poĺıčka o jeden riadok vyššie, tých existuje 7, tak k nim ešte doplńıme poĺıčko v
poslednom riadku a st́lpci. Vieme nájst’ d’aľśıch takých 6 oblast́ı, že každé poĺıčko je v inom st́lpci a riadku. Každá
oblast’ je označená svoj́ım č́ıslom, teda poĺıčka v rovnakej oblasti sú označené rovnakým č́ıslom.

8 7 6 5 4 3 2 1

7 6 5 4 3 2 1 8

6 5 4 3 2 1 8 7

5 4 3 2 1 8 7 6

4 3 2 1 8 7 6 5

3 2 1 8 7 6 5 4

2 1 8 7 6 5 4 3

1 8 7 6 5 4 3 2
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Ak dokážeme, že aspoň v jednej oblasti musia byt’ vždy aspoň 4 superveže, tak je jasné, že sa neohrozujú, a teda
sme dokázali, čo sme chceli. To ale vyplýva z Dirichletovho prinćıpu, ktorý v našom pŕıpade hovoŕı, že ak rozdeĺıme
25 supervež́ı do ôsmich oblast́ı, tak aspoň v jednej oblasti musia byt’ aspoň štyri superveže2.

Úloha č. 6: Ivka a Baša objavili 95 kladných č́ısel. Ivka hned’ všetkých 95 č́ısel sč́ıtala a zaṕısala si výsledok. Baša
je o niečo pref́ıkaneǰsia, preto najprv všetky č́ısla menšie ako 1 nahradila jednotkou, potom všetkých 95 (už nových)
č́ısel vynásobila a k výsledku pripoč́ıtala 94. Dokážte, že Ivka nedostala väčš́ı výsledok ako Baša.

Riešenie: (opravoval Jožo)
Najskôr sa pozrime na č́ısla menšie ako 1. Tie Baša nahrádza jednotkou. Ak ich nahrad́ı aj Ivka, jej súčet sa zväčš́ı,
ale Bašin výsledok sa nezmeńı. Preto môže aj Ivka nahradit’ všetky č́ısla menšie ako 1 jednotkou. Ak dokážeme, že
vtedy nebude Ivkin výsledok väčš́ı ako Bašin, tak určite nebude ani v pŕıpade, ked’ nejaké č́ısla budú menšie ako 1.
Stač́ı nám teda uvažovat’ len č́ısla väčšie alebo rovné 1. Ak by boli všetky č́ısla jednotky, tak by obe dievčatá dostali
rovnaký výsledok (dostali by 95). Rovnako by na tom boli, aj keby jedno z nájdených č́ısel bolo väčšie ako jedna.
Ak ale skúsime viac č́ısel zväčšit’, už Baša začne dostávat’ väčšie výsledky ako Ivka. Potrebujeme sa však o našom
pozorovańı presvedčit’ a riadne ho dokázat’.
Uvažujme teda, že sme už nejaké jednotky nahradili. Označme si Ivkin výsledok ako I a Bašin výsledok ako B+94.
Pozrime sa, čo sa stane, ak jednu jednotku zväčš́ıme na č́ıslo x. Ivkin výsledok zväčš́ı o x− 1. Bašin bol pôvodne
B+ 94 a po zmene bude B ·x+ 94, teda sa zväčš́ı o B ·x−B = B · (x−1). Kedže Baša násob́ı len č́ısla väčšie alebo
rovné 1, tak aj jej súčin B bude aspoň 1. Preto x − 1 ≤ B · (x − 1) (lebo x > 1). Z toho vid́ıme, že pri zväčšeńı
jednotky na x sa Ivkin výsledok zväčš́ı najviac o tol’ko čo Bašin.
L’ubovol’ných 95 č́ısel väčš́ıch ako 1 vieme dostat’ tak, že si najprv zoberieme jednotky (pri ktorých majú dievčatá
rovnaké výsledky) a potom ich jednu po druhej zmeńıme na potrebné č́ısla. Preto po nahradeńı jednotiek bude
Ivkin výsledok väčš́ı alebo rovný Bašinmu. Ako sme už vyššie uviedli, ak by nejaké č́ısla boli menšie ako 1, tak by
to nerovnost’ zachovalo. Ukázali sme tak, že pre l’ubovol’ných 95 kladných č́ısel Ivka nedostala väčš́ı výsledok ako
Baša.

Iné riešenie:
Z rovnakého dôvodu ako v prvom riešeńı nebudeme uvažovat’ č́ısla menšie ako 1. Ak sa zamysĺıme, prečo je č́ısel
akurát 95, asi na nič rozumné nepŕıdeme. Zdá sa nám, že by tvrdenie úlohy platilo aj pre iné počty nájdených č́ısel.
Úlohu si teda zovšeobecńıme. Dievčatá našli n č́ısel väčš́ıch alebo rovných 1, ktoré si označ́ıme a1, a2, . . . , an.
Máme ukázat’, že pre ne plat́ı nerovnost’

a1 + a2 + . . .+ an ≤ a1 · a2 · . . . · an + n− 1. (1)

Túto nerovnost’ dokážeme matematickou indukciou3. Je to dobrý spôsob, ako dokazovat’ tvrdenia, ktoré závisia od
nejakého prirodzeného č́ısla n.
Pre n = 1 v nerovnosti (1) dostaneme a1 ≤ a1, čo plat́ı pre l’ubovol’né a1. Predpokladajme teraz, že nerovnost’ (1)
plat́ı pre n = k:

a1 + a2 + . . .+ ak ≤ a1 · a2 · . . . · ak + k − 1. (2)

Ukážeme, že potom nerovnost’ (1) plat́ı pre n = k + 1, teda, že plat́ı

a1 + a2 + . . .+ ak + ak+1 ≤ a1 · a2 · . . . · ak · ak+1 + k. (3)

Ak k nerovnosti (2) pripoč́ıtame na obe strany ak+1, dostaneme

a1 + a2 + . . .+ ak + ak+1 ≤ a1 · a2 · . . . · ak + ak+1 + k − 1. (4)

Dostali sme tak na l’avej strane to, čo potrebujeme. Už nám stač́ı len ukázat’ nerovnost’

a1 · a2 · . . . · ak + ak+1 + k − 1 ≤ a1 · a2 · . . . · ak · ak+1 + k. (5)

Ak si označ́ıme súčin a1 · a2 · . . . · ak ako s a odč́ıtame k, tak uvedenú nerovnost’ vieme upravit’ do prehl’adneǰsieho
tvaru

s+ ak+1 ≤ s · ak+1 + 1.

Teraz stač́ı dat’ všetky premenné na pravú stranu, ktorú l’ahko uprav́ıme na súčin 0 ≤ (s− 1) · (ak+1 − 1). Ked’že
s ≥ 1 aj ak+1 ≥ 1, tak súčin na pravej strane je isto nezáporný. Tým sme dokázali nerovnost’ (5). Nerovnost’ (3)
teraz už vyplýva z nerovnost́ı (4) a (5) (rozmyslite si to).
Matematickou indukciou sme dokázali, že nerovnost’ (1) plat́ı pre l’ubovol’né prirodzené č́ıslo n, teda plat́ı aj pre
n = 95, čo sme mali dokázat’.

2Viac o Dirichletovom prinćıpe sa môžeš doč́ıtat’ v zbierke úloh KMS (http://www.kms.sk/docs/zbierkaKMS_klikacia.pdf).
3Ak nepoznáš matematickú indukciu, môžeš si o nej preč́ıtat’ v zbierke úloh KMS (http://www.kms.sk/docs/zbierkaKMS_klikacia.

pdf).

http://www.kms.sk/docs/zbierkaKMS_klikacia.pdf
http://www.kms.sk/docs/zbierkaKMS_klikacia.pdf
http://www.kms.sk/docs/zbierkaKMS_klikacia.pdf
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Úloha č. 7: L’ubo si narysoval trojuholńık ABC a vṕısal mu kružnicu. Cez noc mu však trojuholńık niekto vygu-
moval. Teraz by chcel trojuholńık znovu narysovat’, ale nevie ako. Na papieri mu ostala kružnica k a tri priamky
a, b, c prechádzajúce jej stredom. Zostrojte pomocou prav́ıtka a kružidla4 trojuholńık ABC tak, aby jeho vrcholy
A, B, C ležali postupne na priamkach a, b, c a kružnica k bola vṕısaná do tohto trojuholńıka.

Riešenie: (opravovala Vodka)
V konštrukčných úlohách je často (= skoro vždy) dobré predstavit’ si, že už sme úlohu vyriešili, t.j. už máme
skonštruovaný trojuholńık ABC a pozriet’ sa, čo plat́ı. Označme si I stred tej vṕısanej kružnice a D, E, F body
dotyku. Vieme, že stred vṕısanej kružnice lež́ı na priesečńıku ośı uhlov. To naznačuje, že by sa nám mohli dobre
poč́ıtat’ uhly. Označme si teda štandardne uhly v trojuholńıku α, β, γ. Potom zrejme plat́ı:

|<)BIC| = 180◦ − β

2
− γ

2
= 90◦ +

α

2
.

No, lenže uhol BIC poznáme, lebo ho máme nakreslený na obrázku (je to tupý uhol, ktorý zvierajú priamky b, c.)
Preto poznáme a vieme skonštruovat’ uhol α a zrejme analogicky aj β, γ.
V tomto momente sme si vlastne uvedomili, že uhly<)BIC, <)CIA, <)AIB sú tupé, to znamená, že ked’ si zafixujeme
na ktorej strane polpriamky a lež́ı bod A, tak vieme aj na ktorých stranách polpriamok b, c ležia body B, C.
Samozrejme aj tieto polpriamky (časti b, c) by mali zvierat’ tupý uhol, no oni ho zvierajú - inak by úloha nemala
riešenie. Dostávame, tým dve možnosti, no obe sú stredovo súmerné podl’a I, takže stač́ı riešit’ jednu z nich.
Teraz by už nemal byt’ vel’ký problém zkonštruovat’ náš trojuholńık. Ciest je vel’a a niektoré sú náročneǰsie ako iné.
Najjednoduchšie ale asi je uvedomit’ si, že |<)AEI| = 90◦, ked’že E je bod dotyku. Následne si vieme z trojuholńıka
AEI dopoč́ıtat’, že

|<)AIE| = 90◦ − α

2
.

Bod E si skonštruujeme ako priesečńık kružnice k a priamky, ktorá zviera s priamkou a (v našom pŕıpade s
polpriamkou na ktorej lež́ı A) uhol dopoč́ıtaný vyššie.
Analogicky vieme zostrojit’ aj zvyšné body dotyku, po čom nie je problém zostrojit’ celý trojuholńık, lebo vieme
narysovat’ dotyčnicu ku kružnici v danom bode. Cez body D, E, F vedieme kolmice na priamky DI, EI, FI a
tie nám vytvoria trojuholńık ABC.
Nakoniec prichádza ešte jedna vel’mi dôležitá čast’ kontštrukčnej úlohy. A śıce overit’, či naša konštrukcia je dobrá.
Ak sa zamysĺıme, celý čas sme ukazovali, že ak konštrukcia existuje, tak muśı vyjst’ rovnako ako nám. Nikde sme
nedokázali, že naša konštrukcia naozaj vyhovuje. V tomto pŕıpade máme situáciu ul’ahčenú tým, že vieme (zo
zadania), že naša úloha má aspoň jedno riešenie, t.j. aspoň jeden trojuholńık existuje. A ked’že naša konštrukcia
bola jednoznačná (až na symetrickú podl’a I), tak muśı byt’ naša konštrukcia správna. To treba spomenút’ aj vo
všeobecnosti, a ak to nebudeme mat’ takto ul’ahčené tak to treba aj poriadne dokázat’.
V našom pŕıpade (ako aj vo väčšine pŕıpadov) to vôbec nie je t’ažké, lebo body F,E sme zvolili tak, aby boli osovo
súmerné podl’a priamky a (také uhly sme naniesli), a preto sa aj dotyčnice ku kružnici v bodoch E,F pretnú na
priamke a. Analogicky sa ostatné dvojice pretnú na priamkach b, c. Takže to čo sme dostali je naozaj trojuholńık
oṕısaný našej kružnici s vrcholmi na priamkach a, b, c.
Ako presne to pomocou prav́ıtka a kružidla skonštruovat’ nebudeme ukazovat’ (ved’ by sme sa uṕısali k smrti), čo
je podstatné je to, že sme využili len základné operácie, ktoré vieme (zo základnej školy :P), že sa dajú urobit’

prav́ıtkom a kružidlom. A śıce rysovanie kolmice a prenášanie uhlov. To znamená, že všetky kroky, ako boli logicky
poṕısané, sa dajú previest’ aj pomocou prav́ıtka a kružidla, len to trochu trvá.
No a na záver sa v konštrukčnej úlohe hod́ı povedat’, či a kol’ko riešeńı úloha mala, no tu je naša situácia opät’

ul’ahčená tým, že vieme, že úloha má aspoň jedno riešenie (pôvodný L’ubov trojuholńık), a teda nemuśıme riešit’

aké polohy tých 3 priamok vyhovujú. Inak vieme, že to vždy bude mat’ 2 (symetrické riešenia).

Komentár: Aby som to zhrnul, tak pri konštrukčných úlohách nezabúdajte na dôkaz správnosti konštrukcie, lebo
muśım povedat’ že riešitel’ov, ktoŕı ho mali viem spoč́ıtat’ na prstoch jednej ruky (a nie, nepotrebujem na to binárnu
sústavu). Áno bolo to teraz tak nejako nepriamo implikované zadańım, a preto som za to body nestrhával no
nespoliehajte sa na to nabudúce.

4O tom, čo presne môžete robit’ s kružidlom a prav́ıtkom, si môžete preč́ıtat’ na https://cs.wikipedia.org/wiki/Eukleidovsk%C3%

A1_konstrukce

https://cs.wikipedia.org/wiki/Eukleidovsk%C3%A1_konstrukce
https://cs.wikipedia.org/wiki/Eukleidovsk%C3%A1_konstrukce
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Úloha č. 8: Jefo už našiel svoje stratené okuliare. Teraz však stratil prirodzené č́ısla a, b, c. Pamätá si, že každé
bolo väčšie ako 1 a že pre ne platilo:

a | bc+ 1 , b | ac+ 1 , c | ab+ 1.

Pomôžte mu a nájdite všetky trojice prirodzených č́ısel (a, b, c) väčš́ıch ako 1, ktoré spĺňajú uvedené podmienky.

Riešenie: (opravovali Miki a Zajo)
Začat’ môžeme napŕıklad tým, že skúsime nejakú trojicu uhádnut’. Ked’ na žiadnu len tak nepŕıdeme, možno by sa
nám lepšie hl’adalo, ak by sa nejaké dve č́ısla rovnali.
Bez ujmy na všeobecnosti, nech a = b. Potom zo zadania vyplýva:

b|ac+ 1⇒ a|ac+ 1⇒ a|1⇒ a = 1 ∧ a > 1.

To ale nemôže nastat’ zároveň, preto sa žiadne dve z č́ısel a, b, c nerovnajú.
Vid́ıme tiež, že zadanie je symetrické5 tak si vieme povedat’, že a ≥ b ≥ c (ak by to neplatilo, tak si ich im zmeńıme
označenia tak, aby to platilo). A kedže žiadne dve z č́ısel a, b, c sa nerovnajú, tak platia dokonca ostré nerovnosti.
Hod́ı sa nám to, lebo o tých č́ıslach vieme teraz povedat’ viac a nejako ich porovnávat’.
Dané máme len delitel’nosti, žiadne rovnosti, čo môže byt’ o čosi t’ažšie. V takýchto pŕıpadoch sú väčšinou dve veci,
na ktoré sa oplat́ı d́ıvat’ a sú dôsledkami delitel’nosti. Prvá je, že muśı existovat’ prirodzené k, také že ak = bc + 1
a druhá, že a ≤ bc+ 1.
Toho sa hned’ chyt́ıme a ak = bc+ 1 uprav́ıme na

a =
bc+ 1

k
,

čo muśı byt’ celé č́ıslo. Dostali sme vyjadrenie pre a pomocou b, c, skúsme si to dosadit’ do ostatných delitel’nost́ı
a eliminovat’ tak premennú a:

b|bc+ 1

k
c+ 1 c|bc+ 1

k
b+ 1.

Prvú delitel’nost’ si vieme upravit’ nasledovne:

b|bc
2 + c

k
+ 1.

Stále v nej ale máme zlomok, čo pri delitel’nostiach nezvykne byt’ nápomocné. Hlavne preto, lebo od pravej strany
môžeme odpoč́ıtavat’/pripoč́ıtavat’ iba celoč́ıselné násobky b (nemôžeme napŕıklad odpoč́ıtat’ bc2/k, lebo nevieme či
je to celoč́ıselný násobok č́ısla b).
Zlomku sa ale môžeme zbavit’ prenásobeńım k, lebo ak b deĺı nejaké č́ıslo, tak určite deĺı aj jeho k-násobok. Hned’

na to, vieme nasadit’ vyššie spomı́nanú úpravu, odpoč́ıtame c2 násobok b.

b|bc
2 + c

k
+ 1 ⇒ b|bc2 + c+ k ⇒ b|c+ k

Z toho vieme, že b ≤ c + k. Teraz by sa nám hodilo nejakým spôsobom odhadnút’ to, čo hovoŕı táto podmienka.
Vieme totiž, že b > c, takže tie dve nerovnosti sa nám môžu zdat’ podozrivo podobné, teda že jedna nebude ovel’a
väčšia ako druhá.
Pozrime sa, aké najväčšie môže byt’ k: Z predošlého vyjadrenia ak = bc + 1, si stač́ı vš́ımnút’, že k, bude menšie
ako a, b, c.
Ak by bolo k ≥ c, tak na pravej strane násob́ıme najväčšie z č́ısel(a) nieč́ım väčš́ım ako c, zatial’ čo na pravej strane
máme výraz určite menš́ı. (b < a, c ≤ k)
Teraz už vieme určit’ horný odhad: b ≤ c+ k < 2c < 2b⇒ by = c+ k < 2b⇒ y = 1, b = c+ k.
Už máme aj informáciu o b, dosad’me ju preto do tretej delitel’nosti zo zadania:

c|ab+ 1⇒ c|bc+ 1

k
(c+ k) + 1⇒ c|

(
bc+ 1

k

)
c+ (bc+ 1) + 1⇒ c|bc+ 2⇒ c|2⇒ c = 2

Už nám stač́ı len dobojovat’, a|2b + 1 < 2a (z usporiadania a ≥ b + 1), preto muśı platit’ a = 2b + 1. Z druhej
delitel’nosti: b|2a + 1 ⇒ b|2(2b + 1) + 1 ⇒ b|4b + 3 ⇒ b|3 ⇒ b = 3. a = 2b + 1 = 2 · 3 + 1 = 7. Ked’ do zadania
dosad́ıme trojicu (7, 3, 2) zist’ujeme, že naozaj vyhovuje.
Dostávame jedinú sadu riešeńı:

(a, b, c) ∈ {(7, 3, 2), (7, 2, 3), (3, 7, 2), (3, 2, 7), (2, 7, 3), (2, 3, 7)}
5symetrické znamená, že ak navzájom vymeńıme napr. a s b, tak sa nič nezmeńı
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Najprv sme vylúčili rovnost’ a použili fintu s usporiadańım. Nakoniec je fajn si všimnút’, že v riešeńı sme správne
naskladali niekol’ko jednoduchých úprav. Využ́ıvali sme dve informácie, ktoré nám dáva delitel’nost’, násobili sme
ju celým č́ıslom a odpoč́ıtavali násobky č́ısla, ktoré má delit’ iné.

Úloha č. 9: Mǐso si ide v kuchyni vydláždit’ stenu rozmerov 2n×2n dlaždicami 1×n. Dlaždice na ňu ukladá v oboch
kolmých smeroch tak, aby sa žiadne dve neprekrývali. Ked’̌ze je šetrný, chce použit’ čo najmenej dlažd́ıc. Nechce
však, aby mu sused vyč́ıtal, že jeho stena vyzerá nedokončene. Preto muśı na ňu uložit’ dlaždice tak, aby sa žiadna
iná dlaždica 1 × n na ňu nedala uložit’ bez prekrytia inej, už uloženej dlaždice. Pre dané prirodzené č́ıslo n určte,
kol’ko najmenej dlažd́ıc na to Mǐso potrebuje.

Riešenie: (opravoval Mǐso)
Našou úlohou je naukladat’ čo najmenej dlažd́ıc tak, aby sa neprekrývali a aby sme nevedeli priložit’ d’aľsiu. Ak
n = 1, tak zrejme potrebujeme použit’ všetky 4 dlaždice. Ak n = 2, tak ich potrebujeme použit’ 6 (túto čast’

nebudeme rozoberat’, lebo pozostáva z vyskúšania možnost́ı a nepotrebuje žiaden nápad). Po chv́ıli hrania sa s
väčš́ımi n zist́ıme, že nám okrem týchto malých pŕıpadov stač́ı len 2n+ 1 dlažd́ıc. Pod’me si to poriadne dokázat’.
Najprv si ukážeme konštrukciu s 2n + 1 dlažd́ıcami. Potrebujeme do mriežky vel’kosti 2n × 2n poukladat’ 2n + 1
dlažd́ıc tak, aby sa d’aľsia už nezmestila. Urob́ıme to tak, že najprv polož́ıme jednu dlaždicu do n-tého riadku a
druhú do n + 1-vého riadku tak, aby mali obe poĺıčko v prvom st́lpci. Zaručili sme tým, aby sa nedali do prvých
n st́lpcov položit’ dlaždice vertikálne.
Následne polož́ıme jednu dlaždicu do posledného st́lpca tak, aby prekryla riadky n a n + 1. Tým sme zaručili, že
v týchto riadkoch už nemôžu byt’ horizontálne uložené žiadne d’aľsie dlaždice a tiež, že v poslednom st́lci nemôže
byt’ druhá vertikálne uložená.
V tret’om kroku ulož́ıme do všetkých riadkov okrem n + 1 a n-tého dlaždice tak, aby prekrývali st́lpce od n-tého
po 2n− 1. Tým zaruč́ıme, že sa do žiadneho riadku ani st́lpca nezmest́ı d’aľsia dlaždica.
Použili sme presne 2n + 1 dlažd́ıc – položili sme do každého riadku jednu a ešte jednu máme v poslednom st́lpci.
Žiadna d’aľsia dlaždica sa už na stenu nezmest́ı. Ukázali sme teda, že na vydláždenie nám stač́ı najviac 2n + 1
dlažd́ıc.
V druhej časti muśıme ukážat’, prečo 2n dlažd́ıc nestač́ı. Pozrime sa najprv na pŕıpad, ked’ sú všetky dlaždice
horizontálne. Ak nie je v každom riadku dlaždica, tak je niektorý riadok celý vol’ný a doňho sa (2n+ 1)-vá dlaždica
zmest́ı. Ak je v každom riadku presne jedna dlaždica, tak je bud’ nejaká dlaždica na kraji a do jej riadku sa zmest́ı
d’aľsia, alebo žiadna nie je na kraji a teda vieme na kraj položit’ dlaždicu vertikálne. Z toho vyplýva, že nech hocijako
polož́ıme 2n dlažd́ıc orientovaných jedným smerom, tak na stene je miesto aspoň na jednu d’aľsiu dlaždicu.
Predpokladajme teraz, že nie všetky dlaždice sú rovnako orientované.
Zamerajme sa najprv na dlaždice v riadkoch. Všimnime si, že ak nie je dlaždica položená v krajnom riadku, tak
na jednej strane (st́lpcovo) je medzi ňou a okrajom menej ako n vol’ných miest. Medzi ňou a týmto okrajom teda

nie je žiadna st́lpcovo orientovaná dlaždica. Avšak obd́lžnik medzi ňou a krajom má dlhšiu stranu d́lžky n (pozd́lž
dlaždice). Do každého jeho riadku sa zmest́ı aspoň jedna dlaždica a teda medzi našou prvou dlaždicou a krajom
muśı byt’ v každom riadku nejaká dlaždica.
Ked’že každá dlaždica má medzi sebou a nejakým krajom v každom riadku inú dlaždicu, tak riadky, ktoré neobsahujú
tieto dlaždice musia byt’ všetky vedl’a seba. Ak máme menej ako n+ 1 dlažd́ıc uložených horizontálne, tak ostáva
neprekrytý obd́lžnik výšky aspoň n. Ked’že už sme uložili všetky riadkové dlaždice, muśıme ho vyplnit’ st́lpcovými.
Do každého jeho st́lpca sa zmest́ı dlaždica, takže dokopy využijeme viac ako 2n.
Ak máme horizontálnych viac ako n, tak použijeme predošlú úvahu na dalždice uložené vertikálne. Ak je ich menej
ako n+ 1, tak dlažd́ıc je celkovo viac ako 2n. Ak je ich viac ako n, tak spolu s horizontálnymi máme viac ako 2n
dlažd́ıc.
Dokázali sme, že nevieme pokryt’ stenu 2n dlaždicami tak, aby sa na ňu d’aľsia nezmestila a že ak n ≥ 3, tak 2n+ 1
dlažd́ıc stač́ı. Ak n je menšie, potrebujeme 2n+ 2 dlažd́ıc.
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Úloha č. 10: Jožo sa konečne postavil král’ovi ŕı̌se geometrie – hrôzostrašnému rovnobežńıku KRAL (|KR| <
|RA|), v ktorom os uhla RKL pret́ına stranu RA v bode E. Král’ sa vyznačuje tým, že jeho úsečky LE a RA
zvierajú pravý uhol. Obzvlášt’ nebezpečný je jeho bod F , v ktorom sa pret́ınajú os uhla ALK a uhlopriečka KA.
Ostáva už len jedno – dokážte, že priamky EF a LR sú na seba kolmé.

Riešenie: (opravoval Hago)

K R

AL

EF

C

B

Prvá vec, ktorú treba pri riešeńı geometrie spravit’, je nakres-
lit’ (alebo narysovat’) si dobrý obrázok. Napŕıklad taký, ako na
obrázku.6

Šikovný riešitel’ si určite všimne, že okrem većı zo zadania som si v
ňom vyznačil ešte priesečńık ośı uhlov a nazval som ho B, a d’alej
priesečńık priamok KE a RL som označil C. Asi sa na tieto body
budem chciet’ odvolávat’.
Ked’ vid́ıme osi uhlov, mohlo by to napovedat’, že sa tam objav́ı vel’a
rovnakých uhlov. Po chv́ıl’ke hrania sa s týmito uhlami si môžeme
všimnút’, že osi uhlov rovnobežńıka sú na seba kolmé. Je tomu
tak preto, lebo uhly BKL a BLK sú polovicami dvoch rôznych
uhlov rovnobežńıka, čiže spolu majú polovicu zo 180◦, a nakol’ko
trojuhoĺık KBL muśı mat’ súčet vnútorných uhlov rovný 180◦, tak
uhol KBL bude mat’ vel’kost’ 90◦.
Potrebujeme ukázat’, že EF je kolmé na RL. Keby ste si teraz do obrázku zaznačili ten pravý uhol medzi osami a aj
ten dokazovaný pravý uhol. . . Máte? Teraz dlho kukajte. Nič? Tak ja vám teda prezrad́ım, čo ste si mali všimnút’.
Sú tam nejaké podozrivé kolmice na dve strany trojuholńıka CEL. To by asi mali byt’ výšky a F by malo byt’

ortocentrum tohto trojuholńıka.
Niekto by mohol namietat’, že o jednom z tých pravých uhlov ešte nevieme, že je pravý. Ak však ukážeme, že F je
ortocentrom, tak potom už priamka idúca z vrchola E cez ortocentrum muśı byt’ predsa výška, a tým dokážeme,
čo bolo treba dokázat’. Ako však ukázat’, že je niečo ortocentrum?
Ukážeme, že sa v ňom pret́ınajú dve výšky. Stač́ı nám teda dokázat’, že priamka CF je kolmá na priamku EL. Ešte
sme nevyužili fakt, že priamka EL je kolmá na priamku RA, tak to využime a úlohu preved’me na dokazovanie, že
priamky CF a RA sú rovnobežné. Je to rovnobežńık, takže rovnako dobre môžeme dokazovat’, že priamka CF je
rovnobežná s priamkou KL. To sa dá napŕıklad tak, že ukážeme, že body C a F sú rovnako vzdialené od priamky
KL.
Os uhla je množina bodov rovnako vzialených od ramien uhla. To znamená, že bod C je rovnako vzdialený od
úsečiek KR a LK. Podobne bod F je rovnako vzdialený od úsečiek AL a LK. Teraz dvoma rôznymi spôsobmi
spoč́ıtame obsah rozvnobežńıka, pričom budeme zamieňat’ vzdialenost’ bodu od úsečky s výškou v trojuholńıku.
Obsah rovnobežńıka je rovný dvojnásobku obsahu trojuholńıka KRL (resp. ALK), ktorý sa dá rozdelit’ na troju-
holńıky KRC a LKC (resp. ALF a LKF ), ktorých výšky z bodu C (resp. F ) sú rovnaké a súčet im prislúchajúcich
strán tvoŕı polovicu obvodu rovnobežńıka. Obsah rovnobežńıka je teda rovný polovici obvodu rovnobežńıka vynásobenej
vzdialenost’ou bodu C (resp. F) od úsečky LK.
Obsah rovnobežńıka je zjavne rovnaký, a tým pádom musia byt’ aj tie vzdialenosti, o ktorých sme sa snažili dokázat’,
že sú rovnaké.

6Vysvetĺı mi niekto, prečo sa osi zvyknú značit’ čiarkovane?



KMS 2015/2016 3. séria zimnej časti 9

Výsledková listina

kategória BETA

Por. Meno Roč. Škola κ 4 5 6 7 8 9 10 p s
∑

1. Sásik Tomáš 2. Gamča BA 4 9 9 9 9 9 9 45 135

2. Csenger Géza 3. GHS 3 9 9 9 9 9 45 116

3. Hanzely Slavomı́r 4. GJAR PO 8 9 9 9 7 4 38 103

4. Janeta Tomáš 2. GAB NO 2 9 6 9 9 33 89

5. Pajger Šimon 2. GVO ZA 4 9 6 8 9 0 32 88

6. Hrmo Šimon 4. GPár NR 4 9 3 3 8 2 25 87

6. Vǐstanová Laura 3. Gmad’ KE 3 9 9 9 9 8 3 44 87

8. Marko Alan 2. GMRŠ NZ 4 9 1 9 19 86

9. Murin Marek 4. GJH BA 8 9 9 0 3 21 78

10. Súkeńık Peter 4. GVO ZA 9 8 9 9 26 74

11. Kopfová Lenka 1. G Mendel ČR 2 9 9 9 9 9 45 72

12. Mičko Juraj 3. GPoš KE 6 5 9 14 71

13. Sládek Samuel 4. GAB NO 6 0 70

14. Tóthová Andrea 4. GJH BA 6 3 7 9 0 2 21 69

15. Dlugošová Michaela 2. GKuk PP 4 9 3 3 15 65

16. Marčeková Michaela 1. GPár NR 1 9 9 63

17. Poljovka Jakub 2. GPár NR 4 9 3 8 20 61

18. Bod́ık Juro 4. Gamča BA 9 7 4 5 16 60

19. Pivoda Tomáš 3. SJG KN 3 9 0 9 58

20. Drotár Pavol 3. GPoš KE 5 4 4 9 17 56

20. Molčan Samuel 4. GJAR PO 8 7 2 3 12 56

20. Pǐst’ák Daniel 4. GChD Praha 7 7 9 16 56

23. Marčeková Kataŕına 4. GJH BA 8 9 9 55

24. Sládeček Michal 3. GVar ZA 5 0 54

25. Švihoŕık Tomáš 2. GPár NR 4 9 3 3 1 4 20 52

26. Kopf Daniel 4. G Slez ČR 9 9 9 3 7 28 51

27. Kulla Filip 4. BiG Sučany 8 9 4 2 15 50

28. Kut’ková Sára 2. Gamča BA 4 9 5 14 48

29. Ivan Peter 2. GJH BA 4 5 3 3 0 0 11 45

30. Šuchová Martina 2. GPár NR 3 9 3 3 0 15 42

31. Bajnoková Natália 2. GCSL BA 4 9 9 36

31. Mach Jakub 3. GPoš KE 3 0 36

31. Smolárová Pauĺına 2. ŠPMNDG BA 4 0 36

31. Záhorský Ákos 2. G Šahy 3 0 36

35. Ž́ıdek Matěj 4. Frýdlant ČR 7 0 34

36. Holč́ıková Sandra 1. GCSL BA 1 6 3 9 18 33

36. Ralbovský Peter 3. GJH BA 7 0 33

38. Homola Marek 2. GJH BA 4 3 3 2 0 1 9 30

39. Porubsky Michal 4. GsvCM NR 6 0 29

40. Genči Jakub 3. GPoš KE 5 0 26

41. Choma Matej 4. Gamča BA 7 0 21

42. Onduš Peter 2. GAlej KE 4 0 20

43. Král Adam 4. GVar ZA 6 0 18

43. Pozsonyi Karol 1. GBil BA 2 3 1 1 5 18

45. Parada Matej 2. Gamča BA 4 0 16

45. Vančo Šimon 4. CGsvM SL 5 0 16

47. Kurimský Ján 4. GsvMo 6 0 15

48. Belan Pavol 2. GVar ZA 4 0 14

48. Krajmerová Barbora 4. G Šurany 6 3 2 5 14

50. Hanesz Zoltán 3. GPoš KE 5 0 9
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Por. Meno Roč. Škola κ 4 5 6 7 8 9 10 p s
∑

50. Molnár Maximilián 2. EvSŠ LM 2 0 9

52. Dendis Tomáš 5. BiG Sučany 5 0 7

53. Jarunek Maximilián 1. GLN BA 1 0 1 1 0 0 2 3

54. Dobŕık Dušan 1. GCSL BA 1 0 0

54. Dvořák Daniel 11. Trutnov ČR 11 0 0

54. Eller Peter 3. GJH BA 4 0 0

54. Pieš Adrián 6. ŠPMNDG BA 8 0 0

kategória ALFA

Por. Meno Roč. Škola κ 1 2 3 4 5 6 7 p s
∑

1. Mǐsiak Dávid 1. GJH BA 1 9 9 9 9 9 9 9 45 135

2. Krajči Samuel 1. GAlej KE 1 9 9 9 9 9 45 132

3. Kollár Pavol 1. Gamča BA 1 9 9 9 9 9 45 130

4. Poturnay Marián 1. GPdC PN 1 9 9 9 9 3 9 45 128

5. Tódová Tereza 1. GPár NR 1 9 6 9 9 3 9 42 127

6. Klein Pavol 1. GPdC PN 1 9 9 9 9 5 41 122

7. Glevitzká Štefánia 1. GVBN PD 1 9 9 9 9 9 45 115

8. Moško Matej 1. Gamča BA 1 9 9 9 9 9 45 114

8. Zubčák Matúš 1. GPár NR 1 7 9 9 9 8 42 114

10. Brezinová Viktória 1. GAlej KE 1 9 9 9 9 36 109

10. Janeta Tomáš 2. GAB NO 2 9 9 9 6 9 9 45 109

12. Molnár Michal 1. Gamča BA 1 9 9 9 9 9 45 108

13. Winczer Tobiáš 1. ŠPMNDG BA 1 9 9 9 9 3 39 107

14. Ďuračková Mária 1. GJH BA 1 9 9 9 9 36 106

15. Cinová Tatiana 1. GPár NR 1 9 8 9 9 3 2 38 104

15. Hrmo Matej 1. GPár NR 1 6 4 6 9 9 34 104

17. Rosinsky Juraj 1. I de Lancy 1 3 9 9 7 3 3 8 36 102

18. Machalová Monika 1. GJH BA 1 9 9 9 9 36 101

19. Kalašová Martina 1. GJH BA 1 9 6 9 9 33 100

20. Kebis Pavol 1. G PK 1 9 7 9 9 4 4 38 97

21. Csenger Géza 3. GHS 3 9 9 9 9 36 96

22. Královič Tomáš 1. GPár NR 1 4 5 7 9 3 28 94

22. Marčeková Michaela 1. GPár NR 1 9 9 18 94

24. Benková Nina 1. GPdC PN 1 9 5 6 9 3 32 93

25. Števko Martin 1. GAlej KE 1 9 9 9 9 9 9 9 45 90

26. Findra Michal 1. GDT PP 1 8 1 6 2 2 9 27 88

27. Ondovč́ıková Lucia 1. G Modra 1 1 6 7 3 2 6 24 87

28. Hečko Michal 1. GPOH DK 1 7 8 9 7 31 84

29. Belák Tomáš 1. GAV LV 1 5 9 3 3 20 83

29. Jóža Bohdan 1. GJH BA 1 9 3 9 3 2 26 83

29. Studeničová Kataŕına 2. GPOH DK 2 8 5 9 3 6 9 37 83

32. Dujava Jonáš 1. SPŠE Prešov 1 9 5 9 3 26 81

32. Pieš Dávid 1. ŠPMNDG BA 1 9 4 5 9 3 30 81

34. Oravkin Richard 1. 1SG BA 1 9 9 9 3 30 75

35. Baláž Lukáš 1. G Bánovce 1 9 9 69

36. Kopunec Matúš 2. GL’Š TN 2 0 68

36. Vǐstanová Laura 3. Gmad’ KE 3 9 9 9 9 36 68

38. Galikova Kristina 1. SúkG Česká 1 9 4 5 3 21 65

39. Kopfová Lenka 1. G Mendel ČR 2 9 9 9 9 9 45 63

40. Holč́ıková Sandra 1. GCSL BA 1 6 1 9 6 3 9 33 60

41. Portašiková Jasmı́na 1. GVar ZA 1 9 9 1 3 22 59

42. Pisoňová Karoĺına 1. G Bánovce 1 9 9 18 58

43. Mráz Michal 1. ŠPMNDG BA 1 5 8 9 3 3 28 54
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Por. Meno Roč. Škola κ 1 2 3 4 5 6 7 p s
∑

44. Pivoda Tomáš 3. SJG KN 3 9 0 9 51

45. Lacko Dávid 1. GPOH DK 1 9 5 14 50

46. Feketeová Viola 1. GBST LC 1 9 1 1 1 2 1 0 14 44

47. Šuchová Martina 2. GPár NR 3 9 3 3 15 43

48. Izsóf Ottó 3. SJG KN 3 1 9 0 10 40

48. Kňaze Gabriel 1. GJCh BR 1 7 1 1 9 40

50. Č́ıž Jozef 1. GJH BA 1 0 38

51. Rajńıková Mária 3. GL’Š TN 3 0 36

52. Calvo Natália 1. GPár NR 1 3 7 4 1 3 1 18 34

52. Pozsonyi Karol 1. GBil BA 2 9 3 1 13 34

54. Častuĺıková Kataŕına 2. 1SG BA 3 7 2 1 10 31

54. Molnár Maximilián 2. EvSŠ LM 2 0 31

56. Barusová Ema 1. GPár NR 1 0 28

56. Mihál’ Filip 1. Gym RS 1 0 28

58. Mach Jakub 3. GPoš KE 3 0 27

58. Prokopová Tereza 1. GJH BA 1 5 7 12 27

58. Záhorský Ákos 2. G Šahy 3 0 27

61. Majer Matúš 1. ŠPMNDG BA 1 0 25

62. Letovanec Ján 1. Gamča BA 1 0 19

63. Budaj L’ubor 2. BiG Sučany 2 0 18

64. Bederka Andrej 1. ŠPMNDG BA 1 6 1 5 3 2 1 17 17

65. Belejová Sára 2. GPH MI 2 0 16

66. Šánta Adam 1. GJH BA 1 0 13

67. Kubinec Ondrej 1. G PK 1 0 11

68. Dobŕık Dušan 1. GCSL BA 1 0 9

68. Ghirbaková Karin 1. Gamča BA 1 0 9

68. Jarunek Maximilián 1. GLN BA 1 0 1 1 0 1 1 0 4 9

68. Skala Daniel 1. GCSL BA 1 0 9

68. Skopalová Kataŕına 2. GPH MI 2 0 9

73. Jakub́ıková Hana 1. GCSL BA 1 0 7

73. Novota Matej 1. SŠsvFA 1 0 7

73. Sadovská Jana 2. ŠPMNDG BA 3 0 7

76. Kurimský Frantǐsek 2. GsvM PO 2 0 5

77. Beňo Roman 3. GJH BA 3 0 0

77. Čičová Kataŕına 3. GMRŠ NM 3 0 0

77. Ďurina Marián 2. G Šurany 2 0 0

77. Kissová Dominika 1. G Šurany 1 0 0

77. Novosedliaková Lea 3. GJL MT 3 0 0

77. Porges Eduard 2. GJH BA 2 0 0

77. Sadovská Jana 2. ŠPMNDG BA 2 0 0

77. Stroka Martin 2. GŠkol PB 2 0 0

77. Tóthová Natália 2. GAlej KE 3 0 0

77. Valová Alena 3. GJL MT 3 0 0


