Zadania 2. série letnej ¢asti KMS 2005/2006
Kategoria ALFA

Uloha é. 1:

Dan4 je tusecka AB. Navrhnite prirodzené ¢islo n a rozmiestnenie bodov X7, X, ..., X,, na tsetke AB tak, aby
bol stcet dlzok polkruznic s priemermi AX;, X1 X, ..., X,,B ¢o najmensi.

Uloha ¢&. 2:

Na obrazku je nakresleny stvorec ABC'D. Body X a Y st stredy stran BC a C'D. Porovnajte obsahy dvoch tmavych
utvarov.

Uloha ¢&. 3: D Y c
Majme obdlznik ABCD. Nech E a F oznacuji postupne stredy jeho stran AD a CD.
Priesecnik tseciek AF a EC ozna¢me G. Dokazte, ze uhly CGF a F'BE maja rovnaki
velkost.

Uloha ¢. 4:

Dané st dva rovnobezniky ABCD a EFGH, pricom bod D je totozny s bodom H, bod
FE lezi na strane AB a bod C' lezi na strane F'G. Dokazte, ze obsahy tychto rovnobeznikov
st rovnaké. A B

Uloha ¢&. 5:

Paviik si chce poprezerat bo¢né steny pyramidy so Stvorcovou podstavou a boénymi stenami v tvare rovnostrannych
trojuholnikov. Svoju pif zacina zo stredu boc¢nej steny a chce navstivit stredy vSetkych ostatnych bocénych stien
tak, aby presiel najkratsiu trasu, pri¢om sa moze pohybovat iba po povrchu pyramidy. Ako to mé spravit a aké
dlhé bude jeho trasa, ak vieme, ze dlzka kazdej hrany pyramidy je 2 cm? Nezabudnite dokéazaf, Ze trasa, ktort
chcete pavikovi poradif, je naozaj najkratsia.

Uloha ¢&. 6:

Na velkono¢nom obruse je uz s predstihom nakresleny konvexny Stvoruholnik ABCD. Bod M je stred strany AB
abod N je stred strany CD. Velkono¢ny zajacik si (tiez s predstihom) v§imol, ze tse¢ka M N rozdelila $tvoruholnik
ABCD na dve ¢asti s rovnakym obsahom. Dokézte, ze ABCD je lichobeznik.

Uloha ¢&. 7:
Zistite a zdovodnite, & mozu v rovine lezat tri body A, B, C tak, ze plati |AC|? + |BC|? = |AB|?/2. Ak éno, zistite
¢o najviac o vzajomnej polohe takychto troch bodov.

Kategoria BETA
Ulohy ¢islo 5, 6, 7 st rovnaké ako v kategérii ALFA.

Uloha ¢&. 8:

Kruznice ki, ko sa zvonka dotykaji v bode D. Priamka p sa dotyka kruznic ki, k2 po rade v (rdznych) bodoch
A, B. Usetka AC je priemerom kruznice k;. Priamka ¢ prechadza cez bod C' a dotyka sa kruznice ko v bode E.
Dokazte, ze trojuholnik AC'E je rovnoramenny.

Uloha ¢&.9:

Picasso namaloval na velké platno okrem niekolkych kociek aj dva trojuholniky, ABC a KLM. Odvtedy vsak
uz par rockov uplynulo, obraz podlahol zubu ¢asu a z povodnych trojuholnikov ostali len niektoré body: stred
strany BC' oznaeny Spc, bod A, prieseénik vySok trojuholnika ABC oznacéeny V', stred S kruZnice vpisanej do
trojuholnika K LM a prieseéniky osi uhlov M KL a KLM s protilahlymi stranami trojuholnika K LM . Dokazete
zrekon§truovat tieto trojuholniky? Mizeum vam poskytne pravitko, kruzidlo a ceruzku. Akykolvek iny néstroj by
mohol obraz poskodit, preto ho nesmiete pouZit.

Uloha ¢.10:
Vnutri strany AC' trojuholnika ABC' lezi bod D taky, ze |AB| = |CD| a uhly ACB a ABD maju rovnaka velkost.
Os uhla CAB pretina stranu BC' v bode E. Dokézte, ze priamky AB a DFE st rovnobezné.



Uloha ¢&.11:

Nech ABCD je konvexny $tvoruholnik. Ozna¢me v tomto poradi A’, B, C’, D’ obrazy bodov A, B, C, D v osovych
stimernostiach podla tej uhlopriecky, na ktorej nelezia. Dokazte nasledujice tvrdenia:

a) Ak ABCD je lichobeznik a A’B'C'D’ je $tvoruholnik, tak A’B’C’'D’ je tiez lichobeznik.

b) Ak S je obsah $tvoruholnika ABCD a S’ je obsah Stvoruholnika uréeného bodmi A’, B, C’, D’, tak S’ < 3S.

Kategoria GAMA
Ulohy ¢islo 10 a 11 st rovnaké ako v kategérii BETA.

Uloha ¢&. 12:

Nech M je mnozina slov dlzky n nad k-prvkovou abecedou {ai, as,...,a;} taka, Ze kazdé dve slovd z M sa lisia
na asponl dvoch miestach. Ndjdite maximalnu moznua velkost takejto mnoziny M.

Pozndmka: Slovo je kone¢né postupnost prvkov abecedy.

Uloha ¢&. 13:
Bod P je vnatornym bodom daného pravidelného mnohouholnika A; As ... A,,. Stredy stran A; As, AsAs, ..., A Aq
oznacime v tomto poradi My, M, ..., M,. Dokazte, Ze

Zn: \PA;| > i|PMZ-| > cos (%) i|PAi|.
=1 =1 =1

Kedy nastéva rovnost? Skuste najst o najlepsi dolny a horny odhad pomeru ', |PM,;| / S| PA;

Uloha ¢&.14:

Neznamy dobrodinec ndm daroval n bielych maciatok leziacich v kruhu, prirodzené ¢islo m a nasledovnu hru.
Zacneme pocitat madiatka od prvého a ked napoditame do m, presne m-té maciatko v poradi zafarbime na fialovo.
Pokracujeme podobne ako predtym: za¢neme pocitat od nasledujaceho (((m + 1) mod n)-tého :) maciatka, pri¢om
fialové maciatka uz nepocitame, a ked napocitame do m, doty¢né maciatko zafarbime. Takto postupujeme, az kym
neostane posledné nezafarbené maciatko. Jedno biele maéiatko si chceme nechat, ale musime dopredu, pred zadatim
farbenia, povedat, ktoré. Zjavne teda nie je jedno, ktoré maciatko si vyberieme, pretoze ho chceme maft biele a nie
zafarbené na fialovo.

a) Majme v kruhu 2n maciatok, prvych n st macicky a druhych n st kocurikovia. Vieme zvolit také m, Ze najprv
zafarbime vsetkych kocurikov?

b) Majme n madiatok, ktoré uz lezia v kruhu. Maciatko, ktoré sme si vybrali, je na p-tom mieste. Vieme zvolit m
tak, ze maciatko, ktoré sme si vybrali, ostane posledné?
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