Zadania 3. série zimnej ¢asti KMS 2005/2006
Kategdria ALFA

Uloha ¢&. 1:
Rozdelte dva zhodné pravidelné sestuholniky spolu na Sest Casti tak, aby ste z tychto ¢asti vedeli poskladat rovno-
stranny trojuholnik (bez medzier alebo prienikov tychto ¢asti).

Uloha ¢&. 2:

Daleko-predaleko, v krajine ptisti a stromov, 7il si stastne kmefi beduinov na ¢ele s na¢elnikom Omarom. Omar bol
mudry a spravodlivy nécelnik, preto sa rozhodol vysporiadat sa aj s kradezou slona, ktoré sa jedného diia v kmeni
odohrala. N4jst zlodeja nebolo fazké, ale na velké prekvapenie vSetkych bolo tazké néjst majitela slona. Vedelo
sa, ze slon patri jednému z trojice Ahmed, Mehak a Zafir, pricom je vSeobecne zname, Ze kazdy z nich bud vzdy
klame, alebo vzdy hovori pravdu. Tito traja muzi predniesli pred Omarom nasledujice vyroky:

Ahmed: ,,Slon patri Zafirovi.“

Mehak: ,Mdj slon to nie je.“

Zafir: ,,Aspon dvaja z nas klamu.*

Z tychto vyrokov Omar, aj napriek svojej velkej midrosti, nemohol urcit, komu slon patri. To ho trochu nahnevalo,
a tak povedal: ,,No tak, komu z vés slon naozaj patri?“ Zafir mu odpovedal a odpovedou bolo meno jedného z nich,
teda jedno z mien Ahmed, Mehak a Zafir. Potom uz Omar vedel, komu slon patri. Viete to uz aj vy?

Uloha ¢&. 3:

Je zndme, Ze Stvorec (druhd mocnina) kazdého neparneho prirodzeného éisla déva po deleni ¢islom 2 zvysok 1.

a) Bude tento zvySok rovny 1 aj po deleni jednotlivymi ¢islami 4, 8, 16, resp. 327

b) Vezmime Iubovolné prirodzené éislo, ktoré nie je delitelné ¢islom 3. Bude jeho $tvorec po deleni ¢islom 3 dévat
zvySok 17 Aké zvysky bude davat po deleni ¢islom 97

Uloha ¢&. 4:
Danka mala v zoSite napisané tri rézne nenulové cifry. Vytvorila z nich vSetky mozné trojciferné ¢isla a tie scitala.
Vyslo jej ¢islo 2125. Neskor si uvedomila, Ze jedno z trojcifernych éisel zabudla pripoé¢itat. Ktoré to bolo?

Uloha ¢&. 5:

Kde bolo, tam bolo, bola raz jedna krajina. V tejto krajine si zili dievéatd a chlapci, a zili si Stastne, pretoze
kazdy mal aspon jedného kamarata. Jedného diia sa deti rozhodli, Ze sa zabavia, a preto usporiadaju dve sttaze:
volejbalovy turnaj a matematick olympiddu. Pochopitelne, %e obe stfaZe sa uskutoc¢nili presne v ten isty cas.
Vsetkym defom sa sice pacili obe sutaze, ale kazdy sa zucastnil prave jednej z nich. ,Nuz, nevadi,“ povedali si
deti a pretoze st zvedavé, dodali: ,,Poprosim teda niektorého zo svojich kamaratov, aby mi prezradil, ako bolo na
druhej sufazi.“

Vasou tlohou je dokézat, Ze deti sa mohli rozdelit na obe stfaze tak, aby kazdé z nich malo kamarata na druhej
sutazi (teda na tej, ktorej sa neztcastnilo).

Uloha ¢&. 6:

Nech z, y, z st Tubovolné reélne ¢isla.

a) Dokéazte, ze ak plati y <1 <z, tak plati aj zy+1 < x + y;

b) Ak st splnené vsetky tri predpoklady 1<z, y<z a y+z<xz+1, tak plati y <.

Uloha ¢&. 7:

Okolo ohia sedi n+1 psov (n > 1). Jeden z nich je bankar a ma n kariet, ostatni nemaja ani jednu kartu. V jednom
kroku zvolime dvoch psov A a B (nie nutne rdznych), z ktorych kazdy méa aspoii jednu kartu a spolu maji aspon
dve. Zoberieme jednu kartu od psa A a dame ju jednému zo susedov psa B a zoberieme jednu kartu od psa B a
dame ju jednému zo susedov psa A. Pre ktoré n sa po sérii vhodnych krokov mozeme dostat do situacie, ze kazdy
pes okrem bankara mé jednu kartu?

Kategoria BETA
Ulohy ¢&islo 5, 6, 7 st rovnaké ako v kategérii ALFA.

Uloha ¢&. 8:
Graf funkcie f : R — R mé& dva stredy symetrie. Dokézte, Ze funkcia f sa d4 napisat ako stacet linedrnej a periodickej
funkcie.

Uloha &.9:
Nech m, n st kladné celé ¢isla. Dokéazte, ze éislo 5™ + 5™ sa dé napisat ako sicet dvoch $tvorcov préve vtedy, ked
je ¢islo m — n parne.

Uloha ¢.10:
Pre realne &isla a, b, ¢ plati a + b + ¢ = 0. Dokézte, ze potom plati nerovnost

a’b? + b2 + 2a® + 3 > 6abe.



Uloha ¢&.11:
Nech {a,, }°2; je postupnost s pociatoénymi ¢lenmi a1 = 1, as = 4, a3 = 15 a s predpisom

an = 15a,_o —4a,_3 pre n > 4.

Dokazte, ze ak je a, prvocislo, tak aj n je prvocislo.

Kategoria GAMA
Ulohy ¢&islo 10 a 11 st rovnaké ako v kategérii BETA.

Uloha ¢.12:
Nech M je mnozina slov dizky n nad k-prvkovou abecedou {a1,as,...,a;} taka, ze kazdé dve slova z M sa lisia
na aspon dvoch miestach. Ndjdite maximalnu mozni velkost takejto mnoziny M.

Pozndmka: Slovo je koneéné postupnost prvkov abecedy.

Uloha ¢.13:

a) (3 body) Dand je priamka a na nej mn + 1 tseéiek. Dokazte, ze medzi tymito tseckami existuje m + 1 navzdjom
disjunktnych tseciek alebo n + 1 tseciek, ktoré maju spolo¢ny bod.

b) (4 body) Nech P je lubovolnym (ale pevnym) vnitornym bodom daného pravidelného mnohouholnika A; As ... A4,,.
Stredy stran A; As, A3 As, ..., A, A1 oznaéme postupne My, Ma, ..., M,. Dokéazte, ze

n n
T
PM,| > (7) PA,|.
;:1 | | > cos . ;:1 |PA|

Zistite, kedy nastéva rovnost.

Uloha ¢&.14:
Trojuholnik ABC je taznicami rozdeleny na Sest mensich trojuholnikov. DokézZte, Ze stredy kruznic opisanych tymto
Siestim trojuholnikom lezia na jednej kruznici.

Akadémia a Klub Trojstenu.
Dalsia ¢ast obltibenej Akadémie Trojstenu, nasledovanej Klubom Trojstenu, sa uskutoéni 16., resp. 17. decembra
2005. Blizsie informdcie hladajte na naSej internetovej stranke www.kms. sk, pozvanku vam posleme so vzorovymi
rieseniami druhej série. Nezabudajte, ze uz sa na vas tesime.

Termin odoslania rieseni: 5. decembra 2005 (pre zahranicie 2. decembra 2005 )
Nasa adresa: KMS, OATC KAGDM FMFI UK, Mlynska dolina, 842 48 Bratislava www.kms . sk



