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Zadania 1. série letnej casti KMS 2008/2009
Kategoria ALFA

Uloha ¢&.1:

Lenka si vo svojom obliibenom ¢asopise vsimla zaujimavi sttaz. Ulohou bolo uhadnut pifpismenové slovo. K dis-
pozicii mame zoznam slov. Ku kazdému z tychto slov je priradené ¢islo. Toto ¢islo udava pocet pozicii, na ktorych
sa hladané slovo zhoduje so slovom v zozname. Napriklad, keby hladané slovo bolo KRAVA, tak slovo KARTA
ma v zozname ¢islo 2. Zoznam pre hladané slovo: PASTA - 2, PANAK - 2, PRSTY - 1, PLECE - 1, DVERE - 2,
PADAK - 1.

Lenka tlohu spravne vyriesila a nasla vSetky riesenia. Dokazete to aj vy? (Nezabudnite ukéazat, Ze iné rieSenia ako
tie Co ste nasli neexistuja.)

Uloha ¢&. 2:

Styri manzelské pary sa rozhodli usporiadat tenisovy turnaj v zmiesanej Stvorhre (to znamen4, 7e proti sebe hraji
dva zmieSané péary). Aby predisli hadkam, dohodli sa, Ze nikdy nebudt na ihrisku stéasne obaja manzelia z toho
istého pédru, ani ako spoluhradi, ani ako stuperi. Aby sa nikto velmi neunavil, v jeden den hral kazdy najviac jeden
zdpas. A aby to bolo uplne spravodlivé, zahrali kazdé dve dvojice, ktoré mohli hrat proti sebe, prave jeden zapas.
Za kolko najmenej dni mohli odohrat takyto turnaj?

Uloha ¢&. 3:

Dvaja hraci hraja hru podobni piskvorkdm. Hra sa na planiku 3 x 3, teda na velkom Stvorci rozdelenom na devit
malych. Hraéi sa v tahoch pravidelne striedaja. Tah spo¢iva v tom, Ze hra¢ na hraci plan nakresli krazok, alebo
krizik (v kazdom tahu si moZe vybrat Tubovolny z nich). Vyhrava ten, po koho tahu budi na planiku tri rovnaké
symboly v jednom rade, stipci, alebo na uhlopriecke (ako v piskvorkach). Existuje postup, ktory zaruéi jednému
z hracov vyhru?

Uloha ¢. 4:

Napi$me si ¢isla 1,2, ..., n v lubovolnom poradi, kazdé prave raz. Prvé z nich ozna¢me a1, druhé as a takto postupne
a7 po posledné, ktoré oznacime a,. Dokézte, ze ak n je neparne, tak potom st¢in (a; —1)(az—2)(az—3) - - (an—n)
je parne cislo.

Uloha &. 5:

Kika méa vrece plné &isel. St to &isla tvaru 3%, kde k je nezaporné celé ¢islo (teda aj nula). Jej oblibené éisla si
vSetky €isla z vreca a dalej tie, ktoré si saé¢tom niekolkych roznych éisel z vreca. Okrem nich este ¢islo 35. Ktoré
je Kikino

a) 26. najmensie oblibené ¢islo?

b) 2009. najmensie obltbené ¢islo?

Uloha ¢&. 6:

Na vecierku ziadny chlapec netancoval s kazdou diev¢inou, ale kazdé dievéa tancovalo asponi s jednym chlapcom.
Dokézte, ze existuju také dva pary C'D a C'D’, ktoré spolu tancovali, a pritom C netancoval s D’ a C’ netancoval
s D. Vieme pritom, Ze na vecierku sa ztcastnili aspon dve dievéata a asponl dvaja chlapci.

Uloha &.7:
N&jdite vSetky prirodzené ¢isla, ktoré si rovné tretine druhej mocniny suctu svojich ¢islic.

Kategoria BETA
Ulohy ¢&islo 5, 6, 7 st rovnaké ako v kategérii ALFA.

Uloha ¢&. 8:

Katka minule pocula o novej logickej tllohe a chce sa o fiu s ostatnymi podelit. Nech n je O
nejaké prirodzené ¢éislo. V tlohe je n(n + 1)/2 farebnych krazkov. Kazdy krazok je z jednej o O
strany biely a z druhej strany ¢ierny. Krizky st na zaciatku rozlozené do trojuholnika tak ako o o o

na obrézku (pripad pre n = 4). Na zadiatku je niektory z krazkov otofeny ¢iernou stranou
nahor, ostatné st otocené bielou stranou nahor (na obrazku sme si zvolili lubovolny ako
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¢ierny). V kazdom fahu je moZné si vybrat dva susedné kruzky a otoéit naopak vSetky kriazky na priamke, ktort
tieto dva krizky uréuju (mysli sa priamka uréend spojenim stredov tychto krizkov). Treba zistit, pre ktoré n a pre
ktoru zafiatoéni polohu (polohu ¢ierneho krizka na zacdiatku) sa daja vSetky krizky otoéit ¢iernou stranou nahor
po koneénom pocte tahov.

Uloha ¢&.9:
Nech n je prirodzené d¢islo, ktoré je aspon 3. Nech A, As, ... , A, st navzijom rozne podmnoZiny mnoZiny
{1,2,...,n}. Dokazte, ze vzdy existuje x € {1,2,...,n} také, ze ked z kazdej mnoziny A;, As, ... , A, odoberieme

x, tak novovzniknuté mnoZziny s tiez navzajom rozne. (Ak sa z v niektorej z mnozin nenachadza, tak tdto mnozina
ostane rovnaka.)

Uloha ¢&.10:

Bus mé rad modré skrinky. V kazdej modrej skrinke sa nachadza niekolko réznych prirodzenych éisel. Bus povazuje
modru skrinku za $pecidlnu, ak z nej vieme vybrat Sest prirodzenych ¢isel, ktorych sucet je delitelny Siestimi.

a) Najdite modru skrinku, takd Ze obsahuje desat ¢isel a nie je Specidlna.

b) Ukazte, Ze kazda modra skrinka s jedendstimi ¢islami je Specidlna.

Uloha ¢&.11:
Ist4 organizicia ma n ¢lenov a n + 1 trojélennych vyborov (n > 5), z ktorych Ziadne dva nemajui troch rovnakych
¢lenov. Dokézte, ze vzdy vieme najst dvojicu vyborov, ktoré maju spoloéného préave jedného ¢lena.

Kategoria GAMA
Ulohy ¢islo 10 a 11 st rovnaké ako v kategérii BETA a plati pre ne termin odoslania kategérie BETA.

Uloha &.12:

Do stvoréekov nekoneéného stvoréekového papiera st vpisané redlne ¢isla. Dané st dve Sablény zlozené z konecného
poétu stvorcekov. Tieto Sablény moézeme postvat pozdlz ¢iar na Stvoréekovom papieri, nemenime viak ich orientéciu.
Vieme, ze ak prva Sablénu prilozime na Tubovolné miesto, stidet ¢isel na polickach, ktoré zakryva, bude kladny.
Dokazte, ze existuje také umiestnenie druhej Sablony, ze sticet ¢isel na polickach, ktoré zakryva, je tiez kladny.

Uloha &.13:

Do polynému z'° + agz® + agz® + --- + ajx + 1 dvaja hradi striedavo dopliiaji redlne koeficienty. Ak nakoniec
polyném nema ziadny realny koren, vyhrava prvy hrac¢. Inak vyhra druhy hrac. Pre ktorého hraca existuje vyherna
stratégia? PopiSte ju. (Prvy hraé¢ zacina.)

Uloha &. 14:

Na zjazde matematikov sa stretlo 12k tcastnikov a kazdy z nich sa pozdravil s prave 3k + 6 inymi matematikmi.
Pre kazda dvojicu zucastnenych je pocet Tudi, ktori pozdravili oboch, rovnaky. Kolko Iudi sa stretlo na zjazde?
(Pozdravovanie je symetrické.) Pre tento pocet popiste pripad, kedy tato situdcia nastéva.

Odportcand literatiira

Vsetkym zdujemcom o samostatné stidium déavame do pozornosti archiv KMS s adresou www.kms.sk/archiv.
Mozete tam néjst zadania aj vzorové rieSenia tuloh, ktoré sa doteraz v KMS vyskytli. Pri rieSeni tychto tloh
a Citani vzorovych rieSeni sa isto naucite a dozviete mnoho zaujimavého. DalSie zaujimavé stranky su tiez:

www.cut-the-knot.org

www.cbel.com/math recreations

Kategéria ALFA, BETA: Termin odoslania rieseni je 23. februéara 2009 (pre zahranicie 20. februédra 2009).
Kategéria GAMA: Termin odoslania rieseni je 26. februara 2009.
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