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Zadania 3. série letnej ¢asti KMS 2009/2010
Kategoria ALFA

Uloha ¢&. 1:

Mravéekovia nasli véera na like cisla 1 az 50. Vybrali si z nich 25 ¢isel a odniesli ich do mraveniska. Dnes nasli
na luke ¢isla 51 az 100 a z nich si tiez vybrali 25 ¢isel a odniesli do mraveniska. Doma zistili, Ze medzi ziadnymi
dvoma ¢islami v mravenisku nie je rozdiel 50, a Ze ziadne dve ¢isla nie st rovnaké. Zistite, aky moze byt stcet ¢isel,
ktoré si doniesli do mraveniska.

Uloha ¢&. 2:
Husenica dostala tri redlne ¢isla a, b, c. Spravila z nich tri nové ¢isla

a—b+2010, b—c+2010, c—a-+2010.

Zistila, Ze tieto nové &isla tvoria trojicu po sebe idicich celych éisel (mozno v inom poradi, ako st napisané). Ktoré
tri po sebe iduce ¢isla to mozu byt? Najdite vSetky riesenia.

Uloha ¢&. 3:

Majme tri prirodzené ¢isla. Pre kazda dvojicu z nich urobime rozdiel ich sa¢inu a stuétu (od stcinu odéitame ich
sucet). Pre jednu dvojicu vyjde kladny, pre druhi zdporny. Uréte, ¢ vyjde tento rozdiel pre tretiu dvojicu kladny
alebo zaporny. Svoju odpoved zdovodnite.

Uloha ¢&. 4:

V miestnosti KMS na stole lezi 2002 kariet o¢islovanych od 1 po 2002 (kazdé ¢islo je pouzité presne raz). Svab
a pavuk s kartami hraju hru. Pavik zacina. Striedavo si bert karty, az kym sa vsetky karty na stole neminta. Na
konci hry si kazdy spocita sucet ¢isel na vSetkych kartach, ktoré si zobral. Vyhrava ten, ktorého stcet ma na mieste
jednotiek vyssiu cifru. Moze $vab alebo pavik hrat tak, aby urcite vyhral? Ak 4no, ako? Nezabudnite svoje tvrdenie
poriadne dokédzat.

Uloha ¢&. 5:

Luény konik Ferko pise test, ktory sa sklada z 30 otazok. V kazdej otazke st dve moznosti A a B, z ktorych je vzdy
spravna prave jedna. Presibané lienka mu poradila, Ze podet otdzok so spravnou odpovedou A nie je 15. Ferko mé
niekolko pokusov na to, aby napisal test iplne spravne. Pri kazdom teste Ferko musi odpovedaf na vsetky otézky.
Po kazdom odovzdanom teste sa dozvie, na kolko otdzok odpovedal spravne. Nevie vSak, ktoré to si.

a) Ako m4 Ferko odpovedat na otazky, aby vyplnil test bezchybne na 31. pokus?
b) Ako mé Ferko odpovedaf na otézky, aby vyplnil test bezchybne na 30. pokus?

V dlohéch a) i b) popiSte postup, ktorym Ferko zisti, ako méa odpovedat pri 30. resp. 31. pokuse.
Pomécka: Po kazdom odovzdanom teste sa Ferko dozvie nejakii dalsiu informéciu o teste, ktord moze vyuzit pri
dalSom pokuse.

Uloha &. 6:
Uréte, pre ktoré dvojice prirodzenych é&isel z, y plati rovnost 14 21 +22 +23 ... 4 2% = 3V,

Uloha ¢&. 7:
Na kruznici je rovhomerne rozmiestnenych 20 jednotiek a 30 dvojok tak, Ze ziadne tri po sebe idtce ¢isla nie st
vietky rovnaké. Najdite sucet stéinov vetkych trojic po sebe iducich ¢éisel. (Takychto stéinov je 50.)

Kategoria BETA
Ulohy ¢islo 5, 6, 7 st rovnaké ako v kategérii ALFA.

Uloha ¢&. 8:

Nech n a m st prirodzené ¢isla. Predstavme si, Ze mame v lese nekoneéne velkt $achovnicu. Sachova figiirka rohdc sa
v jednom tahu pohne najprv o n poli¢ok vodorovne alebo zvislo a potom o m poli¢ok v kolmom smere. Sko¢i vlastne
v tvare pismena L. Roh&é skdce lubovolne po Sachovnici a nikdy ho to neomrzi. Dokézte, Ze nekoneénii Sachovnicu
vieme ofarbif ¢iernou a bielou farbou tak, Ze roha¢ po kazdom fahu zmeni farbu svojho policka. Zdovodnite toto
tvrdenie pre lubovolné prirodzené ¢isla m a n.
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Uloha &.9:
Kladné realne ¢isla z, y, z spliiaji vztah

1 1 1 1

2l sl T2yl Y

Dokéazte, ze potom plati
1 1 1 1

<
m3+2+y3+2+z3+2 3

Uloha ¢. 10:

Na realnej ¢iselnej osi mame danych n uzavretych intervalov, pricom n > 2. Pre prirodzené ¢islo k plati 2 < k < n.
Medzi kazdymi k intervalmi (z danych n intervalov) vieme najst dva s neprazdnym prienikom. Dokazte, Ze vieme
zvolit k — 1 redlnych ¢&isel tak, aby kazdy z danych n intervalov obsahoval asponi jedno zo zvolenych éisel.

Uloha ¢&.11:

Prirodzené ¢islo b je vicsie ako jedna. Pre kladné redlne ¢islo a plati 1/a + 1/b > 1. Dokézte, Ze nekoneénd
postupnost ¢isel |a], |2a], |3a], ... obsahuje nekonecne vela celo¢iselnych mocnin ¢isla b.

Poznamka: |z] predstavuje tzv. dolnt celt ¢ast z x, t. j. najvicsie celé ¢islo a s vlastnostou a < .

Kategoria GAMA
Ulohy ¢islo 10 a 11 st rovnaké ako v kategérii BETA a plati pre ne termin odoslania kategérie BETA.
Najuspesnejsi riesitelia kategérie GAMA za cely rok budii odmeneni hodnotnou knihou podla vlastného vyberu.

Uloha ¢&.12:

Na obréazku je nakreslenych 2n + 1 priamok tak, Ze ziadne dve z nich nie st rovnobezné, ziadne dve nie st na seba
kolmé a ziadne tri neprechddzaji jednym bodom. Najviac kolko ostrouhlych trojuholnikov (v zavislosti od n) moze
byt na obrazku?

Uloha ¢&. 13:
Postupnost (a,)%2 ; je definovana rekurentne vztahmi

a1 = 20,
as = 30,

An+2 = 3Ap41 — apn Pre n > 1.

N3ajdite vSetky n, pre ktoré je 1 + 5a,a,11 Stvorcom prirodzeného €isla.

Uloha ¢. 14:

Dany je kosostvorec ABCD s vpisanou kruznicou k. Vnutri uhla BAD mimo kosostvorca ABCD lezi bod P.
Rovnobezka s priamkou C'D prechadzajica bodom P pretina priamku BC v bode K, rovnobezka s priamkou BC
prechadzajica bodom P pretina priamku C'D v bode L. Uvazujme z bodov K a L doty¢nice ku kruznici k roézne
od priamok BC a CD. Tieto doty¢nice sa pretinaju v bode M. Dokézte, ze body A, M a P lezia na priamke.

Odportcand literatiira

Nielen za¢inajicim riesitelom odportiéame prestudovat si nasledujice knihy o rieSeni matematickych problémov:
Hecht, T. — Sklenarikova, Z.: Metddy riesenia matematickych tloh

Larson, L. C.: Metédy rieSenia matematickych problémov. ALFA, Bratislava, 1990.

Zoznam dalsej odporicanej literatury (aj pre pokroéilych riesitelov), ¢ informaécie o jej zapozi¢ani z nasej kniznice
najdete na internete na adrese kms.sk/kniznica.

Elektronické rieSenia

Poéntic druhou sériou postvame termin odoslania elektronickych rieseni na 17:00 v prislusny den. Vsetky potrebné
informécie o ich odosielani najdete po prihlaseni na stranke kms.sk/eriesenia.

Kategéria ALFA, BETA: Termin odoslania rieseni je 3. maj 2010 (pre zahranicie 30. april 2010).
Kategéria GAMA: Termin odoslania riesSeni je 7. maj 2010.

Nasa adresa: KMS, OATC KAGDM, FMFI UK, Mlynské dolina, 842 48 Bratislava. kms. sk
Projekt ¢. LPP-0103-09 je rieseny s finanénou podporou Agentiry na podporu vyskumu a vyvoja.



