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Zadania 3. série zimnej casti KMS 2010/2011
Kategoria ALFA

Uloha ¢. 1:

Katka chodi na brigddu vetrat izby do hotela. Je v iom jedna chodba s desiatimi izbami vedla seba, ktoré si
ocislované postupne od 1 do 10. V prvy den Katka otvorila okno vo vSetkych izbach. Druhy den v kazdej druhej
izbe okno zavrela, pri¢om zacala zatvéarat v izbe éislo 2. Treti deri, zac¢inajic od izby ¢islo 3, vosla do kazdej tretej
izby a ak tam bolo okno zavreté, tak ho otvorila. Ak bolo otvorené, tak ho zavrela. Takto pokracovala kazdy dem az
do konca svojej 10-diiovej brigady. Kolko okien ostalo po jej odchode otvorenych? Podobnt, ale 100-diiovt brigadu
si zohnal Jefo v moteli, kde je jedna chodba so 100 izbami. Kolko okien zostalo otvorenych po tiom?

Uloha ¢&. 2:

Filip pisal pisomku a mal na nej otazky z algebry, geometrie a logiky. Kazda otazku na pisomke zodpovedal bud
dobre alebo zle. Neexistuje ¢iastoéne spravna odpoved. Vieme, Ze zvlddol dobre zodpovedat 50% otézok z algebry,
70% otazok z geometrie a 80% otazok z logiky. Vieme este, Ze algebru a logiku spolu zvladol na 62% a geometriu
spolu s logikou zvladol na 74%. Kolko percent vSetkych otéazok mal Filip dobre?

Uloha ¢&. 3:

Kika mé na internate zdzracnu zehlicku, ktorou sa daju zehlif celé ¢isla. Ak sa tiou prezehli parne ¢islo, zostane
z neho polovica. Ak sa nou preZehli neparne ¢islo, vznikne z neho ¢islo o 3 viicsSie. Kika trikrat prezehlila ¢islo &
a dostala ¢islo m. Kolko roznych k existuje, ak je m

a) dané nepérne islo?
b) dané parne ¢islo?

Uloha ¢&. 4:

Edo si mysli prirodzené ¢islo n vicsie ako 18 také, ze n — 1 aj n + 1 st prvodisla. Hago tvrdi, ze Edovo ¢islo mé
aspoti 8 roznych kladnych delitelov (jednotka a samotné éislo n sa samozrejme rataju tiez). Ma Hago pravdu? Svoju
odpoved zddvodnite.

Uloha ¢&. 5:

Na tabuli je narysovanych 5 kruznic, 7 Stvorcov a 9 trojuholnikov, pricom ziadne dva z tychto utvarov nemaja
spoloény bod. Marek a Palo sa hraju hru, v ktorej striedavo robia tahy. Urobit fah znamenéa zotriet lubovolné dva
obrazce a nahradit ich jednym novym. Novy utvar sa na tabulu nakresli tak, aby so Ziadnym inym ttvarom na
tabuli nemal spolo¢ny bod. V jednom tahu mozno nahradit

e dve kruznice kruznicou, e dva Stvorce trojuholnikom,
e dva trojuholniky Stvorcom, e kruznicu a Stvorec Stvorcom,
e kruznicu a trojuholnik trojuholnikom, e Stvorec a trojuholnik kruznicou.

Palo vyhré, ak vysledkom bude $tvorec. Marek vyhré, ak na tabuli zostane trojuholnik. Ukézte, pre ktorého hraca
existuje vitazna stratégia, ak hru zacina Marek. Popiste ttto stratégiu.

Pozndmka: Najst vitazni stratégiu znamend popisat postupnost krokov, ktord zaruci jednému z hracov vitazstvo,
ak druhy hrac¢ hra tplne Iubovolne.

Uloha ¢&. 6:
Nech n je prirodzené &islo také, ze 3" + 3"*! + ... 4+ 327 je druhd mocnina prirodzeného &isla. Ukdzte, Ze n je
delitelné Styrmi.

Uloha ¢&. 7:
Nech x, y, z st redlne ¢isla také, ze 0 < z, y, z < 1 a plati xyz = (1 — z)(1 — y)(1 — z). Dokazte, Ze aspoti jedno

.....

Kategoria BETA
Ulohy ¢&islo 5, 6, 7 st rovnaké ako v kategérii ALFA.

Uloha ¢&. 8:
Najdite vSetky dvojice prirodzenych cisel x a y, pre ktoré plati

2® =4y + 3[z,y],

kde [z, y] zna¢i najmensi spolo¢ny nésobok ¢isel x a y.
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Uloha &.9:

Nech ay, as,..., aig je osemndst roznych ¢isel z mnoziny {1, 2,..., 82}. Dokézte, Ze existuje prirodzené ¢islo k
také, ze rovnost a; — a; = k je splnend pre aspoil tri rozne dvojice (4, j).

Uloha ¢.10:

Najdite vietky funkcie! f: R — R splhajtce

F@® +yf(2)) = af(x) + 2f ()
pre lubovolné redlne éisla z, y, z.

Uloha ¢&.11:

Nech n > 2 a k st prirodzené ¢isla. Rozostavime n kruznic v rovine tak, ze kazdé dve kruznice sa pretinaju v prave
dvoch roznych bodoch a ziadne tri kruznice sa nepretinaju v rovnakom bode. Kazdy prieseénik musi byt ofarbeny
prave jednou z n réznych farieb. Kazda z n farieb musi byt pouZitd aspoil raz a na kazdej kruznici moézu lezat len
priese¢niky prave k roznych farieb. Najdite vSetky dvojice (n, k), pre ktoré existuje takéto rozmiestnenie a ofarbenie
kruznic.

Kategoria GAMA
Ulohy ¢islo 10 a 11 st rovnaké ako v kategérii BETA a plati pre ne termin odoslania kategérie BETA.
Najaspesnejsi riesitelia kategérie GAMA za cely rok budt odmeneni hodnotnou knihou podla vlastného vyberu.

Uloha ¢&.12:

Vsetky hrany v kvadri K maji vyjadrené v metroch prvoéiselnti dizku. Jeho povrch vyjadreny v metroch &tvor-
covych je mocnina prvoéisla. Dokazte, ze dlzka prave jednej hrany kvadra K je tvaru 2™ — 1 metrov, kde m je
prirodzené ¢islo.

Uloha ¢&.13:
Sucet obsahov koneéného poctu stvorcov je 4m?. Ukazte, Ze tieto Stvorce vieme umiestnit v rovine tak, aby
dohromady pokryli §tvorec so stranou 1m. Stvorce sa mézu aj prekryvat.

Uloha ¢&. 14:
Nech O je bod vnutri trojuholnika ABC taky, ze uhly AOB, BOC a COA maju rovnaku velkost. Dokazte, ze plati

|AO> |BO]? |COJ? |AO| + |BO| + |CO|
+ + > :
[BC T ICA] T [4B] Ne

Odportcand literatiira

Nielen za¢inajtcim riesitelom odporucame prestudovat si nasledujtce knihy o rieseni matematickych problémov:
Hecht, T. — Sklenarikova, Z.: Metdédy rieSenia matematickych tloh

Larson, L. C.: Metédy rieSenia matematickych problémov. ALFA, Bratislava, 1990.

Zoznam dalSej odportcanej literatury (aj pre pokroéilych riesitelov), ¢i informdcie o jej zapoziani z nasej kniznice
najdete na internete na adrese kms.sk/kniznica.

Specialne riesitelom kategorii Beta a Gama v tejto sérii odporticame preéitat si aj texty o funkcionalnych rov-
niciach, ktorych adresy ndjdete v pozndmke pod ¢iarou.

Kategéria ALFA, BETA: Termin odoslania rieSeni je 29. november 2010 (pre zahrani¢ie 26. november 2010).
Kategéria GAMA: Termin odoslania rieseni je 3. december 2010.

Nasa adresa: KMS, OATC KAGDM, FMFI UK, Mlynské dolina, 842 48 Bratislava. kms . sk
Projekt ¢. LPP-0103-09 je rieSeny s finanénou podporou Agentiry na podporu vyskumu a vyvoja.

1Ak sa s ulohou tohto typu stretavate prvykrat, odporidame vam preéitat si texty o funkcionalnych rovniciach na adresach
atrey.karlin.mff.cuni.cz/"franta/files/bakalarka.pdf ¢i kms.sk/docs/funkcionalky.pdf.



