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Zadania 3. série zimnej casti KMS 2013/2014

Kovboj Monty Walsh a jeho kamarat, indidn Sinetu, sedeli na svojich tatosoch a uhanali divokymi prériami do
vzdialeného mesta New Orleans. Tam sa chystali prekazit plan bandy Drzohubych a dostat ich aj spolu s ich $éfom,
Krivozubym Tonym, za mreze. Ako sa iste pamétate, Drzhohubi planovali vykradnit obrovski galériu s expoziciou
vzacnych bodov...

Kategéria ALFA

Uloha &.1: (k < 1)

Pocas putovania si Monty so Sinetuom vzdy pred spanim vytiahli z plecniaka nekonecnu stvorcekovi siet a ceruzku
a zahrali sa nasledujicu hru. Monty najskor vyfarbil jeden zo Stvorcekov. Potom si Sinetu vybral iny Stvorcek
a tiez ho vyfarbil. Takto sa striedali, az kjm nebolo vyfarbenych Sest Stvoréekov. Stvoréeky, ktoré pridavali, si viak
nemohli vyberat len tak ledabolo. Stvoréek, ktory pridali, musel spliiat nasledujice podmienky:

e novy sStvoréek musi susedit hranou s asporn jednym uz vyfarbenym Stvorcekom (toto sa nevztahuje na tGplne
prvy stvorcek, ktory vyfarbil Monty);

e novy Stvoréek nesmie spolu s nejakou trojicou uz vyfarbenych Stvoréekov vytvorit Stvorec 2 x 2 (tymto sa
nemusia trapit, kym s vyfarbené menej ako tri stvorceky).

Nakoniec si Gtvar zlozeny z vyfarbenych stvoréekov vystrihli. V pripade, Ze tento ttvar tvoril plast kocky,! tak hru
vyhral Sinetu, v opa¢nom pripade vyhral Monty. Dokazte, Ze pre Sinetua existuje vitaznd stratégia (t.j., ze vie
vyhrat, nech hrd Monty akokolvek) a aj ju popiste.

Uloha ¢&.2: (k < 2)

Pocas svojej pute do New Orleans presli Sinetu s Montym cez mnoho mesteciek. Kazdé mesto malo pred salénom
tabulu, kde sa pysilo nielen svojim menom, ale aj poc¢tom obyvatelov. Potom, ¢o presli niekolko miest, si Monty
vsimol, Ze pocet obyvatelov kazdého z miest je nejakd mocnina trojky. Sinetu, ktory sice nebol az tak zdatnym
algebraikom, no o to lepsim pozorovatelom, si naopak v§imol, ze kazdé z tychto ¢isel malo na mieste desiatok parne
¢islo. Nasich kamaratov ihned napadla otazka, ¢i to neplati aj vo vSeobecnosti. Potvrdte ich domnienku a dokazte,
ze kazdé cislo tvaru 3", kde n je prirodzené cislo vicsie nez dva, ma na mieste desiatok parne ¢islo.

Uloha &.3: (k < 3)

Na pol ceste do New Orleans sa Monty so Sinetuom zastavili na cely den v Brunchville, aby nacerpali sily na
druhi polovicu svojej vypravy. Odviedli svoje kone do stajni a vybrali sa do miestneho salénu. Zvest o ich puti ich
predbehla, a tak na nich v saléne cakal obrovsky jablkovy kolac¢, ktory im upiekla manzelka barmana. Kedze vedela,
ze Monty aj Sinetu oblubuji matematiku, tak sa nedala zahanbit a kola¢ okorenila malou matematickou hadankou.
Kola¢ mal tvar rovnobeznika ABCD. Stredy stran BC' a CD boli postupne ozdobené dvoma marcipanovymi
ruzami E a F. Cokoladovou polevou boli vyznacené tsecky AE, AF a BD. Do priese¢niku tsec¢iek AE a BD bola
zabodnuta sviecka M a do priese¢niku tseciek AF a BD svietka N. Ulohou Montyho a Sinetua bolo dokézat, 7e
sviecky delia tisecku BD na tretiny, t.j., ze plati |[BM| = |M N| = |[ND|. Presvedcte sa, ze dokézete rozmyslat, aj
ked myslite na kolac¢, a dokézte to tiez.

Uloha &.4: (k < 4)

Po vydatnom jedle a vydatnom spanku si dali Sinetu a Monty skory obed a vyrazili z Brunchvillu do dialav, za
ktorymi lezalo mesto New Orleans. Zanedlho stretli obchodnika, ktory sa ztfalo prehrabédval vo svojom dostavniku.
Zistili od neho, Ze sa chystd odkupit saléon v nedalekom mestecku. Cez telegram sa dohodol, Ze cena bude n kilogra-
mov zlatych tehliciek. Rano vsak zaspal, a tak sa len rychlo obliekol a do dostavnika hodil n zlatych tehliciek, ktoré
mal zrovna po ruke. Kazda jeho tehlicka mé v kilogramoch celoéiselntt hmotnost a vazi menej ako n kilogramov (t.j.
najviac n — 1 kilogramov). NavySe vSetkych n tehli¢iek vazi dokopy menej ako 2n kilogramov. Obchodnik by chcel
spomedzi tychto tehli¢iek vybrat niekolko tak, aby vazili presne n kilogramov. Boji sa vSak, ze takiato hromada
tehli¢iek nemusi existovat. Zdvihnite mu néladu a dokézte, Ze pre prirodzené ¢islo n > 1 vieme spomedzi n teh-
liciek spiﬁajﬁcich podmienky v zadani vybrat hromadu, ktord bude dokopy vazit presne n kilogramov. (Tehlicky
samozrejme nemozeme ldmat na mensie.)

Uloha &.5: (k < 7)

Jedného rana, ked si Monty robil volské oko, napadla Sinetua nasledujtica iloha. Monty mal panvicu, ktord mala
tvar kruhu s polomerom R = 6 cm. Na nej mal polozené 7ltko, ktoré malo tvar kruhu s polomerom r = 3 cm
a dotykalo sa okraja panvice. Sinetua zaujima, aky najvacsi kus Sunky vie zmestit na panvicu. Sunka musi mat

1Utvar zo Siestich §tvoréekov tvori plast kocky, ak sa doiiho d4 obalit kocka s velkostou steny jeden Stvoréek, tak, ze kazdy Stvordek
z Utvaru pokryva prave jednu stenu kocky.



KMS 2013/14 3. séria zimnej Casti 2

tvar obdlZnika, nemdze sa prekryvat so zitkom (no dotykat sa moézu) a nesmie vyénievat z panvice (opit sa vsak
modze dotykat okraja). Zistite aky najvacsi obsah moZe mat Sunka spliiajica vSetky kulindrske podmienky zo
zadania.

Obr. 1: Zlava Sinetu a Monty

Uloha &. 6:
Sinetu a Monty po dlhej puti konecne dorazili do New Orleans a ihned vyhladali miestneho Serifa. Povedali mu
o plane Drzohubych a o tom, ze by ho za pomoci Serifovych ludi radi prekazili. Serif nechcel ni¢ nechat na ndhodu,
a preto sa rozhodol, Ze najskor zisti, ¢i on sdm nie je lepSi na organizaciu celej akcie. Ako je dobre zndme, tak
uspech kaZzdej akcie straZcov zakona zavisi od troch kladnych premennych a,b,c € R*. Kvalita Montyho plédnu je
wt+ % + 5, zatial ¢o kvalita Serifovho planu je % + % — % Dokazte, ze Montyho plan nikdy nie je horsi, t.j., Ze
pre vietky a,b,c € RT plati

a b c 2 2 2

4 4 >Z242_ 2

bc ca ab " a b c
Taktiez najdite vsetky také hodnoty a, b, ¢, pre ktoré nastava rovnost.
Nesutaznd dloha:
Vymyslite, aké su tri kladné redlne parametre a, b, ¢, od ktorych zavisi uspech kazdej akcie straZcov zdikona.
Uloha ¢&.7:
Serifovi $pehovia zistili, ze na ltpezi sa podujme tplne celd banda Drzohubych. Kazdy c¢len bandy méa jedinecné

identifikacné ¢islo, ktoré je mensie ako 2222 = 216 3 v bindrnom zépise neobsahuje ani trojicu za sebou idtcich nil,
ani trojicu za sebou idtcich jednotiek. (Cislo 4 = 100y vyhovuje, ale ¢islo 17 = 10001, neméze byt identifika¢nym
¢islom banditu, lebo v bindrnom zépise obsahuje trojéislie 000.) Navyse vsetky povolené identifikacné ¢isla st
pouzité. Monty so Sinetuom by radi vedeli, kolko banditov mézu ocakavat. Pomozte im a zistite, kolko existuje
roznych identifikaénych éfsel medzi 1 a 216,

Kategéria BETA
Ulohy ¢islo 4, 5, 6, 7 st rovnaké ako v kategorii ALFA.

Uloha ¢. 8:

Sinetu s Montym nachystali na Drzohubych dokonalti pascu. Dva najvzacnejsie body galérie dali do jednej malej
miestnosti. Dost malej na to, aby okolo nej zvladli nainstalovat skryté bezpeénostné mreze. Jeden z bodov (sldvny
Whistlerov bod) bol navyse upevneny na specidlnom zavite, na ktorého odsrébovanie treba presne tolko ITudi,
kolko mé celd banda Krivozubého Tonyho. Vecer pred lipezou sa Monty schoval v miestnosti s dvoma vzacnymi
bodmi (druhym z bodov bola vzédcna Mona Bod s potmehutskym dsmevom), aby mohol v spréavny ¢as spustit
mreze. Miestnost mala tvar rovnoramenného pravouhlého trojuholnika s pravym uhlom pri bode A. Oba vzdcne
body W a M lezali na strane BC. Navyse si Montyho zrak pravého kovboja vSimol dve zaujimavosti. Za prvé
to, ze platilo [WM|? = [WBJ? + |[MC|? a za druhé, ze |SWAM| = 45°. Dokéite, Ze to nie je ndhoda, t.j., Ze
[WM|? = |WBJ|? + |[MC|? prave vtedy, ked |JW AM| = 45°.

Uloha ¢.9:

S tderom polnoci zacul Monty tlmeny vybuch a ¢asom mnoho tichych krokov rozliehajicich sa po galérii. Netrvalo
dlho a prvy bandita vkrocil aj do miestnosti s dvoma najvzacnejsSimi exponatmi. Monu Bod hned odmontoval, no
s Whistlerovym bodom mal problém. Postupne do miestnosti vchadzalo viac a viac banditov a spolo¢nymi silami sa
snazili odmontovat tento vzéacny bod. Monty potichu pocital. Ked dnu vkrocil posledny z Drzohubych, tak Monty
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nenapadne vyliezol z tkrytu aj z miestnosti a spustil bezpecnostnii mrezu. S rachotom dopadla na zem a do galérie
sa zacali valit Serifovi ludia aj s pripravenymi putami. Drzohubi padli Sinetuovi s Montym na lep. Zatykanie nechal
Monty na Serifa a jeho Iudi a rozhodol sa, ze si prezrie galériu. V celej galérii bolo 2n + 1 ¢repnikov, kde n je
prirodzené ¢islo. V kazdom ¢repniku bolo raciondlne mnozstvo hliny. Navyse Iubovolnych 2n z tychto ¢repnikov sa
da rozdelit na dve n-tice tak, ze v oboch bude rovnaké mnozstvo hliny. Dokazte, ze vo vSetkych ¢repnikoch bolo
rovnako vela hliny.

Uloha ¢.10:

Monty bol prave v severnom kridle galérie, ked za nim dobehol zadychany Sinetu. Krivozubému Tonymu sa podarilo
utiect! Prehryzol svoje putd (nenadarmo sa vold Krivozuby), schmatol dva vzicne body a utiekol do mesta. Monty,
Sinetu a sSerif isli po jeho stopach az ku starému chramu boha Intiho. V niom Tonyho objavili a Serif mu okamzite
nasadil puta. Dva neocenitelné exponaty vsak pri sebe nemal. Thned povedal, Ze ich zakopal v chrame, a ze Monty
so Sinetuom ich nikdy nendjdu. Ak by totiz v chrame zacali kopat na zlom mieste, tak sa stari indidnski bohovia
nahnevajui a cely chram sa zruti. Potrebuju teda najst presne tie dve miesta, kde Tony body zahrabal. V chrame
bola na zemi nakreslené kruznica k a na nej boli vyznacené dva rézne body A a B. Saman spravujtci tento chram
si v§imol, ze Tony zahrabal body presne do stredov oboch obliikkov AB kruznice k. Hned ¢o sa to dozvedeli, vybehol
Monty von a o chvilu sa uz vracal s kruzidlom a pravitkom. Spolu so Sinetuom sa isli pustit do hladania, no nestihli
ani zacat a pravitko vzplanulo. Monty ho rychlo hodil na zem a sledoval ako pomaly Tahne popolom. Saman im
povedal, ze boh Inti neuznava ni¢ rovné, a tak v jeho chrdme nie je mozné pouzivat pravitko, ani ni¢ iné ¢o by
vedelo narysovat rovnu ¢iaru. Pomézte Montymu so Sinetuom zachranit dva vzacne body a najdite stredy oboch
obliikov AB kruznice k len za pomoci kruzidla.?

Pribeh kovboja Montyho Walsha sa konéi, no budici semester na teba moze ¢akat novy hrdina a novy pribeh. Ci
sa tak stane, je na tebe, a tak ndm, prosim, spolu s rieSeniami posli aj papierik® s odpovedami na tieto dve otdzky:

1. Pacilo sa ti, ze zadania boli spojené s pribehom?
a) Ano, pribeh chcem aj nabudice.
b) Ano, ale pribeh by mohol byt nabudice jednoduchsi a zadania kratsie.
¢) Nie, viac by sa mi pacili zadania bez pribehu.
2. O ¢om ma byt pribeh v dalsom semestri?
a) Prihody kozmonauta Reného
b) Dobrodruzstva biliardovej gule z hotelu Lexington
¢) Jeden den Davida z Medeného Pola
d) Velké rana velkym kyjom (krétka veselohra z riSe ohyzdov)

Odportcand literatira

Nielen zacinajicim riesitelom odporicame prestudovat si nasledujiice knihy o rieSeni matematickych problémov:
Hecht, T. — Sklenarikova, Z.: Met6dy rieSenia matematickych loh

Larson, L. C.: Metédy riesenia matematickych problémov. ALFA, Bratislava, 1990.

Zoznam dalSej odportcanej literatiry (aj pre pokrocilych riesitelov), ¢i informécie o jej zapozicani z nasej kniznice
nijdete na internete na adrese kms.sk/kniznica.

Férum o prikladoch

Pre nedockavcov funguje na stranke KMS diskusné férum o prikladoch z KMS. Najdete ho na adrese kms . sk/forum
a mozete na nom coskoro po termine danej série zacat diskutovat o vasom najoblibenejsom alebo najmenej oblu-
benom priklade, pripadne zverejnit svoje riesenie pre ostatnych riesitelov.

Termin odoslania rieSeni: 2. december 2013 (pre zahranicie 29. november 2013)
Nasa adresa: KMS, OATC KAGDM, FMFI UK, Mlynské dolina, 842 48 Bratislava. www.kms. sk

2 Ak si nie si isty, ¢o to znamend za pomoci kruzidla, tak si pozri zadanie tlohy 4 z prvej série alebo tlohy 7 z druhej série tohto
semestra KMS. Zadania najdes na stranke kms.sk/archiv.

3Stacéi vhodit do obélky maly papierik, kde bude napisané napriklad: Anketa 1. a), 2. ¢). V pripade, Ze riesenia posielas elektronicky,
tak anketu dopis na koniec prikladu s najvyssim ¢islom.



