Korespondenény matematicky seminar
Fakulta matematiky, fyziky a informatiky, Univerzita Komenského
Slovenska komisia Matematickej olympiady

Jednota slovenskych matematikov a fyzikov

Mil{ studenti, ucitelia a ostatni matematicki nadsenci!

Dostavate do rik dvodny letdk letnej ¢asti 36. roénika Korespondenéného Matematického Semindra (KMS). Této
sufaZ organizovans obé¢ianskym zdruZzenim Trojsten na pode Fakulty matematiky, fyziky a informatiky Univerzity
Komenského v Bratislave (FMFI UK) je pre stredoskolédkov jedine¢nou prilezitostou na zdokonalenie svojich mate-
matickych schopnosti a logického myslenia. Zru¢nosti a skisenosti ziskané pri rieseni tohto semindra, pripadne pri
asti na zdvereénom ststredeni, si velmi cennou devizou aj pri rieSeni Matematickej olympiddy (MO). Mladsim
a za¢inajucim Studentom je uréend kategéria ALFA, pre starSich a skisenejsich je kategéria BETA. Kazdy moze,
samozrejme, v ramci svojich moznosti, rie§if obidve kategérie. Podrobnejsie informécie o jednotlivych kategéridch
néjdete v pravidlach. Pre tych, ktorf maji vysSie ambicie a chceli by uspiet na celo§tdtnom kole MO-A, je uréeny
semindr iKS (Medzindrodny korespondenény semindr), ktory organizuji vediici KMS v spolupréci s ¢eskymi ko-
legami z Matematického korespondenéniho seminafe. Tento semindr mé velmi §pecificky ciel, ktorym je priprava
studentov na CK MO-A a aj na Medzindrodnii matematicki olympiddu. Ak méte akékolvek otdzky alebo pripo-
mienky, smelo nas kontaktujte e-mailom na adrese kms@kms . sk, pripadne ich poslite pisomne na adresu uvedenu
pod zadaniami.

Vela tspechov a radosti z rieSenia vam zelaju
vasi organizdtori

Pravidla KMS

Vseobecné informacie o korespondené¢nom matematickom seminari

Sttaz sa skladd z dvoch nezdvislych Easti — zimnej a letnej. Kazd4 z nich prebieha v rdmci skolského polroka.
Na konci kazdej ¢asti budii najiispesnejsi rieitelia pozvani na zévereéné sistredenie. Kazd4 ¢ast pozostdva z troch
sérif uloh. Zadania prvej série mas pred sebou a zadania druhej a tretej posleme tym, ktori nam poslu prihlasku.
Ulohy budt obodované poétom bodov od 0 po 9. Body sa pritom udeluji aj za ¢iastkové & netdplné rieSenia. Za
kazd sériu sa rieditelovi do poradia zapoéita 5 tloh s najviésim bodovym ziskom.

Kategérie ALFA a BETA

Na to, aby si vedel, ktoré priklady mozes riesit, potrebujes poznat svoj koeficient k. Tento koeficient si mozes
vypoéitat ako k = r + u + ¢, kde &fslo r je tvoj roénik, é&islo u je pocet tvojich tispesnych semestrov a &islo ¢ je
pocet tvojich ucasti na celostdtnom kole matematickej olympiady. Semester povazuj za tspesny, ak sa ti pocas
neho podarilo ziskat pozvanku na ststredenie KMS alebo si sa ho zticastnil ako nahradnik.

Kategériu ALFA mozu riesif len studenti strednych §kol, ktori sa nezticastnili celostdtneho kola matematickej
olympiady a ktorych koeficient k je najviac 3.

Kategériu BETA mozu riesif vsetci (aj zahrani¢éni) Studenti strednych $kol. Riesitelia ALFY sa vo vysledkovej
listine BETY objavia az po sérii, v ktorej posli aspon jednu z tloh 8, 9 alebo 10.

Kategéria ALFA

Pre riesitelov kategérie ALFA st uréené priklady 1-7. Ulohu é&fslo 1 mozu stifazne riesit len studenti s x < 1 a tlohu
¢islo 2 len Studenti s k < 2. Ostatné tlohy (3-7) mozu riesit vietci rieitelia kategérie ALFA.

Ziaci zakladnych $kol nebudi na ststredenie pozvani.
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Kategéria BETA

Pre riesitelov kategérie BETA st urcené priklady 4-10. Ulohu é&fslo 4 mozu sitazne riesit len studenti s k < 4
a tlohu ¢&fslo 5 len §tudenti s £ < 7. Ostatné tlohy (6-10) mézu riesit vietci riesitelia kategérie BETA.

Pozyvanie na sistredenia

Po zimnej ¢asti sa uskutoénia dve sistredenia pre najispesnejsich riesitelov oboch kategérii ALFA a BETA. Na
kazdé z nich bude pozvanych aspoii 30 najlepsich riesitelov prislusnej kategérie. Ostatni riesitelia moézu byt pozvani
ako nahradnici.

Po letnej casti sa uskutoéni jedno sustredenie spoloéné pre obe kategorie. Z kazdej kategdrie bude na ststredenie
pozvanych aspofi 15 najispesnejsich riesitelov. Ostatni riesitelia moézu byf pozvani ako ndhradnici.

Pokyny pre riesitelov

Priklady ries samostatne. Riesenie kazdej ilohy riadne zdovodni. V pripade, Ze v ¢asti ¢i celom rieseni pouzivas
odborn literatiru, uved jej nazov, autora, vydavatelstvo, rok vydania a stranu. Samozrejme, aj v tomto
pripade zagli kompletné rieSenie. Za rieSenie vyuzivajice vypoétovii techniku spravidla nedostanes vela bodov.

Riesenia posielaj do terminu odoslania série. Ak posielas rieSenia z tizemia mimo Slovenskej republiky, treba to
stihniit do uvedeného zahraniéného terminu. RieSenia odoslané po termine odoslania (rozhodujiica je peciatka
na obdlke) sposobujii zna¢né organizaéné problémy, vyhradzujeme si preto pravo udelit nula bodov za vsetky
rieSenia odoslané po termine.

Za rieSenie odoslané po termine sa povazuje aj akékolvek rieSenie odovzdané organizdtorom osobne.

RiesSenie kazdého prikladu pis na samostatny papier formétu A4. Ku kazdému prikladu uved svoje meno,
triedu, 8kolu a adresu! Vitané su aj rieSenia v angli¢tine a CeStine a rieSenia pisané v TEXu. Z organiza¢nych
dovodov nebudil opravované riesenia pisané v inych jazykoch.

Opravené, obodované a okomentované rieSenia spolu so vzorovymi rieSeniami a pripadnou d'alsou korespon-
denciou ti moézu byt zasielané domov, do &koly alebo na inti adresu. Svoju volbu vyznaé¢ v névratke. V pripade,
7e chees koreSpondenciu posielat inde ako do skoly, je potrebné zaslat ndm s navratkou aj tri obdlky (najlepsie
formatu Ab) s vypisanou adresou (zndmky nie sii potrebné).

Nedodrzanie tychto pravidiel bude viest k postihu.

Pokial mas dojem, Ze tvoje riesenie bolo nespravne obodované, posli ¢o najskor pisomnu staznost. Nezabudni
k nej prilozit aj origindl sporného riesenia.

Ak ti nie je v zadaniach éokolvek jasné, alebo mas akékolvek pochybnosti, netreba sa bat spytaf sa nas.

Idedlny sposob je zaslanie e-mailu na kms@kms . sk, pripadne listu na zndmu adresu KMS, OATC KAGDM
FMFT UK, Mlynska dolina, 842 48 Bratislava.

Elektronické posielanie rieseni

Presny navod na ich odovzdavanie najdes po prihldseni na stranke kms.sk/eriesenia. Pre elektronické posielanie
rieSeni platia nasledovné pravidla:

Termin na odovzdanie je vzdy v den terminu odoslania série o 17:00. Po tomto ¢ase uz elektronické posielanie
nie je mozné. Tento jednotny termin sa tyka aj zahraniénych riesitelov.

Akceptované st iba riesenia vo formdte pdf. Pri ich tvorbe je idedlne pouzit TEX, pripadne export do formatu
pdf z inych aplikacii.
Na strdnke kms.sk/eriesenia je mozné (po prihlaseni) vyplnif elektronickd prihlasku. Nebudes ju tak

musiet zasielat pisomne. Je vSak potrebné (v pripade posielania koreSpondencie inde ako do gkoly) zaslaf
nam obélky ako doteraz. Opravené priklady sa ti totiz budi spéit posielat klasickym spésobom.
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Matematicky Naboj

Aj v tomto skolskom roku sa mozete tesif na tradiénii matematicki siifaz — Matematicky Naboj, ktory je napldnovany
na piatok 13. marca 2015. Podrobnejsie informécie najdete na stranke math.naboj.org a budi tiez zaslané na vasu
skolu.

Prednasky
Riesitelom z celého Slovenska odporti¢ame navstivit Klub Trojstenu, ktory sa uskutoéni v Bratislave diia 14. marca
2015 (po Matematickom Néboji). Blizsie informdcie najdete v pozvénke, ktori ¢oskoro zasleme vdm alebo na vasu
Skolu, a tiez na internetovej stranke klub.trojsten.sk.

Prihldska do letnej ¢asti KMS 2014/2015 — poslat spolu s 1. sériou!

Meno a priezvisko: ......... ... Déatum narodenia: ............. ...
SKOLA: et Trieda: ...,
Pocet dcasti na celostatnom kole MO: ... .
Adresa dOmOV: ... .
Adresa pre postu (domov — interndt — 8Kola): . ... .
Tel. domov: ..ot mobil(vIastng): . ...
IR e

Pozor! Podmienkou posielania koreSpondencie domov je zaslanie 3 obalok A5 s adresami!
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Zadania 1. série letnej casti KMS 2014/2015

Kategéria ALFA

Uloha &. 1: (k <1)
Ludka nasla vo vytahu nakresent tabulku 3 x 3, ktord mala v kazdom §tvoréeku prirodzené é&islo. Zapamétala si,
ze v kazdom riadku boli 3 rozne ¢isla, sicet ¢isel v kazdom riadku bol rovnaky a zaroven sucin ¢isel v kazdom
riadku bol rézny. Ludka chee zistit, aki najmensiu hodnotu mohol maf siéet vietkych éisel v tabulke. Pomozte jej
s tymto vypoctom.

Uloha &.2: (k < 2)
Betka m4 v lavom vrecku korytnacku. Je $pecialna, rydzo §tvorcova. V §tvorci ABCD je S stred strany CD a X
je taky bod na obvode §tvorca, ze |SX| = |AB|. Aké rozne velkosti moze mat uhol X .SC?

Uloha &.3: (k < 3)
Veronika nasla pocas rylovania zéhradky poklad. Skiste to tiez! N&jdite vetky také prvocisla p a q, ze p deli ¢% —4,
a tiez ¢ deli p? — 1.

Uloha &.4: (k < 4)

Marek s Mojom hraju hru s peniazmi. HddZzu mincou, a sleduju ¢o sa deje. Ak padne za sebou znak znak hlava, hra
sa skonéi a zvitazi Mojo. Ak padne znak hlava znak, hra sa tieZ skonéf a vyhrd Marek. Ak je pravdepodobnost,
7e zvitazi Mojo?

Uloha &.5: (k < 7)

Miso mé v pravom vrecku sykorku. Je trosku ¢udné, lebo mé tvar trojuholnika BM P, kde uhol BM P je 70°.
Taznica z vrcholu B a os uhla pri vrchole B st totozné a pretinaji stranu M P v bode R. Vyska z vrcholu P
pretina priamku BR v bode Z. Os uhla pri vrchole M pretina priamku BR v bode S a stranu BP v bode V.
Zistite velkost uhlov pri vrcholoch v §tvorholniku V.SZP.

Uloha ¢. 6:

Katarina sa momentdlne nachadza v Slnec¢nej sistave. My vSak vieme o vyskyte inych stustav v naSej galaxii.
N4jdite vSetky trojciferné ¢isla v desiatkovej sistave, ktoré sa rovnaju tretine Cisla s rovnakym zapisom v inej
Ciselnej sustave.

Uloha &.7:
Vo véelom 1li sa hmyri 2015 véiel. Véela je bud robotnica, trid alebo kralovna. Ul ale chee ¢o najviac prosperovat.
Cisla a, b, ¢ st prirodzené ¢isla so stuc¢tom 2015. Najdite najvaésiu mozni hodnotu ab + be + ca.

Kategéria BETA
Ulohy ¢islo 4, 5, 6, 7 st rovnaké ako v kategérii ALFA.

Uloha ¢&. 8:

Viktor mé v Tavom vrecku rysa. Je neobyé¢ajny, lebo je velmi ostry. Vnutri ostrého uhla AOB lezia také body
M, N, 7ze |SAOM| = |4 BON|. Na usecke OA lezi bod P tak, ze | SOPM| = | APN|. Podobne, na tsecke OB
lezi bod @ tak, ze [JOQN| = |4 BQM|. Dokéizte, ze plati: [PM| + |PN| = |QM| + |QN|[]

Uloha ¢&. 9:

Basa sa pysi, ze skryla vo vytahu tabulku. Farebne splyva s pozadim. Kolkymi spésobmi vieme ofarbit mriezku
velkosti N x N $tyrmi farbami tak, Ze ziadna dvojica susednych §tvoréekov nems rovnaki farbu a v kazdom §tvorci
2 x 2 su vsetky styri farby?

Uloha ¢&. 10:
V konvexnom n-uholniku si narysujeme nejaké uhlopriecky. Nazvime uhlopriecku peknd, ak sa pretina s prave

.....

Inak povedané, ze body P, Q lezia na elipse s ohniskami v bodoch M, N.
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Odporicand literatira

Nielen za¢inajicim riesitelom odpori¢ame prestudovat si nasledujiice knihy o rieseni matematickych problémov:
Hecht, T. — Sklenérikovd, Z.: Metddy rieSenia matematickych tloh

Larson, L. C.: Metédy rieSenia matematickych problémov. ALFA, Bratislava, 1990.

Zoznam d'alsej odporiiéanej literatiry (aj pre pokroéilych riesitelov), ¢i informdcie o jej zapozican{ z nasej kniznice
najdete na internete na adrese kms.sk/kniznica.

Foérum o prikladoch

Pre nedockavcov funguje na stranke KMS diskusné férum o prikladoch z KMS. N4jdete ho na adrese kms . sk/forum
a mdzete na fiom ¢oskoro po termine danej série zacaf diskutovat o vaSom najobltibenejsom alebo najmenej
oblibenom priklade, pripadne zverejnif svoje riesenie pre ostatnych riesitelov.

Partneri
GRATEX PosAm WS = = ==
INTERNATIONAL Pl B T ECHNOLOGIES - e

Termin odoslania rieseni: 23. februar 2015 (pre zahranicie 20. februdr 2015)
Nasa adresa: KMS, OATC KAGDM, FMFI UK, Mlynské dolina, 842 48 Bratislava. www.kms. sk
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Zadania 2. série letnej casti KMS 2014/2015

Kategéria ALFA

Uloha ¢&.1: (k < 1)
Kata si musi raz do tyzdiia upratat izbu. Prirodzene sa jej nechce, a preto rozmysla nad nasledovnou tlohou.
Dokéite, ze pre kazdé prirodzené &islo n je ¢islo 8™ — 27 delitelné éislom 6.

Uloha &.2: (k < 2)

Ziariaci elfi a fosforeskujtici trpaslici sedia okolo okrihleho stola. Je ich dokopy 60. Vie sa, ze trpaslici vzdy klamu
a elfi vzdy hovoria pravdu, okrem pripadu kedy sa elfi pomylia. Kazdy zrazu vyhlasil, ze sedi medzi elfom a
trpaslikom. Kolko je dokopy trpaslikov, ak vieme, Ze sa prave dvaja elfi pomylili?

Uloha &.3: (k < 3)

Jefovi odfiklo skridlu zo strechy.

,Pomdze ti t4 novd doska?“ spytal sa ndhodny okoloiduci.

Zistite to. Majme rovnobeznik ABCD. Stred strany C'D ozna¢me ako S. Uhlopriecka BD pretina AS v bode X.
Strana |AB| m4 10 cm a obsah ABCD je 60 cm?. Aky je obsah trojuholnika SDX?

Uloha ¢.4: (k < 4)

Miro a Mafo sa zti¢astnili turnaja v slovnom Zargéne. Hralo sa systémom kazdy proti kazdému prave raz, v ktorom
kazdy hra¢ mal odohrat denne prave jeden zapas. Miro s Matom vsak ochoreli a ako jedini dvaja hrac¢i nedokonéili
turnaj. Miro skonéil o péf dni skor ako Mato. Celkovo sa na turnaji odohralo 350 duelov. Kolko duelov odohral
Mato? Hral proti Mirovi?

Uloha &.5: (k < 7)

Barca s Ivkou sa hadaju, ¢i je lepsia voda alebo vodik. Preto si vymysleli nasledovnii tahovi hru: V kazdom fahu
si vybert &slo od 1 do 25 a odlozia ho na zem. Mézu si vybrat aj viackrat to isté &islo. Hracky sa striedaji v
tahoch. Akondhle sa po tahu niektorej z hra¢ok d4 z niekolkych &fsel na zemi vykombinovat pomocou séitavania
alebo odéftania §tvorec (druhd mocnina prirodzeného &fsla), hracka ktord prave urobila fah prehrdva. Barca zaéina.
M4 niektors z hracok vifaznt stratégiu? Ak 4no, tak ktord a ako vyzerd tato stratégia?

Uloha ¢. 6:

Jefovi odfiklo skridlu zo strechy. Aby toho nebolo malo, odfiklo mu aj novi dosku, ktorou to zaplatal. Preto
potrebuje d’alsiu dosku, pevnt ako Zelezo. Musi viak zistif jej vlastnosti predtym, ako ju pouzije. V kosostvorci
KLMN plati |4 KLM| = 40°. Ozna¢me si stred strany LM ako S. Pétu kolmice na priamku NS prechddzajicu
cez bod K ozna¢me X. Zistite velkost uhla M XN

Uloha &. T:
Karol nasiel na zemi tri celé manga. Nedalo sa prehliadnut, ze st dost zaujimavé. Cisla a, b, ¢ s celé. Ukdite, ze
ak
a b ¢
b ¢ a

tak abc je trefou mocninou nejakého celého éfsla.

:57

Kategéria BETA
Ulohy ¢islo 4, 5, 6, 7 st rovnaké ako v kategérii ALFA.

Uloha &. 8:

Pre prirodzené ¢islo n si ozna¢me n-tu cifru ¢éisla x sprava ako dn(x)ﬂ Majme takd postupnost prirodzenych éfsel
an, 7e v postupnosti d,(a,) je len koneéne vela nil. Dokéite, Ze existuje nekoneéne vela prirodzenych &fsel, ktoré
sa v postupnosti a,, nevyskytuju.

Uloha ¢.9:

Styri zaby sedia vo vrcholoch §tvorca. Kazdd minttu spravi prave jedna zaba skok. Zaby vsak neskacéu obycajne.
Skaéu tak, ze preskoéia tazisko zvysnych troch Ziab. Presnejsie povedané, fazisko trojuholnika, ktorého vrcholy st
tri neskacuce Zaby, je vidy v strede medzi bodom vyskoku a bodom dopadu skd¢ucej zaby. MoZe sa niekedy stat,
7e jedna zaba vysko¢i na chrbat druhej?

2Nielen k tejto tilohe vam odporic¢ame nastudovat text o pocitanf uhlov, ktory néjdete na adrese http://kms.sk/~mazo/matematika/
pocitanieUhlov.pdf|
SNapriklad d2(12345) = 4, d1(4247) =7, d10(812) = 0.
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Uloha é&. 10:

V rovine mame narysovant kruznicu. Dokézte, ze len pomocou euklidovského pravitkaﬁ nie je mozné néjst jej stred.

Odporucand literatira

Nielen za&inajtcim riesitelom odpori¢ame prestudovat si nasledujiice knihy o rieSeni matematickych problémov:
Hecht, T. — Sklenarikova, Z.: Metédy rieSenia matematickych tloh
Larson, L. C.: Metédy rieSenia matematickych problémov. ALFA, Bratislava, 1990.
Zoznam d'alSej odpori¢anej literatiiry (aj pre pokro¢ilych riesitelov), ¢i informéacie o jej zapozicani z nasej kniznice
néjdete na internete na adrese kms.sk/kniznica.

Foérum o prikladoch

Pre nedockavcov funguje na stranke KMS diskusné férum o prikladoch z KMS. Néjdete ho na adrese kms . sk/forum
a moZete na 1om Goskoro po termine danej série zacat diskutovat o vasom najoblibenejsom alebo najmene;
obltibenom priklade, pripadne zverejnit svoje rieSenie pre ostatnych riesitelov.

Partneri

GRATESX

INNTTERNLATIONAL

PosAm

Termin odoslania rie§eni: 23. marec 2015 (pre zahrani¢ie 20. marec 2015)
Nasa adresa: KMS, OATC KAGDM, FMFI UK, Mlynské dolina, 842 48 Bratislava.

USEFUL
TECHNOLOGIES

<||I

www.kms.sk

4Euklidovské pravitko dokédze rysovaf priamky spajajice dva rézne body a overovaf kolinedrnost bodov, viac na http://en.

wikipedia.org/wiki/Straichtedge.
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