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Zadania 1. série letnej časti KMS 2015/2016

Kategória ALFA

Úloha č. 1: (κ ≤ 1)
Pal’o má 100 kariet, na ktorých sú postupne č́ısla od 1 do 100. Kamarát ho zavolal sa s nimi hrat’. Pal’o rýchlo
zobral karty a utekal ku kamarátovi. Ked’ začali hrat’, zistil, že si vzal len 55 kariet. To Pal’a zneistilo, lebo mal
premyslenú stratégiu, v ktorej potrebuje mat’ dve karty s rozdielom 9. Upokojte ho a dokážte, že sa medzi jeho 55
kartami vždy nachádzajú dve karty s rozdielom ich č́ısel 9, a to bez ohl’adu na to, ktorých 55 kariet si zobral.

Úloha č. 2: (κ ≤ 2)
Betkina záhrada má tvar polkruhu s krajnými bodmi A, B. V strede oblúka AB lež́ı bod S. Z bodu S vychádzajú
dva chodńıky v tvare úsečiek, ktoré záhradu rozdel’ujú na tri záhony. Plochy jednotlivých záhonov sú v pomere
1 : 2 : 2. V akom pomere delia tieto dva chodńıky úsečku AB? Obrázok pod úlohou je len ilustračný a pomery
v ňom nezodpovedajú zadaniu.

Úloha č. 3: (κ ≤ 3)
Janko si rád poč́ıta ciferné súčty č́ısel. Zaviedol si preto svoje označenia. Pre prirodzené č́ıslo k označil jeho ciferný
súčet ako s1(k). Ciferný súčet č́ısla s1(k) zas označil s2(k) a ciferný súčet č́ısla s2(k) označil s3(k).1 Potešte Janka
a nájdite všetky dvojice prirodzených č́ısel m, n, pre ktoré plat́ı m+ n = 2016 a s3(m) + s3(n) = 9.

Úloha č. 4: (κ ≤ 4)
Anina sa ocitla v bludisku. Bludisko má tvar rovnostranného trojuholńıka so stra-
nou d́lžky n a je rozdelené na siet’ rovnostranných trojuholńıčkov s d́lžkou strany 1.
Anina sa nachádza v najvyššom trojuholńıčku a potrebuje sa dostat’ na stredný troj-
uholńıček v najspodneǰsom riadku. Môže sa pohybovat’ len cez stredy hrán trojuhol-
ńıčkov dole, doprava alebo dol’ava, pričom sa nesmie vrátit’ do trojuholńıčka, v kto-
rom už bola. (Vyjst’ z vel’kého trojuholńıka nemôže.) Pre každé prirodzené č́ıslo n
určte, kol’kými spôsobmi môže Anina prejst’ bludiskom. Na obrázku je znázornené
bludisko pre n = 4 a jedna možná cesta bludiskom.

Úloha č. 5: (κ ≤ 7)
Ketrin našla v galérii zauj́ımavý obraz. Bol na ňom znázornený trojuholńık ABC so stredom vṕısanej kružnice I.
Obrazy bodu I v osovej súmernosti podl’a strán trojuholńıka BC, CA a AB boli postupne označené ako Ia, Ib
a Ic. Zauj́ımavost’ou obrazu bolo, že body Ia, Ib, Ic, A ležali na jednej kružnici. Ketrin po chv́ıli rozmýšl’ania určila
vel’kost’ uhla BAC. Určte vel’kost’ uhla BAC aj vy.

Úloha č. 6:
L’udka a Kika si zobrali tabul’ku m × n poĺıčok, kde m, n sú nepárne prirodzené č́ısla. Každé jej poĺıčko zafarbili
namodro alebo načerveno. L’udke sa páčia červeno dominantné riadky. To sú také riadky, ktoré obsahujú viac
červených poĺıčok ako modrých. Kika zas obl’ubuje modro dominantné st́lpce, teda také st́lpce, ktoré obsahujú viac
modrých poĺıčok ako červených. L’udka a Kika pri zafarbovańı spolupracovali, aby boli obe spokojné. V závislosti
od č́ısiel m, n nájdite najväčš́ı súčet počtu modro dominantných st́lpcov a červeno dominantných riadkov, ktorý
L’udka s Kikou mohli dostat’. Nezabudnite zdôvodnit’, prečo väčšie súčty dostat’ nemohli.

Úloha č. 7:
Nech p, q sú nesúdelitel’né prirodzené č́ısla. Dokážte, že⌊

p

q

⌋
+

⌊
2p

q

⌋
+ · · ·+

⌊
(q − 1)p

q

⌋
=

⌊
q

p

⌋
+

⌊
2q

p

⌋
+ · · ·+

⌊
(p− 1)q

p

⌋
.

Zápis bac označuje dolnú celú čast’ č́ısla a, t. j. najväčšie celé č́ıslo, ktoré neprevyšuje a.

1Napŕıklad s1(2 999 999) = 56, s2(2 999 999) = 11 a s3(2 999 999) = 2.
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Kategória BETA
Úlohy č́ıslo 4, 5, 6, 7 sú rovnaké ako v kategórii ALFA.

Úloha č. 8:
Miki a Zajo hrajú hru s bojovými figúrkami. Ked’že nie sú žiadni amatéri, vystačili si s perom a papierom a figúrky
si zaznačili ako body. Po dlhom boji ostali Mikimu tri figúrky uložené v bodoch A, B, C. Zajovi zas ostali štyri
figúrky uložené v bodoch K, L, M, N . Body K, L sa nachádzajú postupne na stranách AB, AC v bodoch
dotyku vṕısanej kružnice do trojuholńıka ABC. Body M, N ležia postupne na osiach uhlov ABC, BCA tak, že
|<)BMC| = |<)BNC| = 90◦. Miki sa pousmial a rozhodol sa vystrelit’ po priamke MN . Mysĺı si, že takto zasiahne
všetky Zajove figúrky. Dokážte, že priamka MN prechádza bodmi K, L.

Úloha č. 9:
V mestečku Algebrovo žije niekol’ko výrazov. Klub racionálnych č́ısiel zorganizoval súkromný večierok, na ktorý sú
pozvané len výrazy, ktoré nenadobúdajú často celoč́ıselné hodnoty. Zistite, ktoré výrazy to sú.

Nájdite všetky párne celé č́ısla a také, že
an + 1

n
je celé č́ıslo len pre konečne vel’a prirodzených č́ısiel n.

Úloha č. 10:
Mat’o má rád mozaiky, tak sa rozhodol, že si jednu sprav́ı. Tak zapálene sa pustil do navrhovania, až sa pozastavil
nad tým, či to vôbec tak komplikovane pôjde spravit’. Rozhodnite, či je možné rozdelit’ rovnostranný trojuholńık
na viac ako 9000 konvexných2 čast́ı tak, aby l’ubovol’ná priamka pret́ınala menej ako 26 z nich.

Odporúčaná literatúra
Nielen zač́ınajúcim riešitel’om odporúčame preštudovat’ si nasledujúce knihy o riešeńı matematických problémov:
Hecht, T. – Sklenáriková, Z.: Metódy riešenia matematických úloh
Larson, L. C.: Metódy riešenia matematických problémov. ALFA, Bratislava, 1990.
Zoznam d’aľsej odporúčanej literatúry (aj pre pokročilých riešitel’ov), či informácie o jej zapožičańı z našej knižnice
nájdete na internete na adrese kms.sk/kniznica.

Nájdete nás aj na facebooku
Pre priaznivcov sociálnej siete Facebook je tu naša fanúšikovská FB stránka s názvom KMS. Dozviete sa tam všetky
aktuálne informácie, nájdete tam zauj́ımavosti, videá, fotky atd’. Podel’te sa s nami o Vaše postrehy, pŕıpadne
navrhnite d’aľsie nápady prostredńıctvom FB stránky. Neváhajte si nás pridat’ kliknut́ım na

”
Páči sa mi to“ priamo

na www.kms.sk/fb a dozviete sa o našich novinkách omnoho rýchleǰsie!

Partneri

Termı́n odoslania riešeńı: 29. február 2016 (pre zahraničie 26. február 2016)

Naša adresa: KMS, OATČ KAGDM, FMFI UK, Mlynská dolina, 842 48 Bratislava. www.kms.sk

2Konvexný útvar je taký útvar, v ktorom spojnica l’ubovol’ných dvoch vnútorných bodov lež́ı celá vnútri útvaru.

kms.sk/kniznica
www.kms.sk/fb

