Zadania 1. série zimnej ¢asti KMS 2002/2003
Kategoria ALFA

Uloha ¢.1: V kazdom policku tabulky 5 x 5 je napisané jedno z &isel 1, 2, 3, 4 a 5 tak, Ze v kazdom riadku, stipci
a na oboch diagonélach je kazdé z tychto ¢isel prave raz. Sucet ¢isel v diagonale tesne pod hlavnou (4 policka)
ozname ako skdre. Dokdzte, Ze nie je mozné dosiahnut skére 20.

Uloha &.2: Na Slovensku je Sest velkomiest (Banska Bystrica, Bratislava, Kosice, Nitra, Presov a Zilina) a leteckt
dopravu medzi nimi zabezpecuju dve spolo¢nosti. Medzi kazdymi dvoma velkomestami zabezpecuje letecké spojenie
(linku) préve jedna spolo¢nost. Dokazte, Ze sa najdu tri také velkomestd, ze tri linky medzi nimi zabezpecuje ta
ist4 spolo¢nost.

Uloha ¢.3: Na stretnutie prislo 2002 Tudi, medzi nimi pan Abdul. Okrem nich je tam aj jeden novinar, ktory
hlad4 pana Abdula. Novinér vie, Ze pan Abdul pozné kazdého, ale pana Abdula nikto nepozna. (Koneéne priklad,
v ktorom znamosti nie st vzajomné.) Novindr moze ukézat na nejakého ¢loveka a spytat sa niekoho iného, ¢i pozna
toho, na koho prave ukazuje a ten pravdivo odpovie ano alebo nie.

a) Zistite, ¢i dokdZe novinar za kazdych okolnosti ndjst Abdula na menej ako 2002 otazok.

b) Kolko najmenej otdzok by potreboval novinar na néjdenie Abdula, ak by mal obrovské stastie?

Uloha ¢.4: Ked nema Jano Lasdk o robif, vytrhne sief z branky a rozlozi si ju na lad. T4 vytvori stvorcovi siet.
Potom nahodne rozlozi niekoko pukov tak, aby ich stredy lezali na réznych mrezovych bodoch. (MreZovy bod je
vrchol Stvorca, ktory je stcastou Stvorcovej siete.) Potom sa pozrie na kazda dvojicu pukov a ak stred spojnice
stredov tychto dvoch pukov lezi v mrezovom bode, d4 Zuvacku na toto miesto. Kolko najmenej pukov musi Jano
umiestnif na siet, aby si mohol byt isty, Ze ndjde miesto na umiestnenie aspon jednej zuvacky?

Uloha &.5: Mnozina 2002 (réznych) &isel mé vlastnost, Ze ked zamenime kazdé z &isel sti¢tom zvysnych 2001 &isel,
dostaneme t1 istt mnozinu 2002 ¢isel. Dokézte, ze sucin tychto 2002 ¢isel je zaporny.

Uloha &.6: V spoloénosti nazyvame niekoho bojazlivym, ak ma maximélne troch znamych. (Zndmosti st vzajomné,
t.j. ak Janko pozné Ferka, tak aj Ferko poznd Janka.) V istej spolo¢nosti poznd kazdy asponi troch bojazlivych
Tudi. Ukazte, Ze st vSetci v tejto spoloc¢nosti bojazlivi. Kolko ¢lenov moze mat tato spoloénost?

Uloha &.7: Stvorec n x n je rozdeleny na n? jednotkovych §tvorcov. Nejakych n z nich je ofarbenych na ¢erno.
Zistite, ¢i je mozné vzdy vybrat biely obdlznik (alebo $tvorec) s obsahom S > n, ak

a)yn=717,

b) n = 8.

Kategoria BETA
Ulohy ¢&. 5, 6, 7 st rovnaké ako v kategérii ALFA.

Uloha ¢&.8: Petra a Dalila sa najnovsie nehravaji so zépalkami, ale s peniazmi, ktoré uSetria tym, Ze si nekupujt
zépalky. Zobert si n korunéciek a umiestnia ich na stole do jedného radu. Diev¢a, ktoré je na fahu, si vyberie jednu
mincu, ktord je znakom hore, otodi ju, ako aj vSetky ostatné napravo od nej. Potom je na tahu druhé dievca. Takto
striedavo tahaji, pricom zacina skisenejsia Petra. Prehréd ta, ktord uz nevie spravit fah. Ukazte, Zze tato hra vzdy
skonéi po koneénom pocte krokov. Ktora hracka mé vitazna stratégiu?

Uloha ¢.9: Na pingpongovej sufazi sa hralo systémom kazdy s kazdjm préve raz. Sufaziaci A dostal cenu, ak
kazdého stpera B bud porazil, alebo porazil niekoho, kto vyhral nad B. Ukézte, ze ak iba jeden stfaziaci dostal
cenu, tak porazil kazdého hraca.

Uloha &.10: Jedna vevericka zbierala na zimu oriesky a nazbierala ich aspon dva (pocet orieskov je celé éislo).
Prvy den zjedla 1 oriesok a jednu stotinu zvysnych, druhy den zjedla 2 oriesky a jednu stotinu zvysSnych a tak
dalej, predposledny deri zjedla n — 1 orieskov stotinu zvysnych a nakoniec posledny, n-ty deii, zjedla poslednych n
orieskov. Kolko orieskov nazbierala nasa vevericka na zimu?

Vevericka si moze na dalsi deti nechat necelo¢iselny pocet orieskov.

Uloha ¢&.11: Na $achovnicu 10 x 10 umiestnime 9 pukov tak, aby bol kazdy puk na inom poli¢ku. Potom priddvame
puky podla nasledujiceho pravidla: ak m4 policko, na ktorom nie je puk, aspon dve susedné policka, na ktorych uz
st puky, tak na toto policko ddme puk. (Susedné policka maji spolo¢nt stranu.) Ukazte, Ze tymito krokmi nikdy
nezaplnime celtl Sachovnicu pukmi.

Termin odoslania rieseni: 7. oktéber 2002
Termin konania prednésky: 23. septembra 2002
Nasa adresa: KMS, KATC FMFI UK, Mlynska dolina, 842 48 Bratislava kms.sturak.sk



Zadania 2. série zimnej ¢asti KMS 2002/2003
Kategoria ALFA

Uloha &.1: Nakreslite si nejaky trojuholnik ABC tak, Ze |AC| > |AB|. Na jeho strane AC si vyznacéte bod D
tak, aby platilo |[AB| = |AD| (bod D lezi na tsec¢ke AC). Zabudli sme Vam eSte na zaliatku prezradit, Ze plati
aj [FABC| — |[$ACB| = 30° (ale presné velkosti uhlov 4 ABC, 4 AC'B nepozname). Pokuste sa (aj bez znalosti
vanutornych uhlov trojuholnika ABC) zistit velkost uhla CBD.

Uloha &.2: V nejakom rovnobezniku ABCD (ktorého rozmery nevieme) si na strane BC' zvolime Tubovolne bod
— —

E. Priamka AFE pretne uhloprie¢ku BD v bode G a priamku DC v bode F' (F lezi na polpriamke DC za bodom

(). Dokéazete zistit velkost tisecky EF (v cm), ak viete iba tolko, ze plati |[AG| = 6cm a |GE| = 4 cm?

Uloha ¢&.3: Viete nakreslit $tvoruholnik ABC D, aby platilo [AB| = 9cm, |BC| = 12cm, |CD| = 13cm, |[DA| =
= l4cm a |AC| = 15cm? Ak 4no, tak si do obrazka dokreslite kolmice z bodov B a D na uhloprie¢ku AC' a ich
pity (priese¢niky kolmic s AC) oznacte postupne P a Q. Ak4 je velkost usecky PQ? Viete to ukézat aj bez toho,
aby ste to odmerali?

Uloha &.4: 'V rovnostrannom trojuholniku ABC (JAB| = |BC| = |AC| = 10 cm) si oznaéme vysku z bodu A ako
AD. Nad AD (ako nad priemerom) zostrojme kruznicu, ktora pretina strany AB a AC v bodoch FE a F. Vyrétajte
pomer dlzok |EF|: |BC|. Zévisi tento pomer od velkosti strany trojuholnika ABC?

Uloha ¢&.5: Vsetci pozname Pytagorovu vetu: Obsah Stvorca nad preponou je rovnaky ako sti¢et obsahov §tvorcov
nad odvesnami pravouhlého trojuholnika.

Mal by bajny matematik pravdu aj v pripade, Ze by sme namiesto Stvorcov pouzili

a) rovnostranné trojuholniky,

b) pravidelné sestuholniky,

¢) pravidelné 2002-uholniky?

Uloha ¢&.6: Na strane AB oblzdnika ABCD si zvolme bod F. Os tisecky AF pretina uhlopriecku AC v bode G.
Usecky FD a BG sa pretinaju v bode H. Dokézte, Ze trojuholniky FBH a GHD maji rovnaky obsah.

Uloha &.7: V trojuholniku ABC deli taznica AM uhol BAC tak, Ze plati 2 | BAM| = |JCAM|. Na priamke AM
si vyznacme ako M tak bod, Ze uhol DBA je pravy. Dokazte, ze potom plati 2|AC| = |AD|.

Kategoria BETA
Ulohy ¢&. 5, 6, 7 st rovnaké ako v kategérii ALFA.

Uloha ¢.8: Nech v lichobezniku ABCD plati AB | CD, |AB| > |CD|, AC 1L BD. Oznaéme O stred kruznice
g >
opisanej trojuholniku ABC' a E priesecnik priamok OB a CD. Ukézte, Ze plati rovnost

|BC|? =|CD|-|CE|.

Uloha &.9: Ak vlastnost musi spliiat trojuholnik ABC, aby pre velkosti jeho stran (a, b, ¢) platila rovnost
a +b? + ¢ = 8R?,
kde R oznaduje polomer opisanej kruznice trojuholnika ABC.

Uloha ¢.10: V trojuholniku ABC plati |4 ABC| = 120°. Nad stranami AB, BC st (zvonka) zostrojené rovno-
stranné trojuholniky ABP a BCR. Stredy stran AB a BC' ozna¢me M a K. Zostrojme este jeden rovnostranny
trojuholnik M KQ tak, ze body B a ) budu lezat v rovnakej polrovine uréenej priamkou M K. Dokézte, ze body
P, @, R lezia na jednej priamke.

Uloha ¢.11: Dané dve kruznice sa zvnitra dotykaji v bode N. Doty¢nica ku vnitornej kruznici v jej bode K
pretina vonkajsiu kruznicu v bodoch A a B. Nech M je stred oblika AB vonkajSej krunice, ktory neobsahuje bod
N. Dokézte, ze polomer kruznice opisanej trojuholniku BM K nezévisi na volbe bodu K.

Termin odoslania rieseni: 4. november 2002
Termin konania prednasky: 21. oktébra 2002
Nasa adresa: KMS, KATC FMFI UK, Mlynské dolina, 842 48 Bratislava kms.sturak.sk



Zadania 3. série zimnej ¢asti KMS 2002/2003
Kategoria ALFA

Uloha ¢&.1: Ukéazte, ze ak a a b st také realne &isla, ze a > 0, b > 0, tak plati aj nerovnost:

ﬁ+b3<(a+m3
3 72

Zistite navyse vSetky redlne ¢isla @ > 0 a b > 0, pre ktoré v tejto nerovnosti nastéava rovnost.
Uloha ¢&.2: Néjdite vSetky prirodzené ¢isla a, b, ¢, ktoré spliiaji rovnicu:

11 1
—S+-4+-=1
a C

a=b atb i sskladnom tvare.
ab’ ab

Uloha ¢&.3: Dokézte, ze ak je zlomok 7 v zdkladnom tvare, tak potom st aj zlomky
Uloha ¢&.4: Zlozeny zlomok 3% si ¢lovek moze lahko pomylit s ndsobenim 3 - % Zistite, pre ktoré a, b, c plati, ze
zlozeny zlomok a% predstavuje to isté ¢islo ako siiéin a - %.

(V zlozenom zlomku a% plati iba b > 0, ¢ > 0. Nemusi platit, Ze ¢éisla b, ¢ s nestdelitelné alebo, Ze b < c).

Uloha ¢&.5: Existuje celé ¢isla a také, Ze viraz % + %3 + % nie je celym cislom? Svoje tvrdenie zdovodnite.

Uloha ¢&.6: Najdite vietky prirodzené &isla a, b a n také, ze plati:

e, b_,
b a

Uloha ¢&.7: Néajdite najmensie prirodzené &islo n také, ze kazdy zo zlomkov

7 8 9 31
n+9 n+10 n+11" 77 n+33

je v zékladnom tvare (neda sa skratit).

Kategoria BETA
Ulohy ¢. 5, 6, 7 st rovnaké ako v kategérii ALFA.

Uloha ¢&.8: Néajdite vSetky realne ¢isla x, ktoré splhaja rovnicu

1 1
+@:{l’}+m,

kde [z] je celd ¢ast z x, t.]. celé ¢islo a, pre ktoré plati a < z < a+1 a {z} je desatinna Cast ¢isla z, t.j. {z} = z—[z].

[]

Uloha &.9: Nech a, b, ¢, d st navzajom rozne realne ¢isla, ktoré splhaja 7+ % + 5+ % = 4 a ac = bd. Zistite
maximéalnu mozni hodnotu vyrazu

a b e d
c d a b

Uloha ¢.10: Nech m a n st dve nestdelitelné prirodzené &isla. Dokazte, ze ak m + n — 2 zlomkov

m+n 2(m+n) 3(m+n) (m—1(m+n) m+n 2(m+n) 3(m+n) (n—1)(m+n)
m ) m ) m b ) m ) n b n ) n ) ) n )
zakreslime na ¢iselnt os, tak v kazdom z intervalov (1,2), (2,3), ..., (m+n—2,m+n— 1) bude lezat prave jeden

z tychto zlomkov.

Uloha ¢.11: Na tabuli st napisané &sla 10012, 10022, ..., 20012. V kazdom kroku je dovolené z tabule zotrief tri
¢isla a < b < c a namiesto nich napisat jedno ¢islo §. Dokazte, Ze ak na tabuli zostane uz iba jedno ¢islo, tak bude
mensie ako 2002.



Zadania 1. série letnej casti KMS 2002/2003
Kategoria ALFA

Uloha ¢&. 1:
Na papieri je nakresleny pravidelny n-uholnik. Zistite, kolkymi spésobmi je mozné z jeho vrcholov vybrat 3 tak,
aby tvorili vrcholy rovnoramenného trojuholnika.

Uloha ¢&. 2:

Stary otec méa dvoch vnukov. Nebol az taky tplne stary kmet, Ze by mal viac ako 99 rokov. Ked pred vek starého
otca napiseme vek jedného z jeho vnukov, dostaneme Stvorciferné ¢islo, ktoré je delitelné vekom tohoto vnuka.
Okrem toho, vynasobenim vekov vSetkych troch dostaneme uz spominané stvorciferné ¢islo. Kolko rokov mé stary
otec?

Uloha ¢&. 3:
Mazo a Rado hravajt takito hru: Striedavo doplhaji namiesto hviezdi¢iek v rovniciach celé &isla. Zacina Mazo.

* = %
*+x = %

ok k= %

¥tk F k4 k x4+ k4 x = x

Zistite, ¢i moze Mazo dosiahnut, aby po poslednom tahu boli pravdivé vSetky rovnosti.

Uloha ¢&. 4:

Niektoré poli¢ka nekoneénej Stvorcovej tabulky st ofarbené na ¢ierno, zvysné sa biele. Kazdy obdlznik 2 x 3 resp.
3 x 2 obsahuje prave 2 &ierne poli¢ka. Kolko &iernych poli¢ok moze obsahovaf obdlznik 9 x 11, ktory spliia toto
pravidlo?

Uloha ¢&. 5:

Aladin sa chce dostat do jaskyne, pred ktorou je sud. Sud mé navrchu Styri otvory tvoriace vrcholy $tvorca. Pod
kazdym otvorom je dzbén, v tiom je ryba otoéenéd hlavou alebo chvostom nahor. Jaskyna sa otvori len vtedy, ked
budt vSetky ryby otodené rovnako. Aladin moze dat ruky do ITubovolnych dvoch otvorov a potom otocit ziadnu,
jednu alebo dve ryby. Aladin neciti, ktorym smerom st ryby, ktore prave drzi, oto¢ené. Akondhle Aladin vytiahne
ruky, sud sa rozto¢i a po zastaveni Aladin nepozné jeho povodnii polohu. Takto moZe pokracovat Tubovolne dlho.
Existuje postup, pomocou ktorého sa Aladin do jaskyne dostane po konec¢nom pocte krokov?

Uloha ¢&. 6:

Na nekoneénej stvorcovej sieti (s jednotkovou dlzkou strany jedného stvorceka) sedi v mrezovom bode blcha. Je to
blcha konzervativna a pri pohybe sa riadi prisnymi pravidlami:

1) Draha jej skoku je tsecka.

2) Dizka jej skoku je vzdy 13.

3) Skace len z mrezového bodu do mrezového bodu (pohybuje sa len medzi mrezovymi bodmi).

V nejakom inom mrezovom bode sedi blsiak. Zistite, ¢i sa k nemu vie doskdkat blcha po koneénom poéte skokov.

Uloha ¢&.7:

V kruhu na lade stoji  hokejistov, h namyslenych z nich sa pozera hore, d hanblivych zasa dole (x = h+d). Tréner
raz za Cas skrikne na jedného namysleného hokejistu, aby $iel do Satne. Sti¢asne jeho susedia v kruhu (ak nejaki s,
ale dvaja najviac) zmenia svoje spravanie (hanblivi sa stani namyslenymi a naopak). Pre aké h, d existuje moznost
dostat vSetkych hokejistov do Satne?

Kategoria BETA
Ulohy ¢. 5, 6, 7 st rovnaké ako v kategérii ALFA.

Uloha ¢&. 8:
Na gachovnici 48 x 48 je porozhadzovanych 99 Stvorcov 3 x 3 tak, Ze sa neprekryvaju (Stvorce zapadaju do mriezky
Sachovnice). Dokazte, Ze tam vzdy vieme umiestnif eSte aspori jeden dalsi Stvorec 3 x 3.

Uloha ¢&.9:
Na katedre cudzich jazykov je 500 uéitelov a kazdy z nich ovldda aspoii n jazykov. Pocet vSetkych jazykov je 2n.
Ukézte, ze vieme vybrat 14 jazykov tak, Ze kazdy ucitel z nich hovori aspon jednym jazykom.

Uloha ¢&. 10:
V rovine ie dantch 6 kruhov a priamka. Prienikom kazdého kruhu s priamkou ie tsecka. ktorei dizka ie rovna



polomeru daného kruhu. Ziadne dve z tjchto Siestich tise¢iek nemaji spoloény bod. Dokazte, ze neexistuje bod
leziaci vo vnutri vSetkych Siestich kruhov.

Uloha & 11:

Nech S je podmnozina m + n mrezovych bodov v obdlzniku m x n. Kazdé dva body (ktoré mézu byt) st spojené
vodorovnou alebo zvislou ¢iarou (rovnobeznou so stranami obdlznika). Dokéazte, ze sa tam musi nachddzat uzavreta
lomena ¢iara z tych spojnic.

Termin odoslania rieseni: 10. marec 2003 (6. marec pre zahranicie)
Termin konania prednasky: 24. februar 2003
Nasa adresa: KMS, KATC FMFI UK, Mlynské dolina, 842 48 Bratislava kms . sturak.sk



Zadania 2. série letnej casti KMS 2002/2003
Kategoria ALFA

Uloha ¢. 1
Dany je lichobeznik ABCD (AB || CD,|AB| > |CD|). Bodom D vedme rovnobezku so stranou BC' a jej prienik s
priamkou AC oznaCme FE. Dokazte, Ze obsahy trojuholnikov ACD a EBC st rovnaké.

Uloha ¢&. 2:
Vo stvorci ABCD ozna¢me M stred strany AB. Priamka kolma na M C, prechddzajica bodom M pretina stranu
AD v bode K. Ukézte, ze velkosti uhlov BCM a KCM st rovnaké.

Uloha ¢&. 3:
Na stene je nakresleny pravouhly trojuholnik ABC'. Nech S je bod, v ktorom sa kruznica vpisand trojuholniku ABC
dotyka prepony AB. Zistite, ¢i sa obsah trojuholnika ABC' da vypoditat ako |AS|-|BS|? Tvrdenie zdévodnite.

Uloha ¢&. 4:

Na luke v lese je ohnisko. Foto sa postavil do jeho stredu a otocil sa nejakym smerom. Potom sa vydal rovno za
nosom a po nejakom ¢ase sa zastavil (nevosiel do lesa). Na karticku si zapisal azimut, ktorym isiel a pocet krokov,
ktory urobil. Z miesta, kde ostal staf, potom tento postup zopakoval, tidaje si vSak zapisal uz na nova karticku.
Toto opakoval, az kym nepopisal 12 kartic¢iek, ktoré mal zo sebou. Vetky azimuty boli rozne. Tam, kde zostal staf,
zakopal poklad. Karticky zamiesal a dal ich Ferimu s Feldom so struénym komentarom: ” Zac¢nite v ohnisku.”

a) D4 sa pomocou tych karti¢iek najst poklad aj ked st pomiesané? Svoje tvrdenie dokazte.

Oni to nevedeli a zacali sa s kartickami hraf. Postavili sa do ohniska. Feldo si zobral 11 karti¢iek a vydal sa podla
nich. Feri si zobral zvy$ni a posunul sa podla tej. VS8imli si, Ze stred ohniska lezal na ich spojnici. Po celodennej
zdbave zistili, Ze sa tato vlastnost zachova, ak si Feldo vyberie hociktorti postupnost hociktorych 11 karticiek.

b) Vedeli by ste po tomto zisten{ najst presnti polohu pokladu aj bez karticiek?

Pozn.: Ak ndhodou neviete, ¢o je azimut, nalistujte si v Prirucke pre mladych Svistov kapitolu Praca s buzolou.

Uloha ¢. 5:
Zadany je nejaky pravouhly trojuholnik ABC. Zostrojme bod P tak, ze priamka PC je kolmé na preponu AB a
|PC| = |BC|. Presved¢te nas, ze priamka BP je bud rovnobezna alebo kolma na os vntitorného uhla pri vrchole A.
Uloha ¢&. 6:

V rovnobezniku s na diagondle AC zvolené body E a F tak, ze |AE| = |FC|. Priamka BF pretne stranu C'D
v bode G a priamka BF pretne stranu AD v bode H. Dokéazte, Ze plati GH || AC.

Uloha ¢&.7:
Vymyslite priklad, ktorého rieSenim je rovnoramenny trojuholnik s jednym uhlom velkosti 72°. Pozor, zadanie
nesmie obsahovat Ziadne ¢isla, ani slova so slovnym zdkladom akejkolvek ¢islovky (napr. dvojnésobok a pod.).

Kategoria BETA
Ulohy ¢. 5, 6, 7 st rovnaké ako v kategérii ALFA.

Uloha ¢&. 8:

Dve kruznice k; a ko sa pretinaju v dvoch bodoch A a B. Na kruznici k; st dalej dané dva rdzne body C a D tak,
ze se¢nica BC' kruZnice ki vytina na kruznici ke dalsi bod E, podobne secnica BD kruznice k; vytina na kruznici
ko bod F. Dokazte, ze ak st tisecky DF a C'E rovnako dlhé, tak bod A je rovnako vzdialeny od priamok BC a BF.

Uloha ¢&.9:
Dany je rovnostranny trojuholnik ABC' s taziskom O. Na stranidch AB a AC vyzna¢me po rade body K a M tak,
aby platilo |¥ KOM| = 60°. Dokézte, Ze obvod trojuholnika K AM je rovny dizke strany AB.

Uloha ¢&.10:
Nad stranami trojuholnika ABC zostrojme zvonka stvorce BCKM, BAQT, ACNP. Ozna¢me si p; obvod troju-
holnika ABC' a py obvod Sestuholnika M K N PQT. Dokéazte nerovnosti

. 5p1 < 2pg < 6p1.
Uloha ¢.11:

Oznaéme P priese¢nik uhlopriecok tetivového stvoruholnika ABC D. Bodom P vedme priamku ktoré pretina strany
AB a CD v bodoch F a F. Ukéazte, ze plati ekvivalenicia
|PE| = |PF| <= EF L PO,
pricom O oznacuje stred kruznice opisanej stvoruholniku ABCD.
Termin odoslania rieSeni: 7. april 2003 (3. april pre zahrani&ie)

Termin konania prednéasky: 24. marec 2003
Nasa adresa: KMS, KATC FMFI UK, Mlynské dolina, 842 48 Bratislava kms.sturak.sk



Zadania 3. série letnej casti KMS 2002/2003
Kategdria ALFA

Uloha é&. 1:

Z klastora rano o 8:00 vyrazil mnich, aby vystapil na svity kopec. Na vrchole sa ocitol presne napoludnie. Tam
tri dni meditoval a znovu o 8:00 rano zacal zostupovat. Vracal sa rovnakou cestou a do klastora dorazil presne o
12:00. Dokazte, ze existuje miesto, cez ktoré pri svojej puti prechadzal v oboch smeroch presne v rovnaka dennt
dobu. Pozor, mnich nemusel krac¢at rovnomerne!

Uloha ¢&. 2:

Styria kamarati, Foto, Feldo, Jano a Pefo, uvideli véera vecer v televizii zastup Ciflanov (stali v rade za sebou).
Foto si v&imol, Ze prvy ma éerveni Satku. Feldo si v&imol, ze ak ma nejaky Ciiian ¢ervent Satku, tak ju mé aj
Ciilan, ktory je 13 miest pred nim a aj 13 miest za nim (ak taki existujt1). Jano si v8imol, ze ak ma nejaky Citian
¢erventt Satku, tak ju m4 aj Cifian, ktory je 5 miest pred nim a aj 5 miest za nim (takisto iba ak existuji). Peto
pocul, Ze ich je 10 000. Potom vypadol prid a vSetkych zacalo zaujimat, kolko Cianov malo vlastne cervent Satku.
Viete im poradit?

Uloha ¢&. 3:
Palindrém je éislo, ktoré ked napiSeme odpredu i odzadu (v prislusnej ¢iselnej stistave), tak vyzerd rovnako (napr.
12321). Najdite vSetky palindrémové dvojicky, t.j. palindrémy, ktorych rozdiel je 2,

a) v desiatkovej ststave,

b) v dvojkovej ststave.

Uloha ¢. 4:

Daju sa vSetky ¢iary na obrazku pokryt
a) 8 lomenymi ¢iarami dlzky 5,
b) 5 lomenymi ¢arami dizky 8?

Uloha ¢&. 5:
Dokézte, ze ak st 2m + 1 a m? + 1 zloZené &isla, potom aj 5m — 3 je zlozené ¢&islo (m je prirodzené).

Uloha ¢&. 6:

Dvaja hraci hraju takato hru. Striedaju sa a kazdy vo svojom tahu vyberie nejaké prirodzené ¢islo spomedzi 2 az
9. Po kazdom tahu sa spodita stéin ¢isel, ¢o vybrali obaja, a ak prevysi 1000, tak ten, ¢o vyberal posledné éislo,
vyhral. Napriklad prvy vyberie 3, druhy 6, prvy 8, druhy 9, 3-6 -8 -9 = 1296, teda vyhral druhy hrac.

Zistite, ako m4 hrat prvy hrié¢, aby urcite vyhral (ak sa to d&).

Uloha &.7:
Kazd4 z cifier 0,1,...,9 je napisana na dvoch listkoch (dokopy 20 listkov). Je mozné ulozit tychto 20 listkov do
radu tak, aby medzi listkami s ¢islom k lezalo prave k listkov (pre k =0,1,...,9)?

Kategoria BETA
Ulohy ¢. 5, 6, 7 st rovnaké ako v kategérii ALFA.

Uloha ¢&. 8:
Majme postupnost a1, as,as, ... definovani takto:
1) ay = 1, a9 — 2,
ii) ak ay - apy1 je parne, tak anio = San11 — 3any,
iii) ak ay, - anq1 je neparne, tak a,2 = any1 — an.
Ukézte, Ze a, nemdze byt nula pre ziadne prirodzené ¢islo n > 3.

Uloha ¢&.9:
Najdite najvicsie prirodzené ¢islo m, pre ktoré je ¢islo 1978™ — 1 delitelné ¢islom 1000™ — 1.

Uloha ¢&.10:
Najdite ststavu nanajvys kvadratickych rovnic, ktord mé v realnych cislach préave
a) 3 riesenia,
b) 47 rieSen,
pricom za kvadratick rovnicu povazujeme napr. x2 + 2xy — y? = 1, ale nie 2% - y = 5.
Uloha ¢.11:
Dokazte, 7e existuje ¢islo A také, ze grafu funkcie y = A - sin(x) mozno vpisat najmenej 2003 roznych (s réoznou
dlzkou strany) Stvorcov. Stvorec sa nazjva vpisany do grafu, ak na fiom lezia vetky jeho vrcholy.
Termin odoslania rieseni: 5. maj 2003 (2. maj pre zahraniéie)
Termin konania prednasky: 21. april 2003
Nasa adresa: KMS, KATC FMFI UK, Mlynské dolina, 842 48 Bratislava kms.sturak.sk



Zadania 1. série zimnej ¢asti KMS 2003/2004
Kategoria ALFA

1. Kubko na trhu pozoroval babku, ktord sa hrala s rovnoramennymi vahami. Po chvili sa jej na zvraskavenej
tvari vycaril ismev. Zistila totiz, ze 3 broskyne a slivka vazia tolko isto ako 3 desatdekové zévazia a 2 marhule.
Po polhodine aproximovania dospela opif k rovnovaznemu stavu, ked v jednej miske mala 9 broskyi, 5 sliviek a
2 desatdekové zavazia a v druhej mala dvojkilové zdvazie a marhulu. Kubko to nevydrzal a zjedol jednu marhulu,
broskynu a slivku aj s kostkami. Viete o kolko stipla jeho hmotnost?

2. Babicka kupila Erike $tvorcovy obrus s rozmermi n x n Stvoréekov. Tento obrus mé niekolko zaujimavych
vlastnosti. Kazdy $tvoréek je zafarbeny prave jednou farbou. Obrus vyzeral rovnako, ked ho Erika otocila ¢i
prevratila, teda kazdy Stvorcéek mal rovnaka farbu, ako vSetky symetricky umiestnené Stvorcéeky, ale roznu ako tie
ostatné. Kolko farieb mal obrus?

3. Jeden kuchéar pracoval v hoteli, kde na meranie ¢asu mali len 2 presypacie hodiny: jedny na 4 minaty, druhé na
7 minat. Jedného dna prisiel host, ktory si na ranajky prial vajicko varené presne 9 mintat. Kolko najmenej ¢asu
potreboval kuchar na jeho pripravu?

4. 29. marca 87 alebo 8. novembra 88 st nasobiace datumy, lebo 29-3 = 87, resp. 811 = 88. Ktory rok odhliadnuc
od storocia je najplodnejsi na takéto datumy?

5. Na ostrove v Tichomori Ziji chameleény 3 farieb: zlté, zelené a hnedé. Ked sa stretnt dva chameleény réznych
farieb, oba sa prefarbia na tretiu farbu. V istom momente bolo na ostrove 13 zZltych, 15 zelenych a 17 hnedjch
chameledénov. Je mozné, aby bolo po istom Gase vSetkych 45 chameleénov rovnakej farby? (Predpokladdme, Ze sa
Ziaden novy nenarodi, ani Ziaden neumrie.)

6. Dokézte, ze v kazdom konvexnom 9-uholniku existuju asponn dve uhlopriecky leziace na priamkach, ktoré si
rovnobezné alebo spolu zvieraji uhol mensi nez 7 stupnov.

7. Algebrogram je pravdivé matematické tvrdenie, zapisané len pomocou ¢isel (v desiatkovej stistave), znamienok
+,—, 1, = a zatvoriek. Vsetky cifry ¢isel v tomto tvrdeni st vSak nahradené pismenami, priCom na mieste rov-
nakych ¢islic st rovnaké pismend a na mieste réznych st rozne. P6vodné matematické tvrdenie sa nazyva rieSenie
algebrogramu. Algebrogram ma4 tolko rieSeni, z kolkych roznych tvrdeni mohol vzniknut.

Priklad ¢.1: Algebrogram BKMS - SKMS = SALADK M S ma jedno rieSenie a sice 9625 - 5625 = 54 140625.
Priklad ¢.2: Algebrogram AB-C = AB ma 64 rieseni, lebo C musi byt 1, A méze byt lubovolné z 6smich moznych
Cislic (okrem 1 a 0) a B mdze byt lubovolnd zo zvysnych ésmich &islic (okrem 1 a A).

Vymyslite algebrogram, ktorého pocet rieseni je ¢o najvicsie prvocislo.

Kategoria BETA
Ulohy ¢. 5, 6, 7 st rovnaké ako v kategérii ALFA.
8. Dokéazte, ze pre vSetky prirodzené n plati
1 2 n
Attt arm <l
9. Aky zvysok dostaneme, ked ¢&islo n"*! + (n + 1)" vydelime ¢islom n(n + 1) ?

10. Okolo okrihleho stola sedi 30 Tudi. Kazdy z nich je bud mudry, alebo hlipy. Kazdého z nich sa spytame (préave
raz), ¢i jeho sused sediaci vpravo od neho je madry alebo hlipy. Pritom vieme, Ze mtdry ndm odpoved4 pravdivo
a hltupy odpoveda ndhodne. Podet hlupdkov je najviac n. Pri akom najviéSsom n mozeme s istotou ndjst midreho
¢loveka?

11. Kralovské Mesto Semindra (KMS) mé presne n obyvatelov. Chct tam vytvorit ¢o najviac klubov tak, aby
TubovoIné dva kluby mali spolo¢ného ¢lena, ale Tubovolné tri kluby uZz nemali spolo¢ného ¢lena. Kolko najviac
klubov mézu takto vytvorit?

Kategoria GAMA
Ulohy ¢. 10, 11 st rovnaké ako v kategérii BETA.

12. Dokézte, ze pre kazdé celé &islo n > 1 mozeme napisat ¢islo n'2 4 64 ako stcin styroch réznych celjch éisel

.....

13. Nech ABC je ostrouhly trojuholnik. Na strandch AB a AC zvolime po rade body M, N. KruZnice s priemermi
BN a C'M sapretinaju v bodoch P a ). Dokazte, ze body P, @ a ortocentrum H trojholnika ABC' lezia na priamke.



14. Dokézte, ze ak vSetky steny Stvorstena maju rovnaky obsah, tak jeho dve lubovolné protilahlé hrany maju
rovnaki dizku.

Termin odoslania rieSeni: 6. oktéber 2003 (pre zahranicie: 2. oktéber)
Termin konania prednasky: 22. september 2003
Nasa adresa: KMS, KATC FMFI UK, Mlynsk4 dolina, 842 48 Bratislava kms.sturak.sk



Zadania 2. série zimnej ¢asti KMS 2003/2004
Kategoria ALFA
1. Kolko najmenej vrcholov modZze mat mnohosten, ktory m4 Sest stien?
2. Najdite tri nepodobné trojuholniky, ktorjch vietky strany aj vysky maja celo¢iselné dizky.

3. N4éjdite stvoruholnik s obsahom

a) 8,5,

b) 8,25,

ktorého vrcholy lezia v prieseénikoch Stvoréekovej siete a Ziadne jeho dve strany nie st rovnobezné (obsah jedného
Stvorceka je 1).

4. V rovnobezniku ABCD je M stred strany BC. Priamka DT je kolm4 na priamku M A, pri¢om bod T lezi na
M A. Dokéazte, ze |CT| = |CD].

5. Os vnutorného uhla «a a os vonkajsieho uhla « trojuholnika ABC' sa pretinaju v bode D. Bodom D vedieme
rovnobezku so stranou BC, ktora pretne strany AC a AB postupne v bodoch L a M. Uréte dlzku |LM|, pokial
viete, ze |[LC| =5 a |[BM| =71.

6. Nakreslite vSetky rozne suvislé plaste pravidelného osemstena. Plaste, ktoré mozeme dostat oto¢enim alebo
prevratenim, pokladame za rovnaké.

7. Nad kazdou stranou rovnobeznika zostrojime Stvorec (zvonku). Dokézte, Ze
a) Stvotuholnik uréeny stredmi tychto Stvorcov je tiez Stvorec.
b) uhlopriecky nového Stvorca prechadzaju prieseénikom uhloprie¢ok pévodného rovnobeznika.

Kategoria BETA
Ulohy ¢&. 5, 6, 7 s rovnaké ako v kategérii ALFA.

8. Vezmite si krajéirsky meter a vystrite ho na zem. Potom ho prelozte pozdlz niektorej priamky prechadzajicej
jeho stredom tak, aby prekryvajice sa casti krajéirskeho metra vytvorili trojuholnik. Zistite, pre ktoru z tychto
priamok bude mat trojuholnik najmensi obsah.

9. Je dany ostrouhly trojuholnik ABC's |[JCAB| = 45°. N4jdi vnttri tohto trojuholnika mnozinu bodov P takych,
Ze pre pity Pa, Pp, Pc kolmic z bodu P na strany BC,CA, AB plati | PgPaPc| = 45°.

10. Nech ABCD je tetivovy $tvoruholnik. Body C; a A; st zvolené na polpriamkach BA a DC tak, Ze plati
|DA| = |DA;| a |BC| = |BC4|. Dokézte, ze uhloprie¢ka DB pretina tusecku A;C1 v jej strede.

11. Nech @Q je stred pripisanej kruznice k trojuholniku ABC, ktora sa dotyka zvnutra strany BC. Nech M je stred
strany AC a P prieseénik MQ a BC'. Dokéazte, ze |AB| = |BP|, ak [{BAC|=2-|4ACB].

Kategoria GAMA
Ulohy ¢. 10, 11 st rovnaké ako v kategérii BETA.

12. UvaZzujme 2n roznych prirodzenych ¢isel ai,as, ..., as, mensich ako n? + 1 (n > 2). Dokdzte, e nejaké tri
z rozdielov a; — a; (pre vSetky mozné i # j) st rovnaké.

13. Dokéazte, ze pre kladné redlne ¢isla aq,as, ..., a, (ap+1 = a1) plati nerovnost
n 2 n
a
2 E 7+k > E Q-
ar +a
k=1 kT OREL T

14. Ak pre prirodzené Cislo n plati, Zze 4™ + 2™ + 1 je prvocislom, tak n je mocninou trojky. Dokézte!

Termin odoslania rieseni: 3. november 2003 (pre zahranidie: 30. oktéber)
Termin konania prednésky: 20. oktéber 2003
Nasa adresa: KMS, KATC FMFI UK, Mlynska dolina, 842 48 Bratislava kms.sturak.sk



Zadania 3. série zimnej casti KMS 2003 /2004
Kategoria ALFA
1. V krajine Zije 99 princezien, 100 princov a 2 draci. Ked stretne princ draka, zabije ho. Ked stretne drak

princeznt, zoZerie ju. Ked stretne princezna princ, zamiluje sa, od tolkej ldsky mu pukne srdiecko a umrie. Takto
si v naSej krajine vSetci stastne Zili, aZ kym nepomreli a nezostal tam iba jeden tvor. Ktory to bol?

2. Mito mé v komore 2 sviecky, ktoré sit rovnako dlhé. Jedna z nich zhori za 4, druhd za 5 hodin. Kedze potme
sa $tudovat nedd, zapalil ich obe presne o polnoci. Ked dostudvoval a isiel spat, bola jedna sviecka trikrat dlhsia
ako druhé. Kedy isiel spat?

3. Aky najvicsi obsah moze mat rovnobeznik s obvodom 20 cm?
4. N&ajdi vsetky prirodzené ¢isla, ktoré sa rovnaja 11-nasobku stétu svojich ¢islic v dekadickom zapise.
5. V obore celych cisel vyrieste stistavu:
-yt -2 =1 (1)
y+z—z=3 (2)

6. Rozdelte pravidelny Sestuholnik na pét ¢asti s rovnakym obsahom len pomocou pravitka a kruzidla.
Pozndmka: Casti st stivislé a nemusia mat rovnaky tvar.

7. Oznacme n-té prvocislo p,. Dokazte, ze pre n > 12 plati p,, > 3n.

Kategoria BETA
Ulohy ¢. 5, 6, 7 s rovnaké ako v kategérii ALFA.

8. Ozna¢me C(n) ciferny siucet ¢isla n v desiatkovej ststave. Dokézte, Ze pre kazdé prirodzené ¢islo m existuje
prirodzené ¢islo a také, Ze vSetky ¢isla C'(a), C(2a),...,C(ma) st parne.

9. N4&jdi vsetky funkcie f : R — R, pre ktoré f(z) + xf(1 —z) = 2% + 1.

10. Nech a, b, c,d st také celé cisla, ze a, b, c st za sebou idacimi ¢lenmi geometrickej postupnosti a zaroven b, ¢, d
st za sebou iddcimi ¢lenmi aritmetickej postupnosti. Okrem toho plati @ + b+ ¢ + d = 4 - 32993, N4jdite vSetky
takéto cisla.

11. Ukézte, Ze ak pre raciondlne &isla x, y, z plati 22 + 3y> 4+ 923 — 92yz = 0, potom plati aj z =y = z = 0.

Kategoria GAMA
Ulohy ¢. 10, 11 st rovnaké ako v kategérii BETA.

12. Hra solitér sa hra na tabulke m x n Stvoréekov. V kazdom z nich je poloZend jedna minca. Na zaciatku
st vSetky mince okrem jednej v rohu otodené znakom nahor. V kazdom fahu mézeme z tabulky zobrat Tubovolni
mincu, ktora je otodend znakom nahor, ale sti¢asne musime otocit vSetky mince v Stvoréekoch, ktoré hranou susedia
s tym, odkial sme mincu prave zobrali. Najdite vSetky dvojice (m,n), pre ktoré je mozné takymito tahmi zobrat
vsetky mince.

13. Najdite vSetky prirodzené ¢isla n > 1 také, aby pre kazdé dva nestudelitelné delitele a,b ¢isla n bolo aj ¢islo
a + b — 1 delitelom n.

14. Dokazte, ze pre nezaporné realne &sla a, b, ¢ splitajiuce rovnost a? + b% + ¢2 4+ abe = 4 platia nerovnosti

0<ab+bc+ac—abc<2.



Zadania 1. série letnej casti KMS 2003/2004
Kategoria ALFA

1. Syrovej kocke sa rozutekali ¢iselkd 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 a schovali sa do vSetkych jej vrcholov (kazdé éiselko do jed-
ného vrchola). Kocku objavila myska Baska a prehryzla si cesticku z vrcholu s ¢iselkom 1 do vrcholu s ¢iselkom 2.
Dalej pokracovala postupne po vrcholoch 3, 4, 5, 6, 7, 8 a naspif do vrcholu 1. Nato sa jej mysiak Misko spytal,
kadial iSla. Presné cesticky si uz Baska nepamétala, ale spomenula si, ze kazdd cesticka, spajajuca dva za sebou
idtice vrcholy, bola rovna a nikdy nehryzla cesticku po hrane syrovej kocky. Mohla Baska hovorit pravdu?

2. Uz dlhsi éas Miki vymyslal origindlny viano¢ény daréek pre Janku, ale bez tispechu. Az jedného februdrového rana
nasiel v snehu dva zlomky. Vsimol si, Ze ich rozdiel je rovny ich sii¢inu a tak velmi sa tomu potesil, Ze sa rozhodol
Janke darovat pit takychto dvojic zlomkov. Pomozte Mikimu néjst pét dvojic kladnych zlomkov v zékladnom
tvare, ktorych rozdiel je rovny ich sucinu.

3. Pefovi vzisli na um tri nezdporné celé ¢isla. Vsimol si to Mifo, ktory je velky zberatel ¢isel vsetkych druhov
a zacal Peta prehovéaraf, aby mu tie ¢isla prezradil. Pefo nestihlasil, ale bol ochotny Mitovi povedat Tubovolni
informéciu v tvare jedného prirodzeného ¢isla. Pomézte Mitovi vymysliet sposob, ktorym ked Peto zo svojich troch
nezapornych celych ¢éisel vyrobi jedno prirodzené, tak Mifo z neho bude vediet spitne ziskat vSetky tri Petove ¢isla.

4. Cermo mal 8 &ernych a 8 bielych Stvorcovych dlazdiiek s rozmermi 10 x 10 cm. Kazda dlazdicku roz-
rezal po uhlopriecke na dva trojuholniky. Cermo chce tymito trojuholnikmi vydlazdickovat stenu s rozmerom
40 x 40 c¢m tak, aby Ziadne dva trojuholniky, ktoré susedia hranou, nemali rovnakt farbu. Kolko je takych vydléz-
dickovani?

5. Na like sa stretli Sesto, Aiia, Katka, Palo, Janéi, Tom4s, Misko a niekolki riesitelia KMS a vSetci sa pochytali
za ruky do jedného kruhu. V kruhu bolo a chlapcov, b dievéat a chlapec s chlapcom sa drzali c-krat, dievca
s diev¢atom sa drzali d-krat. Aky bude rozdiel ¢ — d, ak pozndme len rozdiel a — b?

6. Mala Erika eSte nevie rieSit problémy s ¢islami vic¢$imi ako ona. Pomozte jej s tymto: Nech z je prirodzené
¢islo. Ukazte, ze 200522 + 20022 + 2003 nie je $tvorcom Ziadneho prirodzeného é&isla.

7. Buggo ma v komine schované 2004-ciferné ¢islo (zapisané v desiatkovej sistave), o ktorom je zname len to,
ze ked sa z neho zoberie Iubovolnych 167 po sebe idtcich cifier, bude vzniknuté 167-ciferné ¢islo delitelné ¢islom 2167,
Dokéazte, ze Buggove &islo je delitelné 22004,

Kategoria BETA
Ulohy ¢islo 5, 6, 7 st rovnaké ako v kategérii ALFA.

8. Kubo mé v rovine n > 9 bodov, pridom plati, Ze ked vyberie Tubovolnych 9 z nich, tak existuju dve kruznice
také, ze kazdy z vybranych bodov lezi na aspon jednej z nich. Dokézte, ze existuju dve kruznice také, ze kazdy
z n Kubovych bodov lezi na aspon jednej z nich.

9. Riaza a Foto si kazdy vecer kratia ¢as nasledujicou zédbavkou. Ruza si zoberie Stvoréekovy papier velkosti
102 x 102 stvoréekov a Foto si vymysli celistvy atvar U zloZeny zo 101 takychto Stvoréekov. Riza si potom
zo svojho papiera vystrihne najvicsi mozny podet képii ttvaru U (pri¢om striha iba pozdlZ naznagenych linif).
Zo vietkych atvarov U najdite aspoii jeden, pre ktory je pocet vystrihnutych képii minimélny.

Pozndmka: Dva stvorceky spojené len vrcholom netvoria celistvy atvar.

10. Feldo nasiel na povale stara Sachovu figirku — delfina a spomenul si na vekmi zabudnuty kaprov problém.
Delfin sa moéze hybat o 1 poli¢ko doprava, o 1 policko hore alebo o 1 policko po diagonéle dolava dole. Na zaciatku
stoji delfin v Tavom dolnom rohu Sachovnice 8 x 8. D4 sa s nim prejst cela Sachovnica tak, aby na kazdom policku
stal prave raz?

11. Pefovi a Pistovi sa zdala tato séria prili§ jednotvarna, tak si vymysleli takito poctarsku lahodku. Nech
ag,a1,0as,... je neklesajuca postupnost nezdpornych celych ¢isel takd, ze kazdé nezdporné celé ¢islo sa dé prave
jednym spdsobom vyjadrit v tvare a; +2a;+4ax, kde 4, j a k st nie nutne rézne. Urcte vietky mozné hodnoty azoo4.

Kategoria GAMA
Ulohy ¢islo 10, 11 st rovnaké ako v kategérii BETA.

12. Rado vedtucim KMS oznamil, Ze geometrie nikdy nie je dost a pokracoval takto. Nech body A, Bi, Ci
lezia postupne na vyskach (ako useckich) AA’, BB',CC’ ostouhlého trojuholnika ABC tak, Ze sucet obsahov
trojuholnikov ABCy, BC'A; a C AB; je rovny obsahu trojuholnika ABC'. Nech H je ortocentrum trojuholnika ABC'.
Dokézte, ze body A1, Bi, C1, H lezia na kruznici. Nakoniec Rado dodal, Ze ¢o riesitelov nezabije, to ich posilni.



13. Séfmag Mazo raz v spanku nechtiac zadaroval $tvorec &isel a to nasledovne. V magickom $tvorci n x n st
vpisané ¢isla 1,2, ...,n? (kazdé prave raz). Stredy kazdjch dvoch buniek st spojené sipkami orientovanymi z bunky
s mensim ¢islom do bunky s vac¢sim ¢islom. Dokazte, ze sti¢tom vsetkych takychto vektorov je nulovy vektor.
Pozndmka: Stvorec povazujte za magicky, ak sucet ¢isel v ubovolnom riadku alebo stipci je rovnaky.

14. A pozdravuje vés aj Tomas: Bod K lezi vo vnutri rovnobeznika ABC D, pri¢om plati |CL| = |[LK|a|AM| = |IM K|,
kde L a M st postupne stredy strdn AD a C'D. Oznac¢me N stred tisecky BK. Ukéite, 7e [ NAK| = |[SNCK]|.

Termin odoslania rieSeni: 15. marec 2004 (pre zahrani¢ie: 12. marec)
Termin konania prednasky: 1. marec 2004
Nasa adresa: KMS, KATC FMFI UK, Mlynska dolina, 842 48 Bratislava kms.sturak.sk



Zadania 2. série letnej casti KMS 2003/2004
Kategoria ALFA

1. Velkd kocka je zloZend z 3 x 3 x 3 rovnakych malych kociek. Kolko je vSetkych kvidrov (zloZzenych z malych
kociek) nachadzajtcich sa v tejto velkej kocke? Pozndmka: Aj kocka je kvader!

2. Rovnoramenny trojuholnik, ktorého ramena maja dizku 8 cm, budeme volat osmickovy. Odpovedajte na nasle-
dujtce otazky a svoje odpovede odévodnite.

.....

¢) Existuje dvojica nezhodnjch osmic¢kovych trojuholnikov s rovnakym obsahom? Ak 4no, opiste takéto dvojice.
3. Na strane AC daného trojuholnika ABC zostrojte bod D taky, Ze obvod trojuholnika ADB sa rovna dlzke
strany AC.

4. 7 rovnakych pravouhlych rovnoramennych trojuholnikov zlozte konvexny 4-uholnik, 5-uholnik, 6-uholnik,
7-uholnik, 8-uholnik, 9-uholnik, atd. Pokial sa nejaky n-uholnik zlozit neda, skiste to odévodnif. Utvary skla-
dajte z ¢o najmensieho poctu trojuholnikov.

Pozndmka: Konvexny utvar mé vSetky vniitorné uhly mensie ako 180°.

5. Nech V je ortocentrum trojuholnika ABC'. Dokézte, ze kruznice opisané trojuholnikom ABV, ACV a BCV
maju rovnaky polomer.

6. Nech A, B st body v réznych polrovinich uréenych priamkou m. Néjdite kruznicu k, ktoré prechéadza bodmi
A, B a na priamke m vytina tsek PQ minimalnej dlzky (PQ je tetiva k).

7. Dokéazte, ze vSetky tri strany lubovolného nerovnoramenného trojuholnika mozeme zvicsit (zmensit) o rovnaka
hodnotu tak, Ze dostaneme pravouhly trojuholnik.

Kategoria BETA
Ulohy ¢islo 5, 6, 7 st rovnaké ako v kategérii ALFA.

8. V trojuholniku ABC oznaéme M stred strany AC. Na strandch AB a BC zvolme postupne body K a N.
Dokéazte, ze ak |[SMKB| = |<MNB|, tak kolmice na strany AB, BC a AC postupne v bodoch K, N a M
sa pretna v jednom bode. Zistite, ¢i plati aj opac¢na implikacia.

9. Stred tetivy ¢ kruznice k& mé vzdialenost h od stredu kruznice k. Do kaZzdého kruhového odseku uréeného
tetivou ¢ je vpisany Stvorec, ktorého dva susedné vrcholy lezia na kruznici k a zvysné dva vrcholy lezia na tetive t.
Zistite velkost rozdielu stran tychto Stvorcov.

10. V rovnoramennom trojuholniku ABC (|AB| = |BC|) stredné priecka rovnobezna so stranou BC' pretne
vpisant kruznicu trojuholnika ABC v bode F', ktory nelezi na zakladni AC. Dokézte, Ze doty¢nica ku vpisanej
kruznici v bode F' pretne os uhla AC'B na strane AB.

11. V rovine je dany konvexny pétuholnik ABCDE, pre ktory plati |AB| = |BC|, |CD| = |DE|, |9 ABC| = 150°,
|<CDE| = 30° a |BD| = 2 km. Zistite obsah pétuholnika ABCDE.
Kategoria GAMA
Ulohy ¢slo 10, 11 st rovnaké ako v kategérii BETA..
12. Dokéazte, ze pre kazdé prvocislo p > 3 plati

2 —

(i)
p—1

. 1 . P . , z P
13. Nech = # y st redlne c¢isla také, ze pre Styri po sebe iduce prirodzené ¢isla n je vyraz r-y celé cislo.
r—y

3

Ukazte, ze potom je tento vyraz celé ¢islo pre vSetky prirodzené ¢isla n.
14. Sa dané kladné redlne ¢isla z, y, z, a, b, ¢, také Ze x + y+ 2 =1 a 0 < a < b < ¢. Ukdite, Ze

(a+c)?
dac

(ax + by + ¢2) <§+%+g) <

Termin odoslania rieSeni: 5. april 2004 (pre zahranicie: 2. april)
Termin konania prednasky: 22. marec 2004
Nasa adresa: KMS, KATC FMFI UK, Mlynska dolina, 842 48 Bratislava kms.sturak.sk



Zadania 3. série letnej casti KMS 2003/2004
Kategoria ALFA

1. Kazdy bod kruznice je ofarbeny ¢ervenou alebo modrou farbou. Zistite, ¢i musi existovat:

a) pravouhly trojuholnik s vrcholmi rovnakej farby leziacimi na kruznici,
b) rovnoramenny trojuholnik s vrcholmi rovnakej farby leziacimi na kruZnici.

2. Zistite, ¢i je mozné umiestnit cifry 0, 1, ..., 9 do kruhu tak, Ze stéet lubovolnych troch po sebe iducich
cifier je najviac:

a) 13, b) 14, c) 15.
3. Trojuholnik ABC o sebe nedavno zistil: ”Ked vynasobim dlzku strany a sami sebou a pripoéitam
dvojnasobok vysky na stranu a tiez vynasobent samu sebou, plati, Ze je to ¢islo vicsie ako stucet druhych
mocnin dlzok stran b a c.” (a® +2-v2 > b + ¢?) Pre aké trojuholniky to plati? Ako vyzerajt trojuholniky,
pre ktoré plati: a® +2 - v2 = b% + ¢??

4. Néjdite vSetky trojice a, b, ¢ (na poradi nezélezi) po dvoch nesidelitelnych prirodzenych ¢isel, pre ktoré
je vyraz 111
a+b+c)| -+ +-

( ) <a b c)

prirodzené ¢islo.

Pozndamka: Dve prirodzené ¢isla nazgvame nesudelitelné prave vtedy, ked ich najvicési spoloény delitel je 1.

5. Pravidelny 3, 4, 5 a 6—uholnik sa d& narysovat iba s pomocou pravitka a kruzidla, zatial ¢o pravi-
delny 42—uholnik nie. (MozZete si to skusit overit.) Zistite a zdovodnite, ktoré z nasledujicich pravidelnych
n—uholnikov sa daji takto narysovat a ktoré nie: n = 15, 35, 120.

Pozndmka: Pravitkom sa daju spojit dva body priamkou. Kruzidlom sa daji prenasat vzdialenosti a rysovat
kruznice.

6. Zistite, ¢i moZe existovat mnoho¢len tvaru anpz™ + an_12" "' + - + a1z + ag, kde &isla ag, a1, ..., an
su celé, pre ktory plati, ze hodnota mnohoc¢lenu pre x = 0 je 0 a hodnota mnohoc¢lenu v prave n réznych
celoéiselnjch bodoch je n. Ulohu rieste pre n = 4,7.

7. Desafciferné ¢éislo (zapisané v desiatkovej stistave) nazyvame rozkokosené, ked ma vsetky cifry rozne a je
nasobkom 11111. Kolko roznych rozkokosenych ¢isel existuje?

Kategoria BETA
Ulohy ¢&islo 5, 6, 7 st rovnaké ako v kategérii ALFA.

8. V state KaMsaS maju stvisli leteckt siet. Styri letistné spolo¢nosti Alfa, Beta, Gama a Omega spravujii
KaMsaSké letiska, pricom kazdé letisko je spravované prave jednou spolo¢nostou. Kazdy let v KaMsaSe je
obojsmerny a spaja letiskd spravované réznymi spolo¢nostami. Navyse je kazdé letisko spojené letom s rov-
nakym poctom letisk ostatngch troch spolo¢nosti (ak je letisko spravované spolo¢nostou Alfa spojené s dvomi
letiskami spravované spoloc¢nostou Beta, tak je spojené aj s dvomi letiskami spravované spolo¢nostami Gama
a Omega). Ukdzte, ze ak KaMsaSka vlada zrusi dva obojsmerné lety, vedtice do toho istého letiska, letecka
sief ostane suvisla.

Pozndmka: Stvisla leteckd siet je takd, v ktorej je mozné dostat sa letecky cestou z kazdého letiska na
lubovoIné iné s prestupmi, alebo bez prestupov.

9. Nech P(z) = 2* + ax® + ba? + cx + d a Q(x) = 2% + pz + ¢ st dva polynémy. Je znéme, %e polyném
P je zaporny prave vtedy, ked je polyném @Q zdporny a mnozina vsetkych &isel, pre ktoré st hodnoty
polynému P zaporné, je interval, ktorého dizka je viicsia ako 2. Ukazte, Ze existuje redlne ¢islo t také,
ze plati P(t) < Q(¢).

10. Pre Iubovolné reédlne ¢isla x, y, z ma bindrna operécia ¢ vlastnost (zoy) oz = x + y + x. Ukdzte, Ze pre
Tubovolné redlne éisla a, b plati
aob=a+b.

Pozndmka: Bindrna operacia je predpis, ktory dvojici redlnych ¢isel priraduje redlne ¢islo.

11. Je dand postupnost redlnych ¢isel a1, as, ..., am, kde m > 3. Oznaéme A,, = >"}_; ai. Ukdzte, Ze plati

nerovnost
m A 2 m
E (") §12§ an’.
n
n=2 n=1

Pozndmka: K tomuto prikladu nie je poznamka.



Kategoria GAMA
Ulohy ¢islo 10, 11 st rovnaké ako v kategérii BETA.

12. Zostrojme postupnost retazcov{R;}$°, takd, ze Ry = 1 a &islo R, vznikne z &isla R, tak, ze kazdé
¢islo 4 v R, nahradime skupinou &isel 123...7 a na koniec priddme &slo n + 1. Dalsie ¢leny postupnosti
potom vyzeraju nasledovne: Ry = 12, Ry = 1123, R, = 11121234. Ukazte, ze ak si pre n > 2 napiSeme cislo
R,, do riadku a pod neho to isté &slo R,, s obratenym poradim cifier, tak v kazdom stlpci bude prave jedna
jednotka.

13. Osi uhlov pri vrcholoch A, B, C trojuholnika ABC postupne pretinaju jemu opisant kruznicu v bodoch
K, L, M. Na usecke AB zvolme bod R. Pre body P a @ plati nasledovné: RP || AK, BP L BL, RQ || BL,
AQ 1 AK. Ukazte, ze priamky K P, LQ a M R prechadzaju jednym bodom.

14. Najdite vSetky kladné celé ¢isla aq,as,. .., a, také, ze plati
99 ag a1 ap—1
=4 =44 ,
100 751 a9 Ganp
pricom ap = 1 a (ap+1 — 1)ag—1 > ai(ar, — 1) pre k=1,2,...,n— 1.

Odportcand literatiira

T. Hecht, Z. Sklenarikova: Metddy rieSenia matematickych tloh
L. C. Larson: Metddy riesenia matematickych problémov

J. Sedlacek: Co vime o piirozenych &slech, SMM 2

F. Vesely: O délitelnosti ¢isel celych, SMM 14

L. Bukovsky, I. Kluvanek: Dirichletov princip, SMM 25

L. Davidov: Funkciondlni rovnice, SMM 55

J. Bosak: Uvod do teorie grafii
http://kms.sturak.sk/debata.php

Vylety

Mily riesitelu,

tento kus textu prosim neprehliadni, lebo bol nakopirovany specidlne do Tvojich zadani! Vytipovali sme si Ta
totiz ako nadejného tcastnika Velkého Aprilového Vyletu semindrov Trojstenu, menovite FKS, KMS, KSP
(v abecednom poradi). Tak pozorne ¢itaj informécie: stretneme sa na AS Mlynské Nivy (v Bratislave — pozn.
pre cezpolnych) o 7:10 rdno, nastupiste 42. Autobus ndm pojde o $tvrt hodiny neskorsie. Aby Ta tam Sofér
nevidel od dne$ného diia kazdé rano, ¢akdme Ta v sobotu 17.aprila. Odcestujeme do Smolenic, obzrieme
Smolenicky zadmok, mrkneme do jaskyne Driny, potom trochu driny a chodenia a zalomime to v Plaveckom
Mikulési. Ak ukecas ostatnych, resp. ak ostatni ukecaju Teba, tak mozno az v Plaveckom Podhradi. Navrat
do Bratislavy bude medzi 19:30 a 19:45, ako sa podari. Zober si (pre istotu) 200 Sk na cestovné, vyletové
haby, jedlo, pitie a vobec, nech Ti ni¢ nechyba. Ak si si aspom na 50 + €% isty, Ze prides, tak napis ndm na
buggo@mist.sk alebo poko@ksp.sk Tesime sal

Termin odoslania rieSeni: 3. maj 2004 (pre zahranicie: 30. april 2004)
Termin konania prednasky: 26. april 2004
Nasa adresa: KMS, KATC FMFI UK, Mlynsk dolina, 842 48 Bratislava http://kms.sturak.sk/



Zadania 1. série zimnej ¢asti KMS 2004 /2005
Kategoria ALFA

Uloha &.1:

ObdlZnikovy platok mamutieho misa vazil 6 kg. Rozdelili si ho traja praludia. Najprv obdiznik rozrezali na dva
kusy. Kratko na to jeden z nich znovu rozrezali na dva kusy. Oba tieto rezy boli rovné. Vznikli takto tri trojuholniky
a kazdy praclovek si zobral jeden. Jeden z nich mal kus tazky ako aritmeticky priemer zvysnych dvoch. Kolko vazili
kusy mésa?

Uloha ¢&. 2:

Na like nasli liéne koniky planik spolocenskej hry. Planik bol podobny ako pri hre ¢lovece. Na planiku bola uzavreta
cesticka s poli¢kami. Dalo sa teda hopkat dookola. Styri koniky sa postavili na $tyri za sebou idtice policka. Koniky
vedeli skakéat prave o Styri policka. Koniky sa chvilu hrali a skékali v smere hodinovych ruciciek. Ked skondili, boli
opif na tych istych styroch polickach, z ktorych zacali. Zistite, ako vSelijako mohli byt na konci zoradené ak viete,
ze na planiku bolo 14 polic¢ok.

Potom sa hrali ich Siesti kamarati, ktori vedia skdkat o 4, 5, 6, 7, 8 a 9 poli¢ok. Zacinali zo 4., 5., 6., 7., 8. a
9. policka (bolo to Sest za sebou iducich poli¢ok). Kazdy zacinal z policka s takym ¢islom, o kolko poli¢ok vedel
skédkat. Planik mal 2004 policok. Zistite, ako vselijako mohli byt na konci usporiadné, ak skondéili hru na tej istej
Sestici polic¢ok, na ktorej zacinali.

Pozndmka: Pri tejto hre nezalezi na poradi, v akom koniky skac¢u. V priebehu hry, nie vSak na konci, moze stat na
jednom policku aj viacero konikov.

Uloha ¢&. 3:

Majme pravidelny $tvorboky ihlan so $tvorcovou podstavou ABCD a vrcholom V. Ozna¢me K stred hrany AB.
Bod L je v 1/9 hrany CD, blizsie k bodu C. Bod M je v 1/4 hrany BV, blizsie k bodu V. Bod N je v 1/4 hrany
CV, blizsie k bodu V. Porovnajte dizku dvoch ciest z K do N:

a) |[KL|+|LN]|
b) |[KM|+ |[MN]|.
Uloha ¢&. 4:

Na ostrove piadimuzikov zaviedli novii menu. V novej mene platia takéto mince: 1 LI = 10 LILI, 1 LILI = 10 LILILI
a 1 LILILI= 10 LILILILI. Zistite, kolko je sposobov, ako v LI, LILI, LILILI a LILILILI zaplatif sumu 2004 LILILILI.

Uloha ¢&. 5:

Skupinka troch turistov iducich rychlostou 6 km/h a jeden cyklista iduci rychlostou 30 km/h sa vybrali na cestu
z dediny A do dediny B, ktoré st vzdialené 45 km. Neznie to dobre, ale je to tak. Cyklista moze odviezt jedného
cestujuceho. Najdite najkratsi ¢as, za aky celd partia moze dorazit do dediny B a sposob, ako tento ¢as dosiahnut.

Uloha ¢&. 6:

V hoteli je 10 izieb umiestnenych na jednej chodbe oéislovanych od 1 po 10 v tomto poradi. Host si moze bud
objednat jednu izbu na dva po sebe idice dni, alebo dve susedné izby na jeden deni. Nadjomné je 1 dukét na izbu
a den. Turistickd sezdéna trva 50 dni. Je zname, Ze izba ¢islo 1 nebola obsadena prvy a izba ¢islo 10 posledny den
sezony. Dokazte, ze majitelia na ndjomnom neziskali viac ako 496 dukatov.

Uloha ¢&. 7
Existuje v rovine 100 priamok takych, ze ziadne tri sa nepretinaji v jednom bode a spolu sa pretinaji prave v
2004 bodoch?

Kategoria BETA
Ulohy ¢islo 5, 6, 7 st rovnaké ako v kategérii ALFA.

Uloha ¢&. 8:

Nech a; = 0, az = 1 a pre n > 2 nech &islo a,, = @, _1a,_2 vznikne spojenim &isel a,,_1 a a,_» sprava dolava.
Postupnost dalej pokracuje takto: a3 = @za; = 10, a4 = azas = 101, a5 = azaz = 10110. Najdite vSetky n, pre
ktoré je a,, delitelné ¢éislom 11.

Uloha ¢&. 9:

Mame 1001 obdlznikov s celo¢iselnymi dizkami stran nepresahujicimi 1000. Dokézte, ze z nich vieme vybraf tri
(nazvime ich A, B a C) tak, ze A sa zmesti do B a B sa zmesti do C.

Pozndmka: Ak st dva obdlzniky rovnaké, zmestia sa jeden do druhého.



Uloha ¢. 10:

V piesku na Dunajskej plazi st napisané ¢isla 19 a 82. Kazdy den prejde okolo nich kajakar Raza a s ¢islami urobi
jednu z troch moznych zmien: obe ¢isla zvysi o jedna, obe ¢isla umocni na druhd, alebo jedno z ¢isel zvysi o jedna
a druhé umocni na druht. MoéZe sa stat, Ze jedného diia budu obe ¢isla rovnaké?

Uloha ¢.11:
Dany je koneény pocet §tvorcov, pricom stucet ich obsahov je 1/2. Ukézte, Ze ich je moZné umiestnit do Stvorca so
stranou 1 tak, aby sa neprekryvali.

Kategoria GAMA
Ulohy ¢slo 10, 11 st rovnaké ako v kategérii BETA.

Uloha ¢&.12:

Dané je postupnost {a;}$°; prirodzenych ¢isel, pricom a; nie je delitelné piatimi a pre kazdé prirodzené ¢islo n > 1
plati a,11 = an + by, kde b, je &islica na mieste jednotiek ¢isla a,,. Dokézte, ze postupnost a,, obsahuje nekonec¢ne
vela mocnin dvojky.

Uloha ¢.13:
Najdite prirodzené ¢isla a, b tak, aby vyraz
b [2a—b

4V 2a+b

bol ¢o najvacsim prvocislom.

Uloha ¢.14:

KruZnice ki a ko sa navzajom dotykaju zvonka v bode A a sti¢asne sa obe dotykaju zvnitra kruznice k v bodoch
Ay a As. Bod P je jeden z priesecnikov spolo¢nej vnitornej doty¢nice kq a ko s kruznicou k. Nakoniec, body B; st
druhé prieseéniky priamok PA; s kruznicou k; (i = 1,2). Dokézte, Ze priamka By By sa dotyka oboch kruznic k1,
ko.

Odportcand literatiira

Sedlaéek, J.: Co vime o piirozenych é&islech, SMM 2. Mlad4 fronta, Praha, 1961

Vesely, F.: O délitelnosti celjch éisel, SMM 14. Mladé fronta, Praha, 1966

Hecht, T. — Sklenarikova, Z.: Metddy rieSenia matematickych uloh

Vrba, A.: Kombinatorika, SMM 45. Mlad4 fronta, Praha, 1980

Herman, J. - Kuéera, R. - Simsa, J.: Metody feseni matematickych tloh I. Statni pedagogické nakladatelsvi, Praha,
1990.

Vilenkin, N. L.: Kombinatorika. SNTL —Mir, Praha— Moskva, 1977.

Vrba, A.: Princip matematické indukce, SMM 40. Mlada fronta, Praha, 1977

Larson, L. C.: Metddy rieSenia matematickych problémov. ALFA, Bratislava, 1990.

Mac Lane, S—Birkhoff, G.: Algebra. ALFA, Bratislava, 1974.

Engel, A.: Problem—solving strategies. Springer-Verlag, New York—Berlin—Heidelberg, 1998.

Termin odoslania rieseni: 4. oktéber 2004 (pre zahranicie 1. oktéber 2004)
Nasa adresa: KMS, KATC FMFI UK, Mlynsk dolina, 842 48 Bratislava kms.sturak.sk



Zadania 2. série zimnej ¢asti KMS 2004 /2005
Kategoria ALFA

Uloha ¢&. 1:
Do kruZnice s polomerom 1 vpiSeme obdlZnik so sirkou b a vyskou h a rovnoramenny trojuholnik so zakladiiou
dlzky b, ktora je sti¢asne stranou obdlznika. Pre aké hodnoty h majt obdlznik a trojuholnik rovnaky obsah?

Uloha ¢&. 2:
Zostrojte lichobeznik ABCD, ak poznate dlzky jeho uhlopriecok, dizku priecky spajajicej stredy nerovnobeznych
protilahlych stran a jeden z uhlov pri zdkladni.

Uloha ¢&. 3:
Mame dant kruznicu k, priamku p a ¢islo r. Najdite vSetky kruznice, ktoré sa dotykaju priamky p a kruznice k
a maju polomer velkosti 7. Dotyk kruznic uvazujte vnatorny aj vonkajsi. Prevedte diskusiu o pocte rieSeni.

Uloha ¢&. 4:
Méme pravouhld suradnicovt ststavu (kartezidnsku). Body A, B, C, D maju porade stradnice [0, 0], [4, 3], [3, 1],
[4, 0]. Dokézte, ze velkost uhla BAC je rovna velkosti uhla CAD.

Uloha é&.5:
V rovine lezi piat bodov O, A, B, C, D, pricom A, B, C, D st vrcholmi konvexného $tvoruholnika. Pre ich
vzdialenosti plati |OA| < |OB| < |OC| < |OD|. Dokézte, ze pre obsah P $tvoruholnika ACBD vzdy plati

1

P < -(JOA| + |ODJ|)(|OB| + |0CY|).

o |

Zistite, kedy nastéva rovnost.
Pozndmka: Stvoruholnik je konvexny prave vtedy, ked kazdy jeho vnutorny uhol je mensi ako 180°.

Uloha ¢&. 6:

Maéame pravouhly rovnoramenny trojuholnik ABC' s pravym uhlom pri vrchole C. K nemu je prilozeny pravouhly
rovnoramenny trojuholnik CDE s pravym uhlom pri vrchole C tak, ze polpriamka C'D je totozné s polpriamkou
CB. Ozna¢me P, Q, R, S porade stredy tuseciek AB, BD, DE a EA. Dokazte, ze $tvoruholnik PQRS je Stvorec.

Uloha ¢&. 7:
Vnutri daného uhla s vrcholom V' je dany bod P. Vedte bodom P priamku p tak, aby mal trojuholnik AV B
minimélny obsah, pricom A, B su priese¢niky priamky p s ramenami uhla.

Kategoria BETA
Ulohy ¢islo 5, 6, 7 st rovnaké ako v kategérii ALFA.

Uloha ¢&. 8:

Na strane BC' lichobeznika ABCD (BC | AD) je zostrojeny bod P tak, ze |SAPM| = |[SDPM]|, kde M je
priese¢nik uhloprie¢ok AC a BD. Dokéazte, Ze bod B je rovnako vzdialeny od priamky DP ako bod C od priamky
AP.

Uloha &.9:

Je dany uhol s vrcholom O a kruznica k, ktord sa dotyka jeho stran v bodoch A a B. Polpriamka p prechadza
bodom A, je rovnobezna s OB a pretina kruznicu k v bode C. Usecka OC' pretina kruznicu k v bode E. Priamky
AE a OB sa pretinaju v bode L. Ukézte, Ze plati |OL| = |LB].

Uloha ¢&. 10:
Ukéazte, ze v euklidovskej rovine neexistuja 4 body také, Ze vzdialenost medzi kazdymi dvomi bodmi je nepéarne
prirodzené ¢islo.

Uloha ¢&.11:
V trojrozmernom priestore je danych n bodov Ay, Ao, ..., A, tak, Ze kazdé tri z nich tvoria trojuholnik s jednym
uhlom viésim ako 120°. Dokazte, Ze je mozné pospajat vSetky tieto body do lomenej éiary A;,, Ai,, ..., A, tak,

.....



Kategoria GAMA
Ulohy ¢islo 10, 11 st rovnaké ako v kategérii BETA.

Uloha ¢&.12:

N4jdite vSetky redlne rieSenia (z1,...,x5) sistavy nerovnic
(2] — wg25) (25 — wsw5) < 0
(22 — x43:1)(x§ —x4x1) < 0
(22 — z520) (22 — w570) < 0
(23 — zy23) (22 —z123) < 0
(22 — zomy) (23 — zozq) < 0

Uloha ¢&.13:

Najdite vsetky prvocisla p, q, pre ktoré je zlomok

(57 - 27)(57 - 21)
pq

celym cislom.

Uloha ¢.14:

Kruznicu vpisanu trojuholniku ABC ozna¢me k a body jej dotyku so stranami BC a AC postupne D; a F;. Na
strandch BC a AC zvolime body Dy a Es tak, aby |CDy| = |BD;| a |CE3| = |AE;|, bod P je priese¢nik tseciek
ADy a BE;. Kruznica k pretina tsecku ADs v dvoch bodoch, ten blizsie k bodu A oznacime Q). Ukazte, Ze plati
|AQ[ = [D2P|.

Odportcand literatira

Sedivy, J.: O podobnosti v geometrii, SMM 7. Mlad4 fronta, Praha, 1963

Hecht, T. — Sklenarikova, Z.: Metddy rieSenia matematickych uloh

Fondd, T. —Maxian, M: Geometrické perlicky. Metodické centrum v Bratislave, Bratislava, 1997.

Larson, L. C.: Metddy rieSenia matematickych problémov. ALFA, Bratislava, 1990.

Coxeter, H. S. M. — Greitzer, S. L.: Geometry revised. Mathematical Association of America, Washington, DC, 1967.
Engel, A.: Problem—solving strategies. Springer-Verlag, New York—Berlin—Heidelberg, 1998.

Termin odoslania rieSeni: 2. november 2004 (pre zahranicie 29. oktéber 2004)
Nasa adresa: KMS, KATC FMFI UK, Mlynska dolina, 842 48 Bratislava kms.sturak.sk



Zadania 3. série zimnej casti KMS 2004 /2005

Kategoria ALFA

Uloha ¢&. 1:

Skupina mysiek byvajica na F324 sa rozhodla usporiadat $portové zapolenie. Najskor sa samozrejme musia rozdelit
do druzin. Mygky sa o to uz hodni chvilu snaZia a stéle ni¢. Zistili iba, Ze keby ich bolo o tri viac, mohli by sa
rozdelit do Styroch druzin, keby ich bolo o Styri viac, mohlo by byt druzin pét a nakoniec, keby ich bolo o pift viac,
mohli by sa rozdelit do Siestich druzin. Zistite vSetky mo7né pocty mysiek.

Uloha ¢&. 2:

V krajine tvaru $tvorcovej siete 3 x 3 ziji ovecky a vlci. Kazdy rok si kazdy z tvorov vyberie jedno fubovolné policko,
kde bude cely nasledujuci rok, pri¢om 2 zvieratka rovnakého druhu nemoézu byt na tom istom policku. Ak sa na
policku nachddza iba jedna ovecka, po roku umrie, ale porodi dalsie dve ovecky (tie v nasledujicom roku mozu
ist na hociktoré poli¢ka). Ak je na policku iba vlk, tak umrie, lebo sa nenapapa. Ak je na policku vlk a ovecka,
tak vlk zozerie ovecku, po roku zomrie, ale porodi dalsich dvoch vlkov. Zistite, aké pocty vlkov a oveéiek v krajine
sposobia, e po niekolkych rokoch URCITE niektory z druhov vymrie.

Pozndmka: Ak sa stane, ze sa mé v krajinke rozmiestnit 10 alebo viac oveéiek (vlkov), tak sa rozmiestni iba 9
a ostatné odidu studovat do USA, priGom sa uz nevratia.

Uloha ¢&. 3:
Neparne prirodzené ¢isla st rozdelené do skupin nasledovne: V prvej skupine je ¢islo jedna. Pre n > 2, po zostaveni
n — 1 skupin zostavime n-ta tak, ze do nej dame 2n — 1 najmensich neparnych prirodzenych ¢isel, ktoré este nie s
v ziadnej skupine. Zistite, v ktorej skupine je ¢islo

a) 17 b) 2004 c) 20042004 — 1.

Uloha ¢&. 4:
Nech a, b, c st redlne &isla také, Ze a? + c? < 4b. Dokézte, ze pre vSetky redlne &isla x plati

2t tard+ b4z +1>0.

Uloha ¢&. 5:
20 ¢élenov tenisového klubu sa rozhodlo usporiadat medzi sebou 14 siibojov dvojhry tak, aby kazdy ¢len hral aspoii
jeden zapas. Dokézte, ze spomedzi tychto 14 stibojov vieme vybraf 6 tak, Ze vSetkych 12 hracov v tychto sibojoch
je réznych.
Uloha ¢&. 6:

Prirodzené ¢isla p, g st nestdelitelné préave vtedy, ked st nestdelitené ¢isla 2P —1, 29 —1. Je toto tvrdenie pravdivé?
Pozndmka: Dve ¢isla st nestudelitelné prave vtedy, ked ich najvicsi spoloény delitel je jedna.

Uloha ¢&. 7:

Tomés dostal na narodeniny velktt bonboniéru. Mala §tvorcovy tvar rozmerov 2n x 2n (bolo v nej teda 4n? cukrikov
rozmiestnenych v 2n riadkoch a 2n stipcoch). Este na oslave ju otvoril a spolu s kamardtmi vela cukrikov zjedli.
Ked sa druhy den Tomé&s zobudil, nasiel v bonboniére, chida, uz iba 3n cukrikov. Dokézte, Ze bez ohladu na to,
ktoré cukriky zostali, moze Tomas zvolif takych n riadkov a n stlpcov bonboniéry, ze na nich budu vsetky zvysné
cukriky.

Kategéria BETA
Ulohy ¢&islo 5, 6, 7 st rovnaké ako v kategérii ALFA.

Uloha ¢.8:
Nech z a y st realne &isla také, ze 2 + y2, 3 + y> aj 2 4+ y* st racionalne &isla. Dokazte, Ze potom aj = +y a xy
st racionélne cisla.

Uloha ¢&.9:
N4jdite vsetky dvojice celych ¢isel = a y, pre ktoré plati

(z+1)(z+2)(z+3)+a(+2)(z+3) +a@+1)(z+3) +a(@+1)(z+2) =y*.

Uloha ¢&.10:

Stvorec s rozmermi 99 x 99 je cely pokryty dlazdi¢kami tvarov By, 7 a HH. Ziadne dve dlazdicky sa neprekryvaji
a ziadna nevy¢nieva von. Dlazdicky mozu byt aj pootacané. Dokézte, ze dlazdiciek tvaru By je aspon 199.

Uloha ¢&.11:

Rasfo mé na papieri napisanych 26 roznych ¢éisel z mnoziny {1,2,...,100}. Ukézte, Ze sa z nich d4 vybrat niekolko
(aspoti jedno) tak, ze ich st¢in bude $tvorec (t.j. druhd mocnina celého ¢isla).



Kategoria GAMA
Ulohy ¢islo 10, 11 st rovnaké ako v kategérii BETA.

Uloha ¢.12:

V ostrouhlom trojuholniku ABC plati |AC| < |AB|. Body O, H, P st postupne stred kruznice opisanej trojuholniku
ABC, ortocentrum trojuholnika ABC' a pita vysky z vrcholu C na stranu AB. Nech kolmica cez bod P na priamku
OP pretina priamku AC v bode Q. Dokézte, ze uhly PHQ a BAC maja rovnakua velkost.

Uloha ¢&.13:
Nech p je prvoéislo tvaru 4k + 1. Dokazte, Ze rovnica 22 — py?> = —1 m4 aspoii jedno riesenie (x,y) v celych ¢islach.
Uloha ¢&. 14:
Lubovolny n-uholnik P lezi v rovine. Jeho strany st oznacdené 1,2,...,n. Nech S = s1, 82, 53,... je kone¢na alebo
nekoneénd postupnost, pricom s; € {1,2,...,n}. Budeme preklapat mnohouholnik P takto: najprv ho preklopime

okolo hrany s ¢islom s; (takze P v novej polohe je osovo stimerny s P v povodnej polohe podla strany s;), potom
okolo hrany s ¢islom sy a tak dalej.

a) Dokézte, ze existuje nekone¢nd postupnost S taka, ze ked podla nej budeme preklapat P, tak kazdy bod v
rovine bude aspon raz zakryty mnohouholnikom P.

b) Dokéazte, ze postupnost S pozadovand v Casti a) nemdze byt periodicka.

¢) Nech P je pravidelny pidtuholnik s polomerom opisanej kruznice rovnym 1. Nech D je Tubovolny kruh s
polomerom 1,00001 v rovine pifuholnika. Existuje konecnd postupnost S takd, ze ked popreklapame P
podla S, bude patuholnik P cely lezat vnuatri kruhu D?

Odportcand literatira

Sedlacek, J.: Co vime o pfirozenjch é&islech, SMM 2. Mlada fronta, Praha, 1961.

Vesely, F.: O délitelnosti celjch éisel, SMM 14. Mladé fronta, Praha, 1966.

Herman, J. - Kuéera, R. — Simsa, J.: Metody feseni matematickych tloh I. Statni pedagogické nakladatelsvi, Praha,
1990. ISBN 80-210-0120-8

Larson, L. C.: Met6dy rieSenia matematickych problémov. ALFA, Bratislava, 1990. ISBN 80-05-00627-6
Lozansky, E. —Rousseau, C.: Winning Solutions. Springer-Verlag, New York—Berlin—Heidelberg, 1996.

ISBN 0-387-94743-4

Engel, A.: Problem—Solving Strategies. Springer-Verlag, New York—Berlin—Heidelberg, 1998. ISBN 0-387-98219-1
Kuczma, M. E.: International Mathematical Olympiads 1986-1999. The Mathematical Association of America, Was-
hington, DC, 2003. ISBN 0-88385-811-8

Coxeter, H. S. M. — Greitzer, S. L.: Geometry Revised. The Mathematical Association of America, Washington, DC,
1967. ISBN 0-88385-619-0

Termin odoslania rieseni: 29. november 2004 (pre zahranicie 26. november 2004)
Nasa adresa: KMS, KATC FMFI UK, Mlynsk dolina, 842 48 Bratislava kms.sturak.sk



Zadania 1. série letnej casti KMS 2004 /2005
Kategoria ALFA

Uloha ¢&. 1:
Majme dané kladné celé &isla p a g. Zistite, & je ¢islo p + ¢ neparne, ak viete, ze ¢islo p® — ¢ je neparne. Plati
opac¢né tvrdenie? Nezabudnite svoje zistenie zddvodnit.

Uloha ¢&. 2:

Po vydarenej kolonizécii st uz osidlené oba mesiace Marsu. Na Deimose platia iba bankovky s hodnotami 4, 8
a 12 Mk (Martanskych kortin) a na Phobose sa pouzivaju len bankovky s hodnotami 12, 16 a 20 Mk. V celej
Slnec¢nej sustave plati Logické pravidlo trhu: Na kazdt planétu/mesiac sa mozu dovézat len tie vyrobky, ktoré si
mozu obyvatelia platnymi domécimi platidlami zakupit (pri¢om pri kipe sa mézu bankovky aj vydavat). Zistite, ¢i
mozno na Deimos a Phobos dovazat tie isté vyrobky. Ak &ano, dokézte, ak nie, zistite, pre ktoré vyrobky to neplati.

Uloha ¢&. 3:

Na ostrove S stiostrovia KMS ziju iba poctivci, ktori vzdy hovoria pravdu a klamaéri, ktori vzdy klamt. Niektori
poctivci sa vypracovali medzi takzvanych elitnjch poctivcov, podobne existuji aj elitni klaméari. Ostrovania sa
zdruzuju do réznych klubov, pricom ostrovan moze byt ¢lenom aj viacerych klubov. Klubovy Zivot na ostrove S
spliia nasledujice 4 podmienky:

1. Elitni poctivci tvoria klub.
2. Elitni klamari tvoria klub.
3. Pre kazdy klub K plati, ze ti ostrovania, ktori nie st v klube K, tvoria klub.

4. Ku kazdému klubu K existuje aspoil jeden ¢lovek, ktory o sebe prehlasuje, Ze je ¢lenom klubu K. (Jeho
tvrdenie nemusi byt pravdivé, moze to byt klamér.)

Dokazte, Ze na ostrove S zije aspon jeden neelitny poctivec a aspon jeden neelitny klamar.
Zistite, ¢i vSetci poctivei tvoria jeden klub.

Uloha ¢&. 4:

Pekar Ruza napiekol 32 kol4ddov roznej hmotnosti. Ked Ruza odiSiel telefonovat Ani, pribehol Foto s rovnoramen-
nymi vdhami a s imyslom zjest dva koldce. Chcel zjest dva najtazsie, no mal ¢as iba na 35 vaZeni na vahach, ktoré
si priniesol. Pomozte Fotovi najst sposob, ako odhalit dva najtazsie kolade.

Uloha ¢&. 5:

Aria na narodeniny dostala od Kuba velku bielu kocku n x n xn. (Samozrejme, Ze n je prirodzené ¢éislo.) Kedze sa jej
zdala prili§ jednotvéarna, zafarbila niektoré jej steny na éerveno. Po rozrezani na n® maljch jednotkovych kocodiek
zistila, ze 45 kocoCiek nemé Ziadnu stenu Cervend. Ana potom na oslave zjedla zvysnych 30 razovych kolacov a
zabudla, ako zafarbila svoju nova kocku. Pomdzte Ani zistit, kolko stien povodnej kocky zafarbila na ¢erveno.

Uloha ¢&. 6:

Biolég Miki pozoruje chameledna, ktory chytd muchy. Chameleén ma vSak prespekulované pravidla, ako bude
pri chytani muach oddychovat. Pred prvou chytenou muchou oddychuje 1 mintutu. Pred kazdou 2m-tou muchou
oddychuje tolko minit, ako oddychoval pred m-tou muchou. Pred kazdou 2m + 1-ou muchou oddychuje o minitu
viac, ako oddychoval pred m-tou muchou. Ked skon¢i niekolko mintitovy oddych, chameleén okamzite chyti muchu
a opit zacne oddychovat. Zistite:

a) Po kolkych minatach ,snaZzenia“ chytil chameleén svoju 33-tiu muchu v poradi? (Réta sa aj prvd mintta
oddychu.)

b) Kolkatti muchu chytil chameleén po tom, ¢o prvy krat oddychoval 9 mintit bez chytania?
¢) Po akom dlhom oddychu chytil chameleén svoju 2005-tu muchu?

Nezabudnite svoje tvrdenia riadne zdovodnit.

Uloha ¢&.7:

Peto mé nekonecnti Stvoréekovi siet. Pomozte mu zistit, pre ktoré N z mnoziny {1, 2, ..., 8} je splnend nasledujica
podmienka: Existuje ofarbenie policok tejto siete na cCierne a biele také, ze kazdé cierne policko susedi prave
s N ¢iernymi polickami a kazdé biele poli¢ko susedi prave s N bielymi polickami (policka spolu susedia, ak maja
spolo¢ni stranu alebo vrchol).



Kategoria BETA
Ulohy ¢islo 5, 6, 7 st rovnaké ako v kategérii ALFA.

Uloha ¢&. 8:
Najdite vietky nezadporné celé &isla n, pre ktoré existuju celé &sla a, b splhajtce

n?=a+b, n® = a® + b

Uloha ¢&.9:

Je mozné rozdelit mnozinu raciondlnych ¢isel viicsich ako 1 na dve neprézdne disjunktné mnoziny A a B tak, aby
a) sucet fubovolnych dvoch éisel z mnoziny A patril do A a stéet lubovolnych dvoch ¢isel z mnoziny B patril do B?
b) stéin lubovolnych dvoch ¢isel z mnoziny A patril do A a stéin TubovoInych dvoch éisel z mnoziny B patril do B?

Pozndmka: Dve mnoziny st disjunktné prave vtedy, ked nemaju spolo¢ny prvok.

Uloha ¢&.10:

Martanské kocka modrej nezndmej hmoty so stranou 10 sa skladd z 10 x 10 x 10 koco¢iek. Kazd4 kococka ma svoje
stradnice (postupne od vrcholovej kococky (1,1,1) po vrcholovi kococku (10, 10,10)) a je na zadiatku zafarbend
striebornou farbou. Madciatka Pa a Pi sa hraju nasledujticu hru. Zaéina Pa a potom sa striedaji v tahoch. Magciatko,
ktoré je na fahu, si vyberie striebornii kococku, ktord mé najvicsi stcet siradnic (v pripade, ze je takych kocociek
viac, moZe si vybrat lubovolnt z nich) a prefarbi ju zo striebornej na zlat. NavySe moze lubovolne prefarbit (na
zlatl ¢ na strieborni) kazda kococku okrem vybranej, ktort pretina alebo ktorej sa dotyka tisecka spéajajtca stred
vybranej kococky so stredom kococky (1,1,1). Prehrd maciatko, ktoré nebude moct urobit svoj tah. Pre ktoré
z macdiatok existuje vitaznd stratégia?

Uloha ¢.11:
Zistite, pre ktoré kladné celé ¢isla n sa daju éisla 1,2,...,n napisat v takom poradi, ze pre kazdé dve ¢isla sa ich
aritmeticky priemer nebude rovnat Ziadnemu z ¢isel napisanych medzi nimi.

Kategoria GAMA
Ulohy ¢islo 10, 11 st rovnaké ako v kategérii BETA.

Uloha ¢&.12:

Nech a, b,c,a+b—c,b+c—a,a+c—b, a+ b+ c je sedem roznych prvocisel. Sicet nejakych dvoch z ¢isel a, b,
c je 1000. Oznac¢me najvicSie, resp. najmensie zo spominanych siedmich ¢isel ako M, resp. m. Najdite najvacsiu
moznu hodnotu ¢isla M — m.

Uloha ¢.13:
Nech ABC je ostrouhly trojuholnik vpisany do kruznice so stredom O. Nech M, N st body na priamke AC' také,

7e MN = A—C>v Nech D je pidta kolmice z bodu M na priamku BC, E péta kolmice z bodu N na priamku AB.
Nech O’ je stred kruznice opisanej trojuholniku BED. Dokazte, Ze ortocentrum trojuholnika ABC' leZi na kruZnici
opisanej trojuholniku BED. Dokézte, ze stred tisecky AN a bod B st stimerne zdruZzené podla stredu tisecky OO'.

Uloha ¢&.14:
Pre Iubovolné prirodzené ¢éislo n > 1 oznaéme s, polet permutécii (a1, as,...,a,) prvych n prirodzenych ¢isel
takych, ze

1<|ar — k| <2 pre véetky k =1,2,... n.

Dokéazte, ze pre vsetky prirodzené ¢isla n > 6 plati

TSp—1 <48, < 8Sp—1 -

Odportcand literatira

Zoznam odorucanej literattiry sme presunuli na internet. Spolu s dalsimi podrobnostami o projekte Kniznica KMS
ho najdes na www.kms.sk/kniznica.php.

Termin odoslania rieSeni: 14. marec 2005 (pre zahrani¢ie 11. marec 2005)
Nasa adresa: KMS, OATC KAGDM FMFI UK, Mlynska dolina, 842 48 Bratislava www.kms . sk



Zadania 2. série letnej ¢asti KMS 2004 /2005
Kategoria ALFA

Uloha ¢&. 1:

Pomaly pavik Jozef sa pohybuje po stole rovnomernou rychlostou 10 centimetrov za mindtu. Na zaciatku kazdej
minuty sa otoci o 30° doprava. Jozef takto cestuje uz 73 minat. V polovici sedemdesiatej Stvrtej minuty si povedal,
ze od zafiatku dalSej mintty sa za¢ne otactat pre zmenu o 10° dolava. Vrati sa niekedy po sedemdesiatej Stvrtej
mintte Jozef na miesto, na ktorom uz bol? Ak ano, kedy najskor?

Uloha ¢&. 2:
V obdlzniku ABCD méme loment ¢aru z vrcholu A do vrcholu C' taki, ze Tubovolna z rovnobeziek so stranami
obdlZnika ju pretina v najviac jednom bode. Dokazte, ze dlzka tejto lomenej ¢iary nie je viésia ako polovica obvodu
obdlznika.

Uloha ¢&. 3:
Majme dant kruznicu k a lubovolny bod A. Bodom A vedme Iubovolné priamky, ktoré mozu vytnat tetivu na
kruznici k. Najdite mnozinu stredov tychto tetiv.

Uloha ¢&. 4:
Uhol pri vrchole trojuholnika je rozdeleny dvoma priamkami na tri rovnaké uhly. Tieto dve priamky rozdeluji
protilahla stranu trojuholnika na tri tseky. MozZe sa staf, Ze najdlhsi Gisek na strane bude ten stredny?

Uloha ¢&. 5:

Blska Basgka skice po dvoch ramenach uhla ako na obrazku. Vsetky jej skoky
st rovnakej dizky. Zac¢ina z vrcholu uhla a po siedmych skokoch sa vrati naspit
do tohto vrcholu. Ak4 je velkost uhla?

Uloha ¢&. 6: >
Dany je uhol AV B a v fiom leziaca kruZnica k, ktord sa nemusi dotykat ramien
uhla. Najdite na nej bod P, pre ktory je sucet vzdialenosti bodu P od ramien AV a BV minimaélny.

Uloha &.7:

Na polkruznici nad priemerom AB lezi bod M. Na tsecke AB lezi bod K. Stred kruznice prechadzajicej bodmi
A, M, K ozna¢me P a stred kruznice prechadzajucej bodmi M, K, B ozna¢me Q. Dokazte, ze body M, K, P a Q
lezia na jednej kruznici.

Kategéria BETA
Ulohy ¢&islo 5, 6, 7 st rovnaké ako v kategérii ALFA.

Uloha ¢&. 8:
V rovine je dany rovnostranny trojuholnik ABC'. Dokézte, Ze existuje kladné konstanta k také, Ze pre kazdy bod X
danej roviny moZeme vhodne zvolit znamienka + a — tak, Ze plati

:|:1}1:|:’U2:|:1]3=]<37

kde v1, vo, v3 st postupne vzdialenosti bodu X od priamok AB, BC, C A.

Uloha ¢&.9:

V trojuholniku ABC je vietko oznacené ako obvykle. Ak je uhol v dva krét taky velky ako uhol 3, tak a? = b(b+c).
Dokazte. Plati aj obratend implikacia?

Uloha ¢&.10:

Nech AB je priemer kruznice k a O je jej stred. Vnutri tisetky AB zvolme bod C'. Uvazujme iba jeden z oblikov AB,

kolmica na AB cez bod C pretina tento oblik v bode D. Kruznica vpisana do ttvaru CBD (t.]j. dotykajica sa
kratSieho oblika BD a tseciek CB a CD) sa dotyka tsecky AB v bode J.

a) Dokézte, ze |AD| = |AJ].
b) Dokéazte, ze D.J je osou uhla CDB.

Uloha ¢.11:

KruZnica ki sa v bode T zvonka dotyka kruZznice ky. Na ks uvazujme Iubovolny bod P neleziaci na spojnici stredov
oboch kruznic. Bodom P vedieme doty¢nice ku &y, ktoré sa jej dotknii v bodoch A a B. Priamky AT, BT pretnu ko
znovu postupne v bodoch C, D. Priamka C'D pretne doty¢nicu ku ke vedenti bodom P v bode M. Urc¢te mnozinu
vsetkych moznych poloh bodu M, ked menime polohu bodu P.



Kategoria GAMA
Ulohy ¢slo 10, 11 st rovnaké ako v kategérii BETA.

Uloha ¢.12:
Najdite vsetky prosté funkcie f : N — N také, ze pre kazdé prirodzené ¢islo n plati
n+ f(n
Frmy < "I

Pozndmka: Prosta funkcia je takd, ze pre vietky z, y plati f(z) = f(y) = x =y.

Uloha ¢&.13:

Nech n > 1 je prirodzené ¢islo a X je mnoZina s n prvkami. Nech Aj, As, ..., Ajp1 s podmnoZiny mnoziny X také,
Ze zjednotenie fubovolngch 50 z nich ma viac ako 50n/51 prvkov. Dokézte, Ze z tychto podmnozin sa daja vybrat
tri také, ze kazdé dve z nich maja aspon jeden spolo¢ny prvok.

Uloha ¢. 14:
Nech m a n st prirodzené ¢isla. Dokazte, ze ak m je neparne, tak ¢islo

m

s 2 (o) o=

k=0

je celé.

Odportcand literattura
Sedivy, J.: O podobnosti v geometrii, SMM 7. Mlad4 fronta, Praha, 1963
Coxeter, H. S. M. — Greitzer, S. L.: Geometry revised. Mathematical Association of America, Washington, DC, 1967.
Engel, A.: Problem—solving strategies. Springer-Verlag, New York—Berlin—Heidelberg, 1998.
www.kms . sk/kniznica.php

Termin odoslania rieseni: 4. april 2005 (pre zahraniéie 1. april 2005 (Pozor! Je to stredal))
Nasa adresa: KMS, OATC KAGDM FMFI UK, Mlynska dolina, 842 48 Bratislava www.kms . sk



Zadania 3. série letnej casti KMS 2004 /2005
Kategoria ALFA

Uloha ¢&. 1:
Daju sa v ¢&isle 54 806 372 navzijom vymenit dve &islice tak, aby vzniknuté éislo bolo delitelné ésmimi? Ak 4no,
najdite vsetky moznosti.

Uloha ¢&. 2:
Kde bolo, tam bolo, na like je pit trpaslikov, Erika, Feri, Kika, Lucia a Mazo. Kazdy z nich ma na hlave bud
dervent, alebo modru éiapku. Aj ked ziadny trpaslik nevidi svoju ¢iapku, ten, ktory mé éervent ¢iapku, vzdy hovori
pravdu. Trpaslik, ktory ma modru ¢iapku, vzdy klame. Jednotlivy trpaslici povedali nasledujtice vyroky:

Erika: ,Vidim tri modré a jednu cCervena ciapku.

Feri: ,,Vidim $tyri cervené ¢iapky.“

Kika: ,,Vidim jednu modru a tri ¢ervené Ciapky.

Lucia: ,,Vidim $tyri modré ¢iapky.“
Zistite, aké ¢iapky mozu mat jednotlivy trpaslici. Najdite vSetky moznosti.

Uloha ¢&. 3:
Zistite, kolkymi spésobmi moZzeme z mnoziny {1, 2, 3, ..., 19, 20} vybrat trojprvkovii podmnozinu, ktorej sacin
prvkov je delitelny Styrmi.

Uloha ¢&. 4:

Ruza a Dada striedavo umiestiiuju kvetinky na policka Sachovnice rozmerov 7 x 3. Kazdé z dievéat v kazdom
tahu polozi prave jeden kvietok na niektoré z prazdnych poli¢ok. RUzine kvetinky st slne¢nice a Dadine st ruze.
Vifazkou je ta, ktord prva polozi svoju kvetinku na vietky Styri rohové policka nejakého obdlznika, tvoreného
polickami Sachovnice. Dokdzte, Ze tato ich hra je velmi zdbavna, to znamena, Zze nikdy nemdze skoncit remizou.

Uloha &. 5:
Najdite vietky dvojice realnych ¢isel (p, q), pre ktoré plati p + ¢ = 2005 a zaroveil mé rovnica x? + px + g dve
celociselné riesenia.

Uloha ¢&. 6:
Uvazujme nasledujice vyroky o rovnici z|z| + px + ¢ = 0, kde p, ¢ si redlne parametre.
a) M4 najviac tri redlne rieSenia.
b) M4 najmenej jedno redlne riesenie.
c) M4 realne riesenie, iba ak p? — 4q > 0.
d) M4 tri redlne rieSenia, ak p < 0 a g > 0.
Kolko z nich je pravdivych? Svoje tvrdenie zdévodnite.

Uloha &.7:

Osem spevéakov sa zu¢astnilo hudobného festivalu, kde vysttpili s m piestiami (m > 0). Kazda piesen spievali Styria
z nich a kazda dvojica spievala v rovnakom pocte piesni ako lubovolnd ind dvojica. Aké je najmensie m, pre ktoré
je to mozné? Svoje tvrdenie zddvodnite.

Kategoria BETA
Ulohy é&islo 5, 6, 7 st rovnaké ako v kategérii ALFA.

Uloha ¢&. 8:
Najviac kolko vezi je mozné umiestnif na policka Sachovnice rozmerov m x n tak, aby kazd4 veza ohrozovala prave
dve dalsie? Svoje tvrdenie dokazte.

Pozndmka: Dve veze sa ohrozuji, ak st umiestnené v rovnakom riadku alebo stlpci a medzi nimi sa nenachadza
ind veza.

Uloha ¢&.9:

K danym ¢islam 7 a 2 vytvorime postupnost 7,2,1,4,2,4,8,8,3,2, ... tak, Ze postupne nésobime dvojice susednych
élenov a vysledok pripojime ako dalsi jeden alebo dva ¢leny v zévislosti od toho, ¢i je sucin jednomiestne alebo
dvojmiestne ¢islo. Dokazte, Ze ¢islica 6 sa v postupnosti objavi nekoneéne velakrat.

Uloha ¢&.10:
Najdite vsetky funkcie f : R — R, ktoré spliiaji rovnost

fly+zf(x) = fly) +2f(2)

pre kazdu trojicu redlnych ¢isel z, y, z.



Uloha &.11:
Najdite vSetky dvojice celo¢iselnych parametrov (p, q), pre ktoré mé rovnica

2* —y® =pry+q

s neznamymi x, y nekonecne vela rieSeni v obore celych éisel.

Kategoria GAMA
Ulohy ¢islo 10 a 11 st rovnaké ako v kategérii BETA.

Uloha ¢&.12:

Nech O je vnatorny bod trojuholnika ABC'. Priamky OA, OB, OC pretinaju strany trojuholnika po rade v bodoch
A1, By, C; (po rade roznych od bodov A, B, C). Nech Ry, Rs, R3, R st polomery kruznic opisanych postupne
trojuholnikom OBC', OCA, OAB, ABC'. Dokazte, ze

[OA,]
|AA,|

|OB;|
|BB; |

|OC |
|CCh|

Ry + Ry + R; > R.

Uloha ¢&.13:
Nech a,b, c st také realne &isla, ze polyném P(z) = 2° + ax? + bxr + ¢ mé tri realne korene (nie nutne rozne).
Dokazte, ze plati

12ab + 27¢ < 6a® + 10(a® — 2b)%/2.

Kedy nastava rovnost?

Uloha ¢&. 14:

V rovine trojuholnika ABC' je dany bod O a kruznica k prechidzajtica bodom O tak, ze priamky OA, OB a OC
pretinaja kruznicu k po rade v bodoch P, @, R, rdznych od bodu O. Body K, L, M (v tomto poradi) st prieseéniky
kruznice k s kruznicami opisanymi trojuholnikom BOC, AOC, AOB, rdzne od bodu O. Dokazte, ze priamky PK,
QL, RM prechadzaji jednym bodom.

Odporucana literatura
Herman, J. - Kucera, R. - Simsa, J.: Metody feseni matematickych tiloh I. SPN, Praha, 1990.
Kaucky, J.: Kombinatorické identity. Veda, Bratislava, 1975.
Engel, A.: Problem-solving strategies. Springer-Verlag, New York—Berlin—Heidelberg, 1998.
www.kms . sk/kniznica

Néaboij, Akadémia a Klub Trojstenu.

S radosfou Vam oznamujeme, Ze 15. aprila bude Naboj a 13. maja Akadémia Trojstenu. Obe tieto oblubené
akcie budu spreviddzané sobotnajsim Klubom Trojstenu. Na tieto akcie Vas zaroven srdecne pozyvame. Blizsie
informacie najdete na nasich strankach www.kms.sk.

Termin odoslania rieseni: 25. april 2005 (pre zahranicie 22. april 2005 )
Nasa adresa: KMS, OATC KAGDM, FMFI UK, Mlynské dolina, 842 48 Bratislava. www.kms . sk



Zadania 1. série zimnej ¢asti KMS 2005/2006
Kategoria ALFA

Uloha ¢&. 1:
Vieme, ze stcet trindstich réznych prirodzenych ¢isel je 92. Zistite sacet dvoch najvécsich z tychto cisel.

Uloha &. 2:

Dve dobré kamaratky Janka a Hanka si prvého septembra presne napoludnie nastavili ruc¢ickové hodinky na rovnaky
(sprévny) ¢as. O niekolko dni sa znovu stretli a zistili, Ze Jankine hodinky sa kaZzdd hodinu ponahlaja o jednu
sekundu a Hankine sa kazdd hodinu omeskaji o jeden a pol sekundy. Zistite, o kolko hodin najblizsie od poludnia
prvého septembra budu hodinky oboch dievéat ukazovat rovnaky cas. Zistite tiez, o kolko hodin budu najblizsie
ukazovat naraz spravny cas.

Uloha ¢&. 3:
Zistite, kolko roznych stvorcifernych ¢isel mozno napisat pomocou cifier 1, 2, .. ., 8, ak maju byt vSetky cifry v éisle
navzijom rozne a vsetky zostavené ¢isla maju byt delitelné deviatimi.

Uloha ¢&. 4:

O jednej skuske vieme, Ze priemerny pocet bodov Studentov, ktori tato skusku spravili, je 65. Priemerny pocet
bodov tych, ktori ju nespravili, je 35. Zistite, kolko percent $tudentov skusku spravilo, ak je celkovy priemerny
pocet bodov 53.

Uloha ¢&. 5:

V triede je 29 Studentov. Kazdy $tudent bud stéle klame, alebo stéle hovori pravdu. Jedného dia si $tudenti
posadali okolo okruhleho stola a kazdy z nich povedal, Ze obaja jeho susedia st klaméari. Dokazte, ze v triede je
aspon 10 Studentov, ktori stale hovoria pravdu. Je mozné, aby v triede bolo presne 10 takychto Studentov?

Uloha ¢&. 6:

Nevedko vie, ze Hlavné namestie v Uhorkovom meste mé tvar obdlznika a je celé pokryté stvorcovymi dlazdickami
velkosti 10 cm x 10 c¢m, ktoré sa neprekryvaji. Jeho kamarat Vievedko vie, Ze polovica vSetkych dlazdi¢iek lezi na
okraji ndmestia. A ¢o vy, viete povedat, aké m4 toto namestie rozmery?

Uloha ¢&. 7:

Nekoneé¢ne vela mravcov ide za sebou popri stene domu. Prvy ide Ferdo. Druhy si udrziava od Ferda konStantny
odstup pol metra. Treti mravec ide 3/4 metra za Ferdom, $tvrty 4/5 metra a n-ty mravec v poradi ide n/(n + 1)
metra za Ferdom. Vracaji sa domov s tilovkom pozostavajiicim z piatich stebiel travy rovnakej dizky 1. Najdite
najmensie mozné [, ak viete, ze kazdy mravec nesie aspon jedno steblo.

Kategoria BETA
Ulohy ¢islo 5, 6, 7 st rovnaké ako v kategérii ALFA.

Uloha ¢&. 8:

Maéme 45 klebetnic, pricom kazda sa za posledny tyzdeti dozvedela novii klebetu a chece sa o fiu podelit s ostatnymi.
Vie to urobit tak, Ze niektorej inej zavold a pritom si navzdjom povedia vSetky klebety, ktoré vedia. Chceme, aby
kazda z nich vedela vsetky klebety. Na kolko najmenej zavolani to ide?

Uloha ¢&.9:
Najdite vsetky redlne riesenia ststavy rovnic

-y = 2oz
B2 = 22y
ot = 42—

Pozndmka: Dané ststava naoza] nie je symetrické a tak to aj méa byt :-).

Uloha ¢&. 10:
Na planiku je 2000 miest a medzi niektorymi z nich je priama letecka linka. Pre kazdé mesto A je pocet miest
spojenych s mestom A priamou leteckou linkou rovny jednému z ¢isel 1, 2, 4, 8, ...1024. Nech S(A) je pocet ciest

z mesta A do inych miest (réznych od A) s najviac jednym medzipristatim. Nezabudnite, Ze z mesta A do mesta
B moze viest aj niekolko roznych ciest, ktoré musime do S(A) zapocitat. Dokazte, ze ked s¢itame S(A) vSetkych
miest, tak ndm nemoze vyjst 10 000.

Uloha ¢&.11:

Néajdite najmensie neparne prirodzené éislo n > 1 s nasledujtcou vlastnostou: existuje nekonecne vela prirodzenych
¢isel, ktorych Stvorec (druhd mocnina) je rovny suctu Stvorcov nejakych n za sebou idicich prirodzengch éisel.



Kategoria GAMA
Ulohy ¢islo 10 a 11 st rovnaké ako v kategérii BETA.

Uloha ¢&.12:
Nech f: RT — R je takd funkcia, ze funkcie f(z) — 23 a f(x) — 3z st rasttice. Zistite, ¢i funkcia f(z) — 22 — 2 musi
byt monotdnna.

Uloha ¢.13:

Kruznica k vpisana do trojuholnika ABC sa dotyka stran AB, BC, C A po poradi v bodoch Q, E, P. Use¢ka EF
je priemerom kruznice k. Priamky FA, F'P, FQQ pretinaju priamku BC po poradi v bodoch M, K, L. Dokazte, ze
bod M je stredom tsecky K L.

Uloha ¢&. 14:
Dokézte, ze z lubovolnych 200 prirodzenych ¢isel vieme vybraf prave 100 ¢isel tak, Zze sucet vybratych éisel je
delitelny ¢éislom 100.

Odportic¢and literatiira

Zoznam odporacanej literatury k tejto sérii, ako aj k samostatnému Stadiu, ndjdete na internete na adrese
www.kms.sk/kniznica.php. Na tejto adrese je tiez zoznam vsetkych knih z Kniznice KMS, ktoré su k dispozicii
nagim riesitelom, ako aj ostatnym matematickym nadsencom. Kontaktnéd adresa je mito@kms.sk.

Sponzori
Za sponzorstvo dakujeme firme Radoma, s.r.o. Presov.

Termin odoslania rieSeni: 10. oktéber 2005 (pre zahrani¢ie 7. oktéber 2005 )
Nasa adresa: KMS, OATC KAGDM FMFI UK, Mlynska dolina, 842 48 Bratislava www.kms . sk



Zadania 2. série zimnej ¢asti KMS 2005/2006
Kategoria ALFA

Uloha ¢&. 1:
Maéame dany pravidelny pdtuholnik ABC DE. Néjdite sucet uhlov ACB, CAD a ADE.

Uloha ¢&. 2:
V trojuholniku ABC' oznaéme S prieseénik osi jeho vnitornych uhlov. Bodom S vedme priamku p rovnobeznt so
stranou AB. Prieseéniky priamky p so stranami AC, BC' ozna¢me po rade P, Q). Dokézte, ze |PQ| = |AP|+|BQ).

Uloha ¢&. 3:

Dany je trojuholnik ABC'. Na strane AB lezi bod D tak, Ze je v jednej tretine tejto strany blizsie k bodu A. Na
strane BC' lezi bod E tak, Ze je v jednej Stvrtine tejto strany blizsie k bodu B. Na strane AC' lezi bod F' tak, ze
je v jednej polovici tejto strany. Zistite, aky je pomer obsahov trojuholnikov DEF a ABC.

Uloha ¢&. 4:

V rovine je dany trojuholnik KM S, ktory je mapou nejakého tzemia. Uzemie je rozdelené medzi tri staty, ktorych
hlavné mesté st vrcholy trojuholnika K, M, S. Kazdy bod trojuholnika patri tomu statu, ku ktorého hlavnému
mestu je najblizSie. Ak je nejaky bod rovnako vzdialeny od dvoch (troch) hlavnych miest, patri hranici tychto
Statov. Zistite, ako musi vyzeraf trojuholnik KM S, aby niektoré dva $taty nemali spolo¢nti hranicu.

Uloha ¢&. 5:
Nech CD a BEFE st vysky trojuholnika ABC. Dokézte, ze trojuholniky ACB a ADFE st podobné.

Uloha ¢&. 6:

Kruznicu £ so stredom S pretinaji dve réznobezné priamky p a r. Priesecnik P tychto priamok lezi zvonku kruznice
k. Priamka p prechadza bodom S a pretina kruznicu k£ v bodoch A a B, pricom bod B lezi na tsecke AP. Priamka
r pretina kruznicu k v bodoch C a D, pricom bod D lezi na tsecke C'P. Dlzka DP je zhodné s polomerom kruznice
k. Vypocitajte velkosti vntutornych uhlov $tvoruholnika ABCD, ak viete, ze uhol priamok p a r je (.

Uloha ¢&.7:

Medzi Marsom a Jupiterom st tri planétky Koi,M9 a Si1, ktoré nelezia na jednej priamke. Nasa NASA vyslala
sondu, ktora by mala okolo nich preletiet po priamke tak, aby boli vzdialenosti vSetkych troch planétok od drédhy
letu sondy rovnaké. Pomézte svojim kolegom matematikom z NASA a uréte mnozinu vSetkych moznych dréh sondy.

Kategoria BETA
Ulohy ¢islo 5, 6, 7 st rovnaké ako v kategérii ALFA.

Uloha ¢&. 8:

Nech bod I je stred kruznice k vpisanej do trojuholnika ABC a nech T je prienik tejto kruZnice s tsec¢kou BC.
Priamka rovnobezna s priamkou I A prechddzajica bodom T pretina kruznicu k po druhy raz v bode S. Dotycnica
ku kruznici k£ v bode S pretina tsecky AB a AC' v bodoch C; a B; (v tomto poradi). Dokézte, ze trojuholniky
ABC a AB,C; st podobné.

Uloha ¢&.9:
V priestore je dany valec s vyskou 1 Ym a s polomerom podstavy 1 Ym. N&jdite najmensi pocet 16pt (gil)
s polomerom 1 Ym potrebnych na pokrytie tejto oblasti.

Pozndmka: Ak vés zaujima, ¢o je ,,.Ym“, skiste sa pozrief napriklad na internetovi stranku s adresou
http://columbia.thefreedictionary.com/List+of+Prefixes+for+Basic+Metric+Units.

Uloha ¢&.10:

Po hranach kocky lozia traja pavici a v jej vnutri lieta mucha. Pavtci tvoria vrcholy trojuholnikovej siete a snazia
sa 1iou chytif muchu. Maximalna rychlost aspori jedného z nich je aspoii také velkd ako maximalna rychlost muchy.
Pavtci muchu chytia, ak sa nachadza vnitri stiete, alebo na jej okraji. Zistite, ¢i sa pavikom vzdy podari muchu
chytit.

Uloha ¢&.11:

KruZnice so stredmi O a O’ sa pretinaju v bodoch A a B. Priamka T'T” sa dotyka prvej kruZnice v bode T a druhej
v bode T". Pity kolmic spustenych z bodov T a T” na priamku OO’ ozna¢me S a S’. Polpriamka AS pretina prva
kruZnicu znova v bode R a polpriamka AS’ druht kruznicu znova v bode R’. Dokézte, ze body R, B a R’ lezia na
jednej priamke.



Kategoria GAMA
Ulohy ¢islo 10 a 11 st rovnaké ako v kategérii BETA.

Uloha ¢&. 12
Néjdite najvécsiu a najmensiu mozna hodnotu vyrazu

sin x cos y + siny cos(2z) + sin z cos(4x),

kde x, y, z st redlne ¢isla.

Prémiovd tloha za (bezvyznamny) plusovy bodik: Viete zistit (a poriadne dokazat), éi dany vyraz nadobuda vsetky
hodnoty medzi minimom a maximom?

Uloha ¢&.13:
Najdite vietky funkcie f : ZT — Z% také, Ze pre vietky kladné celé ¢isla m, n je ¢islo (m? + n)? delitelné ¢islom

f(m?) + f(n).

Uloha ¢. 14:

V rovine st dané dve kone¢né mnoziny bodov A, B. Pre kazdt mnozinu C Styroch navzijom réznych bodov
z mnoziny (AU B) existuje priamka, ktord oddeli mnozinu (C' N A) od mnoziny (C' N B) (priamka oddeluje dve
mnoziny bodov prave vtedy, ak sa body jednej z tychto mnozin nachadzaji vnutri jednej z polrovin uréenych touto
priamkou a body druhej mnoziny sa nachddzaji vnutri tej druhej polroviny). DokéZte, Ze existuje priamka, ktora
oddeluje mnoziny A a B.

Odportcand literatiira

Sedivy, J.: O podobnosti v geometrii, SMM 7. Mlad4 fronta, Praha, 1963

Horék, S.: Kruznice, SMM 16. Mlad4 fronta, Praha, 1966

Coxeter, H. S. M. — Greitzer,S. L.: Geometry revisited. Mathematical Association of America, Washington, DC,
1967.

Tieto, ako aj dalSie zaujimavé matematické knizky mozno ¢itat aj vdaka Kniznici KMS. Viac informacii n4jdes
na www.kms.sk/kniznica.php.

Niboj FKS a Klub Trojstenu.

S velkym poteSenim Vam oznamujeme, Ze diia 11. novembra 2005 sa uskutoéni dalsi roénik oblibeného Naboja
FKS. Vitani st vsSetci Studenti strednych skél, ktorych bavi fyzika. BlizSie informacie ndjdete na internetovej
stranke www.fks.sk a vo vzorovych rieseniach prvej série FKS.

Na druhy defi sa uskutoéni v poradi uz tretie vydanie Klubu Trojstenu. Ako zvycajne, budete si moct vypocut
niekolko zaujimavych prednasok z matematiky, fyziky a informatiky, stretnif sa so Studentmi z celého Slovenska
s podobnymi zdujmami a poobede si zahrat Velkt hru. Ako zvycajne, blizsie informécie mozno néjst na internetovej
stanke www.kms.sk/klub.php.

Termin odoslania rieSeni: 7. november 2005 (pre zahranicie 4. november 2005 )
Nasa adresa: KMS, OATC KAGDM FMFI UK, Mlynska dolina, 842 48 Bratislava www.kms . sk



Zadania 3. série zimnej ¢asti KMS 2005/2006
Kategdria ALFA

Uloha ¢&. 1:
Rozdelte dva zhodné pravidelné sestuholniky spolu na Sest Casti tak, aby ste z tychto ¢asti vedeli poskladat rovno-
stranny trojuholnik (bez medzier alebo prienikov tychto ¢asti).

Uloha ¢&. 2:

Daleko-predaleko, v krajine ptisti a stromov, 7il si stastne kmefi beduinov na ¢ele s na¢elnikom Omarom. Omar bol
mudry a spravodlivy nécelnik, preto sa rozhodol vysporiadat sa aj s kradezou slona, ktoré sa jedného diia v kmeni
odohrala. N4jst zlodeja nebolo fazké, ale na velké prekvapenie vSetkych bolo tazké néjst majitela slona. Vedelo
sa, ze slon patri jednému z trojice Ahmed, Mehak a Zafir, pricom je vSeobecne zname, Ze kazdy z nich bud vzdy
klame, alebo vzdy hovori pravdu. Tito traja muzi predniesli pred Omarom nasledujice vyroky:

Ahmed: ,,Slon patri Zafirovi.“

Mehak: ,Mdj slon to nie je.“

Zafir: ,,Aspon dvaja z nas klamu.*

Z tychto vyrokov Omar, aj napriek svojej velkej midrosti, nemohol urcit, komu slon patri. To ho trochu nahnevalo,
a tak povedal: ,,No tak, komu z vés slon naozaj patri?“ Zafir mu odpovedal a odpovedou bolo meno jedného z nich,
teda jedno z mien Ahmed, Mehak a Zafir. Potom uz Omar vedel, komu slon patri. Viete to uz aj vy?

Uloha ¢&. 3:

Je zndme, Ze Stvorec (druhd mocnina) kazdého neparneho prirodzeného éisla déva po deleni ¢islom 2 zvysok 1.

a) Bude tento zvySok rovny 1 aj po deleni jednotlivymi ¢islami 4, 8, 16, resp. 327

b) Vezmime Iubovolné prirodzené éislo, ktoré nie je delitelné ¢islom 3. Bude jeho $tvorec po deleni ¢islom 3 dévat
zvySok 17 Aké zvysky bude davat po deleni ¢islom 97

Uloha ¢&. 4:
Danka mala v zoSite napisané tri rézne nenulové cifry. Vytvorila z nich vSetky mozné trojciferné ¢isla a tie scitala.
Vyslo jej ¢islo 2125. Neskor si uvedomila, Ze jedno z trojcifernych éisel zabudla pripoé¢itat. Ktoré to bolo?

Uloha ¢&. 5:

Kde bolo, tam bolo, bola raz jedna krajina. V tejto krajine si zili dievéatd a chlapci, a zili si Stastne, pretoze
kazdy mal aspon jedného kamarata. Jedného diia sa deti rozhodli, Ze sa zabavia, a preto usporiadaju dve sttaze:
volejbalovy turnaj a matematick olympiddu. Pochopitelne, %e obe stfaZe sa uskutoc¢nili presne v ten isty cas.
Vsetkym defom sa sice pacili obe sutaze, ale kazdy sa zucastnil prave jednej z nich. ,Nuz, nevadi,“ povedali si
deti a pretoze st zvedavé, dodali: ,,Poprosim teda niektorého zo svojich kamaratov, aby mi prezradil, ako bolo na
druhej sufazi.“

Vasou tlohou je dokézat, Ze deti sa mohli rozdelit na obe stfaze tak, aby kazdé z nich malo kamarata na druhej
sutazi (teda na tej, ktorej sa neztcastnilo).

Uloha ¢&. 6:

Nech z, y, z st Tubovolné reélne ¢isla.

a) Dokéazte, ze ak plati y <1 <z, tak plati aj zy+1 < x + y;

b) Ak st splnené vsetky tri predpoklady 1<z, y<z a y+z<xz+1, tak plati y <.

Uloha ¢&. 7:

Okolo ohia sedi n+1 psov (n > 1). Jeden z nich je bankar a ma n kariet, ostatni nemaja ani jednu kartu. V jednom
kroku zvolime dvoch psov A a B (nie nutne rdznych), z ktorych kazdy méa aspoii jednu kartu a spolu maji aspon
dve. Zoberieme jednu kartu od psa A a dame ju jednému zo susedov psa B a zoberieme jednu kartu od psa B a
dame ju jednému zo susedov psa A. Pre ktoré n sa po sérii vhodnych krokov mozeme dostat do situacie, ze kazdy
pes okrem bankara mé jednu kartu?

Kategoria BETA
Ulohy ¢&islo 5, 6, 7 st rovnaké ako v kategérii ALFA.

Uloha ¢&. 8:
Graf funkcie f : R — R mé& dva stredy symetrie. Dokézte, Ze funkcia f sa d4 napisat ako stacet linedrnej a periodickej
funkcie.

Uloha &.9:
Nech m, n st kladné celé ¢isla. Dokéazte, ze éislo 5™ + 5™ sa dé napisat ako sicet dvoch $tvorcov préve vtedy, ked
je ¢islo m — n parne.

Uloha ¢.10:
Pre realne &isla a, b, ¢ plati a + b + ¢ = 0. Dokézte, ze potom plati nerovnost

a’b? + b2 + 2a® + 3 > 6abe.



Uloha ¢&.11:
Nech {a,, }°2; je postupnost s pociatoénymi ¢lenmi a1 = 1, as = 4, a3 = 15 a s predpisom

an = 15a,_o —4a,_3 pre n > 4.

Dokazte, ze ak je a, prvocislo, tak aj n je prvocislo.

Kategoria GAMA
Ulohy ¢&islo 10 a 11 st rovnaké ako v kategérii BETA.

Uloha ¢.12:
Nech M je mnozina slov dizky n nad k-prvkovou abecedou {a1,as,...,a;} taka, ze kazdé dve slova z M sa lisia
na aspon dvoch miestach. Ndjdite maximalnu mozni velkost takejto mnoziny M.

Pozndmka: Slovo je koneéné postupnost prvkov abecedy.

Uloha ¢.13:

a) (3 body) Dand je priamka a na nej mn + 1 tseéiek. Dokazte, ze medzi tymito tseckami existuje m + 1 navzdjom
disjunktnych tseciek alebo n + 1 tseciek, ktoré maju spolo¢ny bod.

b) (4 body) Nech P je lubovolnym (ale pevnym) vnitornym bodom daného pravidelného mnohouholnika A; As ... A4,,.
Stredy stran A; As, A3 As, ..., A, A1 oznaéme postupne My, Ma, ..., M,. Dokéazte, ze

n n
T
PM,| > (7) PA,|.
;:1 | | > cos . ;:1 |PA|

Zistite, kedy nastéva rovnost.

Uloha ¢&.14:
Trojuholnik ABC je taznicami rozdeleny na Sest mensich trojuholnikov. DokézZte, Ze stredy kruznic opisanych tymto
Siestim trojuholnikom lezia na jednej kruznici.

Akadémia a Klub Trojstenu.
Dalsia ¢ast obltibenej Akadémie Trojstenu, nasledovanej Klubom Trojstenu, sa uskutoéni 16., resp. 17. decembra
2005. Blizsie informdcie hladajte na naSej internetovej stranke www.kms. sk, pozvanku vam posleme so vzorovymi
rieseniami druhej série. Nezabudajte, ze uz sa na vas tesime.

Termin odoslania rieseni: 5. decembra 2005 (pre zahranicie 2. decembra 2005 )
Nasa adresa: KMS, OATC KAGDM FMFI UK, Mlynska dolina, 842 48 Bratislava www.kms . sk



Zadania 1. série letnej casti KMS 2005/2006
Kategoria ALFA

Uloha &. 1: — — — -
V tomto obdlzniku je prave jedno nepravdivé tvrdenie.

V tomto obdlzniku st prave dve nepravdivé tvrdenia.
V tomto obdlzniku st prave tri nepravdivé tvrdenia.

V tomto obdlzniku je prave 2005 nepravdivych tvrdeni.
V tomto obdlzniku je prave 2006 nepravdivych tvrdeni.

Kolko z tvrdeni v obdlzniku je pravdivych?
Uloha ¢&. 2:

s w7z

Zistite, aké ¢islica bude na 7000. mieste za desatinnou éiarkou v desatinnom zapise ¢isla 1/7000.

Uloha ¢&. 3:
Najdite najmensie ¢islo delitelné ¢islom 12, ktoré sa v desiatkovej ststave dé zapisat pomocou piatich jednotiek
a TubovoIného poctu ¢islic 0 a 3.

Uloha ¢&. 4:

Na obvode kruhu je pravidelne rozmiestnenych 100 bodov. Niektorych 50 z nich je zafarbenych na ¢erveno, zvysnych
50 na modro. Pri Tubovolnom zafarbeni bodov plati, Ze pocet pravouhljch trojuholnikov, ktorych vsetky tri vrcholy
st Cervené, je rovnaky, ako pocet pravouhlych trojuholnikov, ktorych vrcholy st modré. Dokazte.

Uloha ¢&. 5:

Adka sa po ststredeni rozhodla, Ze chce domdce zvieratko a kupila si zabicku. Aby sa zabicka nenudila, nakreslila
jej na stol mrezovu sief a zabku polozila do jedného z mrezovych bodov. Do bodu, ktory je o dva body vpravo
a o dva body hore od Zabicky, Adka polozila lentilku. Pre Zzabky je lentilka velk& pochutka, preto sa ¢oskoro vyda
ju zjest. Zabicka sa vie medzi mrezovymi bodmi pohybovat iba tak, Ze sko¢i o jeden bod hore, dole, doprava alebo
dolava. K lentilke sa chce dostat po presne Siestom skoku (nie skor), pricom jej nevadi, ak medzi niektorymi dvomi
bodmi skodi viackrat. Pomozte Adkinej zabke zistif, kolkymi spésobmi sa vie dostat k pochutke.

Uloha ¢&. 6:

Dvaja hraéi hraja takato hru: Na tabuli st napisané dve ¢isla, napriklad 144 a 15. Hrédi sa striedaja v fahoch. Ten,
kto je na tahu, si vyberie nejaké dve (rozne) ¢&isla na tabuli a pripiSe nové, ktoré je ich rozdielom (tym kladnym
rozdielom, zaporné ¢isla sa na tabulu nepisu), pricom to nové ¢islo musi byt rozdielne od vsetkych, ktoré uz st na
tabuli. Takto hraci fahaju, az kym jeden z nich nemoéZe pripisat na tabulu Ziadne nové ¢islo. Hraé, ktory nemoze
potiahnut, prehral. Popiste, ako mé tahat prvy hrac¢, aby vyhral, ak na zaciatku st na tabuli napisané ¢isla

a) 17 a 4,

b) 102 a 201.

Uloha &.7:

Na tabuli bola nakreslen4 stvorcova tabulka s 10 x 10 polickami. V kazdom poli¢ku bolo napisané jedno celé &islo.
Cisla v riadkoch boli zoradené podla velkosti od najmensieho po najviicsie. Peto znenazdajky poprehadzoval éisla
v kazdom stlpci tak, Ze teraz st v kazdom stipci ¢isla zoradené podla velkosti od najmensieho po najvicsie. Dokazte,
ze povodnd dobra vlastnost tabulky sa nepokazila, teda ¢isla v riadkoch st opét zoradené podla velkosti.

Kategoria BETA
Ulohy ¢islo 5, 6, 7 st rovnaké ako v kategérii ALFA.

Uloha ¢&. 8:

Mazo dostal na Vianoce ¢iernu skrinku a k nej manudl obsahujici koneény pocet (najmenej vSak dve) navzajom
roznych redlnych ¢éisel. Ked do skrinky vlozime Iubovolné ¢islo z manudlu, vypadne z nej opif jedno z ¢isel uvedenych
v manuéali. Mazo zistil, Ze ked vlozi do skrinky Tubovolné ¢islo x, vypadne mu ¢islo axz+b, kde a, b st redlne konstanty
vmontované vyrobcom do skrinky (a # 0).

(a) Zistite, kolko mozZe existovat roznych skriniek (s réoznymi konstantami) k Mazovmu manuélu.

(b) Ada sa chvali, ze dostala manudl, v ktorom je 2005 ¢isel so sti¢tom 0 a k nemu dve rozne Gierne skrinky. Mazo
overil, Ze skrinky sa od toho istého vyrobcu ako jeho skrinka, zamyslel sa a potom povedal, Ze v Adinom manuéli
musi byt aj ¢islo 0. M4 Mazo pravdu?



Uloha &.9:
Nech Fi =1, Fs =1aF, s = F,11+F, pren=1,2,... (zndma Fibonacciho postupnost). Zistite, ¢i existuje neko-
necné rasttca aritmetickd postupnost prirodzenych ¢isel, ktord neobsahuje Ziadne éislo z Fibonacciho postupnosti.

Uloha ¢.10:

Rasto sa hra s tabulkou 6 x 6, ktord méa v kazdom policku zopéar kamienkov. V jednom kroku hry si vyberie niekolko
poli¢ok tabulky tvoriacich $tvorec so stranou vic¢Sou ako 1 a do kazdého policka tohto stvorca pridd jeden kamienok.
Rasto vyhra vtedy, ked sa mu podari dosiahnut v kazdom poli¢ku tabulky pocet kamienkov delitelny tromi. M4
Sancu vyhrat pre kazdé pociatoéné rozmiestnenie kamienkov v tabulke?

Uloha ¢&.11:
Zistite, pre ktoré prirodzené &isla n sa daju ¢isla 1,2, 3,. .., 4n rozdelit do n skupin po Styri ¢isla tak, aby v kazdej
skupine aspon jedno ¢islo bolo priemerom zvysnych troch.

Kategoria GAMA
Ulohy ¢&islo 10 a 11 st rovnaké ako v kategérii BETA.

Uloha ¢&.12:
Nech ABCO je stvorsten taky, ze priamky OA, OB, OC st navzajom kolmé. Nech r je polomer gule dotiho vpisanej
a nech H je ortocentrum trojuholnika ABC'. Dokazte, Ze |OH| < 7r.

Uloha ¢.13:
Dany je rovnobeznik ABCD s priese¢nikom uhloprie¢ok O. Body M, N st stredy use¢iek BO, CD (v tomto
poradi). Dokazte, ze ak trojuholniky ABC a AM N st podobné, tak ABCD je $tvorec.

Uloha ¢&.14:
N4jdite vsetky funkcie f: R — R také, Zze pre vSetky redlne Cisla x, y plati

fle+ @) +fWw) =Ffly+F@)+a+ fy) - F(F):

Néboj a Klub Trojstenu.

Celkom necakane, aj tento rok sa blizi jar a s niou koniec marca a zaciatok aprila, ktory je pre nas vSetkych neod-
myslitelne spity s Nabojom. Niekedy v tomto ¢ase sa mozete tesit na dalsi zo skvelych Nabojov KMS a moZno aj na
¢oraz obltbenejsi Klub Trojstenu (nechajte sa prekvapit :). Pozvanku aj s presnym dédtumom konania véas zasleme
aj na vasu skolu. Najaktualnejsie informacie ale samozrejme najdete na nasej internetovej stranke www.kms. sk, kde
sa okrem iného dozviete aj to, ¢i, a ak ano, tak aké prekvapenie sme pripravili v stvislosti s tohtoro¢nym Néabojom.

Termin odoslania rieSeni: 6. marca 2006 (pre zahranicie 3. marca 2006 )
Nasa adresa: KMS, OATC KAGDM, FMFI UK, Mlynské dolina, 842 48 Bratislava. www.kms . sk



Zadania 2. série letnej ¢asti KMS 2005/2006
Kategoria ALFA

Uloha é. 1:

Dan4 je tusecka AB. Navrhnite prirodzené ¢islo n a rozmiestnenie bodov X7, X, ..., X,, na tsetke AB tak, aby
bol stcet dlzok polkruznic s priemermi AX;, X1 X, ..., X,,B ¢o najmensi.

Uloha ¢&. 2:

Na obrazku je nakresleny stvorec ABC'D. Body X a Y st stredy stran BC a C'D. Porovnajte obsahy dvoch tmavych
utvarov.

Uloha ¢&. 3: D Y c
Majme obdlznik ABCD. Nech E a F oznacuji postupne stredy jeho stran AD a CD.
Priesecnik tseciek AF a EC ozna¢me G. Dokazte, ze uhly CGF a F'BE maja rovnaki
velkost.

Uloha ¢. 4:

Dané st dva rovnobezniky ABCD a EFGH, pricom bod D je totozny s bodom H, bod
FE lezi na strane AB a bod C' lezi na strane F'G. Dokazte, ze obsahy tychto rovnobeznikov
st rovnaké. A B

Uloha ¢&. 5:

Paviik si chce poprezerat bo¢né steny pyramidy so Stvorcovou podstavou a boénymi stenami v tvare rovnostrannych
trojuholnikov. Svoju pif zacina zo stredu boc¢nej steny a chce navstivit stredy vSetkych ostatnych bocénych stien
tak, aby presiel najkratsiu trasu, pri¢om sa moze pohybovat iba po povrchu pyramidy. Ako to mé spravit a aké
dlhé bude jeho trasa, ak vieme, ze dlzka kazdej hrany pyramidy je 2 cm? Nezabudnite dokéazaf, Ze trasa, ktort
chcete pavikovi poradif, je naozaj najkratsia.

Uloha ¢&. 6:

Na velkono¢nom obruse je uz s predstihom nakresleny konvexny Stvoruholnik ABCD. Bod M je stred strany AB
abod N je stred strany CD. Velkono¢ny zajacik si (tiez s predstihom) v§imol, ze tse¢ka M N rozdelila $tvoruholnik
ABCD na dve ¢asti s rovnakym obsahom. Dokézte, ze ABCD je lichobeznik.

Uloha ¢&. 7:
Zistite a zdovodnite, & mozu v rovine lezat tri body A, B, C tak, ze plati |AC|? + |BC|? = |AB|?/2. Ak éno, zistite
¢o najviac o vzajomnej polohe takychto troch bodov.

Kategoria BETA
Ulohy ¢islo 5, 6, 7 st rovnaké ako v kategérii ALFA.

Uloha ¢&. 8:

Kruznice ki, ko sa zvonka dotykaji v bode D. Priamka p sa dotyka kruznic ki, k2 po rade v (rdznych) bodoch
A, B. Usetka AC je priemerom kruznice k;. Priamka ¢ prechadza cez bod C' a dotyka sa kruznice ko v bode E.
Dokazte, ze trojuholnik AC'E je rovnoramenny.

Uloha ¢&.9:

Picasso namaloval na velké platno okrem niekolkych kociek aj dva trojuholniky, ABC a KLM. Odvtedy vsak
uz par rockov uplynulo, obraz podlahol zubu ¢asu a z povodnych trojuholnikov ostali len niektoré body: stred
strany BC' oznaeny Spc, bod A, prieseénik vySok trojuholnika ABC oznacéeny V', stred S kruZnice vpisanej do
trojuholnika K LM a prieseéniky osi uhlov M KL a KLM s protilahlymi stranami trojuholnika K LM . Dokazete
zrekon§truovat tieto trojuholniky? Mizeum vam poskytne pravitko, kruzidlo a ceruzku. Akykolvek iny néstroj by
mohol obraz poskodit, preto ho nesmiete pouZit.

Uloha ¢.10:
Vnutri strany AC' trojuholnika ABC' lezi bod D taky, ze |AB| = |CD| a uhly ACB a ABD maju rovnaka velkost.
Os uhla CAB pretina stranu BC' v bode E. Dokézte, ze priamky AB a DFE st rovnobezné.



Uloha ¢&.11:

Nech ABCD je konvexny $tvoruholnik. Ozna¢me v tomto poradi A’, B, C’, D’ obrazy bodov A, B, C, D v osovych
stimernostiach podla tej uhlopriecky, na ktorej nelezia. Dokazte nasledujice tvrdenia:

a) Ak ABCD je lichobeznik a A’B'C'D’ je $tvoruholnik, tak A’B’C’'D’ je tiez lichobeznik.

b) Ak S je obsah $tvoruholnika ABCD a S’ je obsah Stvoruholnika uréeného bodmi A’, B, C’, D’, tak S’ < 3S.

Kategoria GAMA
Ulohy ¢islo 10 a 11 st rovnaké ako v kategérii BETA.

Uloha ¢&. 12:

Nech M je mnozina slov dlzky n nad k-prvkovou abecedou {ai, as,...,a;} taka, Ze kazdé dve slovd z M sa lisia
na asponl dvoch miestach. Ndjdite maximalnu moznua velkost takejto mnoziny M.

Pozndmka: Slovo je kone¢né postupnost prvkov abecedy.

Uloha ¢&. 13:
Bod P je vnatornym bodom daného pravidelného mnohouholnika A; As ... A,,. Stredy stran A; As, AsAs, ..., A Aq
oznacime v tomto poradi My, M, ..., M,. Dokazte, Ze

Zn: \PA;| > i|PMZ-| > cos (%) i|PAi|.
=1 =1 =1

Kedy nastéva rovnost? Skuste najst o najlepsi dolny a horny odhad pomeru ', |PM,;| / S| PA;

Uloha ¢&.14:

Neznamy dobrodinec ndm daroval n bielych maciatok leziacich v kruhu, prirodzené ¢islo m a nasledovnu hru.
Zacneme pocitat madiatka od prvého a ked napoditame do m, presne m-té maciatko v poradi zafarbime na fialovo.
Pokracujeme podobne ako predtym: za¢neme pocitat od nasledujaceho (((m + 1) mod n)-tého :) maciatka, pri¢om
fialové maciatka uz nepocitame, a ked napocitame do m, doty¢né maciatko zafarbime. Takto postupujeme, az kym
neostane posledné nezafarbené maciatko. Jedno biele maéiatko si chceme nechat, ale musime dopredu, pred zadatim
farbenia, povedat, ktoré. Zjavne teda nie je jedno, ktoré maciatko si vyberieme, pretoze ho chceme maft biele a nie
zafarbené na fialovo.

a) Majme v kruhu 2n maciatok, prvych n st macicky a druhych n st kocurikovia. Vieme zvolit také m, Ze najprv
zafarbime vsetkych kocurikov?

b) Majme n madiatok, ktoré uz lezia v kruhu. Maciatko, ktoré sme si vybrali, je na p-tom mieste. Vieme zvolit m
tak, ze maciatko, ktoré sme si vybrali, ostane posledné?

Termin odoslania rieseni: 3. april 2006 (pre zahrani¢ie 31. marec 2006 )
Nasa adresa: KMS, OATC KAGDM, FMFI UK, Mlynské dolina, 842 48 Bratislava. www . kms . sk



Zadania 3. série letnej ¢asti KMS 2005/2006
Kategoria ALFA

Uloha ¢&. 1:

Na medzinarodnej olympiade z matematiky, ktord sa konala na Galapagoch, sa objavila takato naro¢na tuloha:
Na stvorcekovom papieri je nakresleny obdlznik s rozmermi 2 x 4, wvrcholy md v mreZovyjch bodoch a strany md
rovnobezné zo stranami papiera. Vyfarbite Stvrtinu z jeho obsahu, méZete pri tom vyfarbovat len celé Stvorceky
$tvorcekovej siete. Ndjdite prdve jedno riesenie. Ulohu zdarne vyriesili vietci Gi¢astnici stfaze. Pri kontrole vysledkov
organizatori s udivom zistili, Ze Ziadne dve rieSenia nie st rovnaké a nikto nevyfarbil dva Stvorcéeky, ktoré spolu
susedili stranou. Inak sa vyskytli vSetky mozné rieSenia. Zistite pocet icastnikov tejto olympiady.

Uloha ¢&. 2:
Zdodvodnite, preco pre ziadne prirodzené éisla x, y neplati 2% — 5y = 27.

Uloha ¢&. 3:

Méme pit minci, z ktorych kazd4 ma hodnotu jedno euro. Vieme, Ze tri z nich st pravé a dve falosné. Falo$né mince
maju rovnak(l hmotnost, ale nevieme, ¢ vicSiu ako pravé, alebo menSiu. Pravé jednoeurovky maji samozrejme
tiez navzajom rovnaka hmotnost. Na kolko najmenej vazeni na rovnoramennych védhach vieme néjst asponi jednu
pravd mincu 7

Uloha ¢. 4:

Zabudlivy duch Dusan zije v strasidelnom dome. Tento dom mé dva vchody a DuSan m4 za tlohu strasit pri prave
jednom z nich, zabudol vsak pri ktorom. Pamé&ta si len, ze pri jeho vchode je vidy parny pocet dobrych duchov.
Naopak, pri vchode, kde DuSan nemé strasit, je vzdy neparny pocet dobrych duchov. Okrem DuSana st v dome
len dobri a zli duchovia, DuSan nie je ani dobry, ani zly. Kazdy dobry duch hovori vzdy pravdu, kazdy zly vzdy
klame. Dusan sa vybral k jednému z vchodov a tam stretol troch duchov A, B a C, ktori mu povedali:

A: Pri tomto vchode je parny pocet zlych duchov.
B: Préve teraz je tu neparny pocet duchov. (Vratane Dusana.)
C: Som dobry duch prave vtedy, ked A a B maju rovnaki povahu. (Obaja st dobri, alebo s obaja zli.)

Je DusSan pri svojom vchode? Pozor. A, B a C nemusia byt jedini duchovia, ktori st pri tomto vchode.

Uloha ¢&. 5:

Maéame Sachovnicu s rozmermi 3 X 3, v jej strede j stoji kral. Na ostatné policka okolo neho sa rozostavuji poddant,
pricom na kazdom policku moze byt Tubovolny pocet poddanych. Rozostavuju sa tak, aby ich podet bol rovnaky
v oboch krajnjch riadkoch aj stipcoch. Zistite, aké rozne pocty poddanych sa mozu rozostavit na Sachovnicu, ak
ma byt ich pocet v kazdom z krajnjch riadkov aj stipcov 19. Nezabudnite k tymto po¢tom napisat aj prislusné
rozostavenie.

Uloha ¢&. 6:

Méme sachovnicu s rozmermi 3 x 3. V dolnych rohoch st dva ¢ervené kone, v hornjch rohoch st dva modré kone.
Na kolko najmenej tahov vieme dosiahnut, Ze dva ¢ervené kone budii v hornych rohoch a dva modré kone budu
v dolnych rohoch? Na kolko najmenej tahov vieme dosiahnut, Ze po diagonalach (uhloprieckach) budt oproti sebe
kone rovnakej farby?

Kategoria BETA
Ulohy ¢islo 5, 6, 7 st rovnaké ako v kategérii ALFA.

Uloha ¢&. 7:
V Uhorkovom meste maji neuveritelne vela §tvorcovych namesti so stranou celo¢iselnej dlzky. Chet ich vydlazdit

dlazdicami tvaru oD (zloZenymi zo Styroch zhodnych jednotkovych Stvorcov). Pomozte Vsevedkovi zistif vSetky
mozné rozmery (Stvorcovych) namesti, ktoré je mozné vydlazdit.
Pozndmka: Jednotkovy Stvorec je Stvorec so stranou dlzky 1.

Uloha ¢&. 8:

Sofiine $fastné ¢isla su tieto: vSetky mocniny éisla 5, vSetky stéty asponn dvoch réznych mocnin ¢isla 5 a &islo
69. Raz chcel Mito zavolat Sofii, no nepamétal si jej ¢islo. Vedel len, Ze je to jej 2006-te najmensie fastné éislo.
Pomozte Mitovi zistit Sofiine telefénne éislo.

Uloha ¢&.9:
Dané st kladné realne ¢isla z, y, z také, ze rozdiel kazdych dvoch z nich méa absolitnu hodnotu mensiu ako 2.
Dokazte, ze

\/xy+1+\/yz+1+\/zm—|—1>x+y+z.



Uloha ¢&.10:

Nech k je prirodzené ¢islo a P(x) polyném s celodiselnymi koeficientami. Dokazte, Ze existuje prirodzené ¢islo n
také, ze stfet P(1) + P(2) +---+ P(n) je delitelny éislom k.

Uloha ¢.11:

Bacda mé v stade 101 oviec. Ak z nich vyberie TubovoInych 100, vzdy ich vie rozdelit na 2 skupiny po 50 oviec tak,
aby st¢ty hmotnosti oviec v jednotlivych skupinach boli rovnaké. Dokazte, ze kazdé dve bacove ovce vazia rovnako.

Kategoria GAMA
Ulohy ¢islo 10 a 11 st rovnaké ako v kategérii BETA.

Uloha &.12:

Nech ABC' je trojubolnik (|AB| < |BC|) a S stred kruznice doitho vpisanej. Ozna¢me M stred tsecky AC a N
stred toho obluka AC' kruznice opisanej trojuholniku ABC, ktory obsahuje bod B. Dokazte, ze uhly SM A a SNB
maji rovnaka velkost.

Uloha ¢&.13:
Najdite vsetky dvojice prirodzenych ¢isel x, y, pre ktoré plati

3=y 2" +1.
Uloha ¢&.14:
Nech a, b, ¢ st kladné redlne ¢isla splnajtce vztah a? + b? + ¢ = 1. Dokéazte, 7e
a n b n c > 3v3 + 3.
l—-a 1-0 1-c 2

Termin odoslania rieSeni: 2. maj 2006 (Pozor, je to utorok.) (pre zahranicie 28. april 2006)
Nasa adresa: KMS, OATC KAGDM FMFI UK, Mlynska dolina, 842 48 Bratislava www.kms . sk



Zadania 1. série zimnej casti KMS 2006/2007
Kategoria ALFA

Uloha &. 1:
Na plote sedia vrabce a holuby. Ked pit vrabcov odleti, na plote ostant na kazdého vrabca dva holuby. Ak potom
odleti este aj 25 holubov, ostani na kazdého holuba tri vrabce. Najdite pdvodny pocet vrabcov a holubov.

Uloha &. 2: D:”:I:‘

Na stole je poloZenych Sest kusov domina tak ako na obrazku. Aky je najmensi mozny pocet bodiek
na tychto dominach? H H
Poznamka: Na kazdej polovici domina je umiestnenych 0 az 6 bodiek, pricom na dvoch poloviciach

toho istého kusu domina mézu byt aj rézne poéty bodiek. Kazda sada domina obsahuje kazdy Dj‘:l:‘
pripustny kiisok prave raz, to znamend, ze obsahuje 28 kuskov domina.

Uloha ¢&. 3:

Ked bol Foto maly, dostal na vianoce davit kociek, na ktorych boli éisla 1,2,...,9. (Na kazdej kocke jedno, kazdé
¢islo na préave jednej.) Riza bol vtedy eSte mensi a preto kocku s ¢islom 8 zjedol. Fotovi neostalo nié iné, iba zo
zvysnych kociek vytvarat dvojciferné prvodéisla, vzdy Styri naraz. Ked ich vytvoril, zapisal ich stéet voskovkou na
stenu. Hral sa takto uz asi pol diia, ked si uvedomil, Ze je hladny a Ze uz vytvoril vSetky mozné Stvorice prvocisel.
Zistite, aké ¢isla boli na stene napisané, ked sa Foto odiSiel najest.

Pozndmka: Ruza sa najest neodisiel, pretoze rano zjedol kocku.

Uloha ¢&. 4:

Na vybratie vhodného $éfa KMS bola zostavend komisia pozostavajica z deviatich ¢lenov. Mali vybraf z troch
kandidatov. Volili nasledovnym sposobom: Kazdy c¢len komisie si zostavi poradie kandidatov, prvému da tri body,
druhému dva body a poslednému jeden bod. Ked boli body séitané, zistilo sa, Ze kazdy kandidat ziskal iny podet
bodov a teda poradie bolo jasne uréené. Jeden c¢len komisie si vSak vSimol, ze keby kazdy ¢len komisie vybral iba
jedného kandidata, koneéné poradie by bolo presne opacné. Kolko bodov ziskali jednotlivi kandidati?

Uloha ¢&. 5:
a) Najdite vSetky prirodzené ¢isla n také, ze 2™ — 1 aj 2™ 4 1 st prvocisla.
b) Najdite vietky prvocisla p také, ze 4p? + 1 aj 6p* + 1 st prvocisla.

Uloha ¢&. 6:
Najdite vsetky prirodzené cisla n také, ze n 4+ 200 aj n — 269 st tretie mocniny prirodzenych ¢isel.

Uloha &.7:

Na ststredeni bolo 33 ucastnikov. Kazdy ucastnik pravdivo odpovedal na dve otazky: ,,Kolko je na ststredeni
inych G¢astnikov s rovnakym krstnym menom ako ty?“ a ,Kolko je na sustredeni inych ucéastnikov s rovnakym
priezviskom ako ty?“. Medzi odpovedami sa kazdé z ¢isel 0 az 10 vyskytovalo aspoii raz. Ukézte, Ze na sustredeni
museli byt dvaja Gi¢astnici s rovnakym krstnym menom aj priezviskom.

Kategoria BETA
Ulohy ¢&islo 5, 6, 7 st rovnaké ako v kategérii ALFA.

Uloha ¢. 8:
V zéstupe je 2n bielych a 2n ¢iernych 16pt. Dokézte, Ze bez ohladu na to, ako st usporiadané, je vidy moZné najst
2n za sebou iducich 16pt, z ktorych prave n je bielych.

Uloha ¢&.9:
N4jdite vsetky trojice celych cisel z, y, z také, Ze plati

27 +3Y = 22

Uloha ¢&.10:

Numizmatik Kristidn Prislovka m4 241 minci s celkovou hodnotou 360 toliarov. (Hodnota kazdej mince v toliaroch
je prirodzené ¢islo.) Moze si byt Kristidan Prislovka isty, Ze vie tieto svoje mince rozdelit na tri kopky s rovnakou
hodnotou?



Uloha ¢.11:

Na ostrove zije n domorodcov. Jedného diia nécelnik rozhodol, ze vSetci (vratane neho) si urobia a budd nosit
nédhrdelnik zlozeny z 0 alebo viac jednofarebnych kamienkov. Dvaja domorodci maji mat aspoii jeden kamienok
rovnakej farby préve vtedy, ked su priatelia.

a) Dokédzte, ze domorodci mozu splnit nacelnikov rozkaz.

b) Aky je minimélny pocet farieb kamienkov potrebny na to, aby sa dal splnit nééelnikov rozkaz? (Tento pocet
kamienkov musi byt dostatocny, nech uz st vztahy na ostrove akékolvek.)

Kategoria GAMA
Ulohy ¢&islo 10 a 11 st rovnaké ako v kategérii BETA.

Uloha ¢.12:

Dany je ostrouhly trojuholnik ABC' so stredom opisanej kruznice O. Nech T je stred kruZnice opisanej trojuholniku
AOC'. Bod M je stredom strany AC. Body D a E lezia po rade na priamkach AB a CB tak, ze uhly MDB a M EB
st rovnako velké ako uhol ABC. Dokézte, ze priamky BT a DE s na seba kolmé.

Uloha ¢&.13:
Priamka prechddzajtca taziskom T trojuholnika ABC pretina stranu AB v bode P a stranu C'A v bode Q. Dokézte,
ze

4.PB-QC < PA-QA.

Uloha ¢.14:
Prirodzené ¢isla z, y vicsie ako 1 spliiaji vzfah 222 — 1 = y'5.
a) Dokézte, ze x je delitelné piatimi.

.....

Odportcand literatiira

Vsetkym zaujemcom o samostatné stidium dédvame do pozornosti archiv KMS s adresou www.kms.sk/archiv/.
Mozete tam najst zadania aj vzorové rieSenia vSetkych prikladov, ktoré sa doteraz v KMS vyskytli. Pri rieSeni
tychto prikladov a ¢itani vzorovych rieseni sa isto naucite a dozviete mnoho zaujimavého.

Termin odoslania rieSeni: 2. oktéber 2006 (pre zahranicie 29. september 2006 )
Nasa adresa: KMS, OATC KAGDM, FMFI UK, Mlynské dolina, 842 48 Bratislava. www.kms . sk



Zadania 2. série zimnej casti KMS 2006/2007
Kategoria ALFA

Uloha ¢&. 1:
Najdite a popiste sposob, ako zostrojif trojuholnik ABC, ak je dana dlzka taznice na stranu AC, vysky na stranu
AB a velkost uhla pri vrchole B.

Uloha ¢&. 2:

Dizky zékladni lichobeznika ABCD st |[AB| =15 cm a |CD| = 9 cm a jeho vyska je 4 cm. Ked predlzime strany
AD a BC, tak sa pretnt v bode E. Bod F' je stredom strany AB, bod G je stredom strany BC. Zistite obsah
trojuholnika FFGE.

Uloha ¢&. 3:
Na strandch AB a DC obdlznika ABCD st body F a E zvolené tak, ze AFCE je kosostvorec. Zistite dizku tsecky
EF, ak viete, ze |AB| =a a |BC| =b.

Uloha ¢&. 4:
Je dany pravouhly trojuholnik ABC' s pravym uhlom pri vrchole C. Nech C'D je vyska na stranu AB, C'F je faznica
na stranu AB a CFE je os uhla BCA. (Body D, E aj F lezia na prepone AB.) Dokazte, ze [ DCE| = |[<ECF)|.

Uloha ¢&. 5:
Dlzky stran trojuholnika st tri za sebou idice prirodzené éisla. Vieme, 7e v tomto trojuholniku je os uhla kolma
na taznicu. N4jdite dizky stran tohto trojuholnika.

Uloha ¢&. 6:

Bod M lezi vnutri strany BC' rovnostranného trojuholnika ABC. Nech N je taky bod leziaci vnutri polroviny
uréenej priamkou BC' neobsahujicej bod A, Ze trojuholnik BM N je tieZ rovnostranny. Nech P, @, R su stredy
useCiek AB, BN, CM. Dokéazte, ze aj trojuholnik PQR je rovnostranny.

Uloha ¢&. 7:

Dany je trojuholnik ABC. Bod B’ je obraz bodu B v stredovej simernosti so stredom C, bod C’ je obraz bodu C
v stredovej stimernosti so stredom A a bod A’ je obraz bodu A v stredovej simernosti so stredom B.

a) Zistite pomer obsahov trojuholnikov AC'A’” a ABC.

b) ZmaZeme body A, B, C a ostant len body A’, B’, C'. D4 sa z tychto troch bodov zrekonstruovat trojuholnik
ABC? Svoju odpoved tplne zddvodnite.

Kategoria BETA
Ulohy ¢islo 5, 6, 7 st rovnaké ako v kategérii ALFA.

Uloha ¢&. 8:

Nech ABCD je konvexny Stvoruholnik. Priamky AB, C'D sa pretinaja v bode K, priamky BC, AD sa pretinaju
v bode L. Os uhla AK D pretina priamky BC, AD po poradi v bodoch @, S, os uhla ALB pretina priamky AB,
CD po poradi v bodoch P, R. Stvoruholnik PQRS je konvexny. Dokazte, Ze PQRS je kosostvorec prave vtedy,
ked sa Stvoruholniku ABC'D déa opisat kruznica.

Uloha ¢&.9:
Majme trojuholnik ABC' s tupym uhlom pri vrchole C' a bod D na strane BC taky, ze |AC| + |AB| = 2|AD|.
Taznica CM pretina priamku AD v bode N. Dokéite, ze |AN| < 2|ND)|.

Uloha ¢&.10:

Dany je ostrouhly trojuholnik ABC' s priese¢nikom vysok V. Kruznica s priemerom AV pretina kruznicu opisani
trojuholniku ABC v bodoch A a K. Priamka KV pretina tsecku BC' v bode M. Dokézte, ze M je stredom tsecky
BC.

Uloha ¢&.11:
V rovine je dané kruznica k(S, r) a bod A rézny od bodu S. Zostrojte na polpriamke SA bod B taky, ze |[SA|-|SB| =
= 2. Pri konstrukcii mézete pouzit iba kruzidlo. Popiste vasu konstrukciu pre kazdu polohu bodu A.



Kategoria GAMA
Ulohy ¢islo 10 a 11 st rovnaké ako v kategérii BETA.

Uloha &.12:
Nech n je prirodzené ¢islo a a1 < ag < --- < agu+1 sd kladné redlne ¢isla. Dokazte, ze plati
1 1 1 1 1 1
(ay —ag+as—ag+ -+ —az, + a2n+1)1/n > al/n - ag/n + a3/n - a4/n o= G/Q{Ln + aszlr

Uloha ¢.13:

V krajine je niekolko miest a medzi nimi obojsmerné letecké linky (medzi kazdymi dvoma mestami nanajvys jedna).
Medzi kazdymi dvoma mestami sa d4 letecky prepravit tak, Zze vyuzijeme nanajvys d liniek. Najkrat$ia okruznd
cesta, ktora sa d4 podniknaf, prechddza cez prave 2d + 1 miest. Dokdzte, Ze z kazdého mesta v krajine vychadza
rovnaky pocet liniek.

Uloha ¢. 14:
Dany je stredovo simerny mnohouholnik M (nemusi byf konvexny). Dokézte, Ze existuje rovnobeznik R taky, Ze
stredy jeho stran lezia na obvode mnohouholnika M a pritom mnohouholnik M je podmnozinou rovnobeznika R.

Odportcand literatira

V pripade, Ze mate zdujem o nejaka pekni knihu o matematike, napiSte nam mail na adresu mito@kms.sk, radi
vam pomozeme.

Termin odoslania rieseni: 30. oktéber 2006 (pre zahrani¢ie 27. oktéber 2006)

Nasa adresa: KMS, OATC KAGDM, FMFI UK, Mlynské dolina, 842 48 Bratislava. www.kms . sk



Zadania 3. série zimnej ¢asti KMS 2006/2007
Kategoria ALFA

Uloha ¢&. 1:
Ked bol Mito este maly, rdtaval na prstoch svojim vlastnym sposobom. Zacinal 1 na palci, 2 a 3 na ukazovaku,
4, 5 a 6 na prostredniku, 7 na prsteniku, 8 a 9 na malicku. Potom pokracoval naspiat — 10, 11 a 12 na prsteniku,

13 na prostredniku, 14 a 15 na ukazovdku, 16, 17 a 18 na palci, 19 na ukazovéku atd. Na ktorom prste prisiel
k ¢islu 20067

Uloha ¢&. 2:
Raz mal Ondrej skvely sen. Snivalo sa mu, Ze vyhral v tipovacej stfazi. Ako vyhru mu dali vybrat jeden z dvoch
kufrikov s peniazmi, ktory si odnesie domov. Na tychto dvoch kufrikoch bola napisand ¢iastka, ktora sa v nich

nachadzala:
99992006 4 1 99992007 4 1

99992005 1 1 & 99992006 1"

Ondrej si samozrejme vybral kufrik, v ktorom bolo viac penazi. Ktory to bol?

Uloha ¢&. 3:
Najdite vsetky dvojice redlnych cisel x, y, ktoré vyhovuju ststave

-y = -—12,
v —xy = 28.

Uloha ¢&. 4:
Kolko prirodzenych ¢isel  spliia rovnost

x x
— | == 17
{ IOJ { 11 J +
Poznamka: Symbolom |z | ozna¢ujeme dolnt celt ¢ast ¢isla x. Je to najvicsie celé ¢islo, ktoré je mensie alebo rovné
¢islu . Napriklad [4] =4, |6,9] =6, |—6,9] = —7, pretoze —7 je najviic¢sie celé ¢islo mensie ako —6,9.

Uloha ¢&. 5:
a) Najdite vSetky celé ¢isla n, pre ktoré je ¢islo (n — 13)(n + 11) druhou mocninou prvoéisla.
b) Najdite vSetky celé ¢isla n, pre ktoré je ¢islo (n — 4)2 — 9 trefou mocninou prvoéisla.

Uloha ¢&. 6:

Maéame Stvorec 3 x 3 rozdeleny na devif rovnakych stvoréekov. Checeme do nich vpisat deviit kladngch celych ¢isel
tak, aby stéin ¢isel v kazdom riadku a stlpci bol 270.

a) Vieme Stvorec takymto sposobom vyplnit?

b) Kolko je réznych spoésobov, ako to spravit? (Dve vyplnenia, ktoré s jedno otoéenim alebo zrkadlovym obrazom
druhého, povazujeme za rozne.)

Uloha &.7:
Kvadraticka rovnica 22 + ax + b+ 1 = 0 m4 dva kladné celoéiselné korene. Dokazte, Ze ¢islo a? + b? je zloZené.

Kategoria BETA
Ulohy ¢islo 5, 6, 7 st rovnaké ako v kategérii ALFA.

Uloha ¢&. 8:

Pefo a Mato napiekli dva plechy plné kola¢ikov a rozhodli sa, Ze si zahraji nasledujiicu hru. Na prvom plechu je
m kolacikov, na druhom ich je n < m. Peto a Mafo sa striedaju v jedeni. Ten z nich, ktory je na fahu, musi zjest
nenulovy pocet kolacikov z plechu, na ktorom ich je viac (alebo z ktoréhokolvek, ak je na oboch plechoch rovnako
vela kolacikov). Pocet kolacikov, ktoré zje, v8ak musi byt ndsobkom poétu kolacikov na plechu s mensim poétom
kolac¢ikov. Napriklad, ak je na zadiatku na jednom plechu 15 a na druhom plechu st 4 kolac¢iky, prvy hra¢ moze
zjest 4, 8 alebo 12 kolacikov z prvého plechu. Hraé, ktory ako prvy vyprazdni niektory z plechov, vyhra. Dokazte,
7e ak zacina Peto a m > 2n, tak potom vie vzdy vyhrat, aj keby Mato hral najlepsie, ako sa da.



Uloha ¢&.9:

Rasta uz omrzelo sudoku a tak sa rozhodol, Ze vymysli nejakt novii a naroénejsiu hru. Vyryl preto do hliny na
zéhrade tabulku 2006 x 2006 a povedal si, Ze ju vyplni ¢islami od 1 po 20062 tak, Ze kazdé &islo pouzije prave raz.
Aby to nemal také jednoduché, vymyslel aj nasledujice pravidlo. Pre kazdé policko tabulky sa musia dat najst tri
rozne &isla a, b, ¢ z riadku alebo stipca, v ktorom je toto policko, pre ktoré plati a = be. (Tieto tri ¢isla nemusia
byt vSetky z toho istého riadku alebo z toho istého stipca — jedno z nich moze byt napriklad z toho istého riadku,
ako je vybrané policko a zvysné dve zas z toho istého stipca.) Je mozné, aby sa Rastovi podarilo vyplnit tabulku
podla pravidiel?

Uloha ¢&.10:
Najdite vSetky kladné celé ¢isla n, pre ktoré existuje trojica kladnych celych ¢isel x, y, z spliiajtcich rovnost

23 4P 4 2% = na?y?e2,

Uloha ¢&.11:

Po tspechu v prvej sérii sme pre véas pripravili pokracovanie tlohy s gulo¢kami. Tentokrat ich stoji 2005 v jednom
rade. Kazd4 z nich m4 ¢iernu alebo bielu farbu. Pre kazda gulocku zistime stidet poctu bielych gulociek nachadza-
jucich sa napravo od nej a poc¢tu ¢iernych gulociek nachédzajtcich sa nalavo od nej. Dostaneme tak 2005 suctov.
Medzi tymito sti¢tami sa prave jedno ¢islo vyskytuje neparny pocet raz. Zistite, aké hodnoty moze nadobudat toto
¢éislo. Nezabudnite zddvodnit, prec¢o nemdze nadobudat iné hodnoty.

Kategoria GAMA
Ulohy ¢islo 10 a 11 st rovnaké ako v kategérii BETA.

Uloha ¢&.12:

Dany je ostrouhly trojuholnik ABC' so stredom opisanej kruznice O. Nech T je stred kruznice opisanej trojuholniku
AOC. Bod M je stredom strany AC. Body D a FE lezia po rade na priamkach AB a CB tak, ze uhly M DB a
M EB st rovnako velké ako uhol ABC. Dokézte, ze priamky BT a DFE st na seba kolmé.

Uloha ¢&.13:
Najdite vietky funkcie f : RT — R*, ktoré pre vsetky kladné realne &isla x,y spliiaju vztah

fxf(y)) = f(zy) + =

Uloha ¢&. 14:

Prirodzené ¢sla z, y vicsie ako 1 splhajt vzfah 222 — 1 = 5.

a) Dokazte, ze x je delitelné piatimi.

b) Existuji celé &isla x, y vicsie ako 1 spliiajiice spominany vztah? Viete najst vietky také ¢isla?

Termin odoslania rieseni: 27. november 2006 (pre zahranicie 24. november 2006 )
Nasa adresa: KMS, OATC KAGDM, FMFI UK, Mlynska dolina, 842 48 Bratislava. www.kms . sk
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Zadania 1. série letnej ¢asti KMS 2006/2007
Kategoria ALFA

Uloha ¢&. 1:
Vo svietniku st dve sviecky, ktoré maju rovnakt vysku. Prvé zhori za pit hodin a druh4 za tri hodiny. Obe sviecky
zapéalime naraz. Po kolkych mintatach bude prvé sviecka trikrat vyssia ako druha?

Uloha ¢&. 2:
Dve kruznice s polomermi 1 m a 3 m chceme umiestnif v rovine tak, aby spliali tieto dve podmienky:

e Existuju dve priamky, ktoré st na seba kolmé a obe sa dotykaji obidvoch kruznic.
e Vzdialenost stredov danych dvoch kruznic je ¢o najmensia.

Ako méme tieto kruznice umiestnit? Ak4 bude vzdialenost ich stredov a preco bude najmensia?

Uloha ¢&. 3:

V trojuholniku ABC ozna¢me D a E stredy stran AB a AC.

a) Dokézte, ze ak prieseénik osi uhlov BDE a CED lezi na tisecke BC, tak dlzka strany BC' je rovna aritmetickému
priemeru dlzok stran AB a AC.

b) Dokézte aj opacné tvrdenie, teda ze ak je dlzka strany BC' rovna aritmetickému priemeru dlzok stran AB a AC,
tak priesec¢nik osi uhlov BDE a CED lezi na strane BC'.

Pozndmka: Aritmeticky priemer dizok stran AB, AC je &islo (JAB| + |AC|)/2.

Uloha ¢&. 4:

a) Kazdy bod roviny je ofarbeny niektorou z dvoch farieb. Dokazte, Ze v tejto rovine existuji dva body rovnakej
farby vzdialené od seba presne jeden meter.

b) Kedze mame radSej pestrejsi svet, ofarbime nasu rovinu troma farbami. Dokazte, Ze aj teraz existuju v tejto
rovine dva body rovnakej farby vzdialené presne jeden meter.

Uloha ¢&. 5:

Na oslave sa ziglo desat priatelov. Posadali si okolo okrithleho stola, kazdy na miesto oznacené $titkom so svojim
menom. Okolo jedendstej hodiny vysli vetci na chvilu na terasu a sledovali ohtiostroj. Po navrate si kazdy sadol
bud na svoje povodné miesto, alebo o jedno miesto vedla (napravo alebo nalavo). Kolkymi réznymi sposobmi si
mohli posadat okolo stola?

Uloha ¢&. 6:
N4jdite vSetky Stvorice redlnych ¢isel a, b, ¢, d, pre ktoré plati

a+b = 8§,
ab+c+d = 23,
ad+bc = 28,
cd = 12.

Uloha &.7:
Rozhodnite, ¢i sa d4 $tvorec rozdelif na konecne vela rovnoramennych nepravouhlych lichobeznikov. Lichobezniky
nemusia byt navzdjom zhodné. Svoju odpoved zdovodnite.

Kategoria BETA
Ulohy é&islo 5, 6, 7 st rovnaké ako v kategérii ALFA.

Uloha ¢&. 8:

V lese byva 2007 trpaslikov oc¢islovanych ¢islami 1 az 2007. Na prikaz Snehulienky sa nejakych 41 z nich postavi do
radu tak, aby ich ¢isla tvorili aritmetickt postupnost. Snehulienka si vSimla, Ze nech sa trpaslici postavia do radu
hocijako, vZdy bude medzi nimi aspoii jeden z jej 90 obltibenych trpaslikov. Aké ¢isla maji Snehulienkini obltbeni
trpaslici? Najdite asponi jednu moznost a zdovodnite, prec¢o této skupina trpaslikov méa pozadovani vlastnost.
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Uloha ¢&.9:

Riesime rovnicu 2" — y™ = 2% s neznamymi x, y, z v obore prirodzenych ¢isel.

a) Najdite vSetky rieSenia tejto rovnice pre n = 2.

b) Zistite, ¢i ma tato rovnica rieSenie pre nejaké prirodzené ¢islo n > 2. Svoje tvrdenie dokézte.

Uloha &.10:

Nech M je vnttorny bod trojuholnika ABC' taky, ze |[<AMC| = 90°, |[SAMB| = 150° a | BMC| = 120°.
Ozna¢me P, @), R stredy kruZnic opisanych trojuholnikom AMC, AMB a BMC. Dokazte, ze obsah trojuholnika
ABC je mensi nez obsah trojuholnikoa PQR.

Uloha ¢&.11:

Na nekone¢nom bielom Stvoréekovom papieri je konecny pocet stvorcekov zafarbenych ¢iernou farbou. Kazdy ¢ierny
Stvorcek méa parny pocet bielych stvoréekov, ktoré s nim susedia stranou. Dokazte, ze vieme kazdy biely Stvorcek
vyfarbif zelenou alebo ¢ervenou farbou tak, ze kazdy ¢ierny Stvoréek bude mat rovnaky pocet zelenych a ¢ervenych
susedov, opét susediacich celou stranou.

Kategoria GAMA
Ulohy ¢&islo 10 a 11 st rovnaké ako v kategérii BETA.
Pozor, nezabudni na zmenu terminu!

Uloha ¢&.12:
Nech p, ¢ st navzajom rozne prvocisla. Zistite, ¢i existuje funkcia f : R — R taka, ze f(x)P aj f(z)? st polyndémy
a pritom f nie je polyndm.

Uloha &.13:
Vo vrcholoch obdlznika st tyri mestd. Chceme postavif cestnti sief tak, aby sa z kazdého mesta dalo dostat do
kazdého a pri tom aby této sief mala minimalnu dizku (t.j. stéet dizok jednotlivych tisekov). Ako to mame spravit?

Uloha ¢&.14:

Mame pred sebou rad vriec tiahntci sa na obe strany do nekonec¢na. V tychto vreciach je nejako rozmiestneny
koneény pocet zemiakov. V tejto nelahkej situdcii mozme robit dve operacie:

1) Nech A, B, C st v tomto poradi (zlava doprava) tri susedné vrecia. Zoberieme po jednom zemiaku z vriec A
a B a pridame jeden zemiak do vreca C.

2) Nech A, B, C, D st v tomto poradi (zlava doprava) $tyri susedné vrecia. Zoberieme dva zemiaky z vreca C
a priddme po jednom zemiaku do vriec A a D.

Dokézte, Ze po istom poéte krokov sa nutne dostaneme do situédcie, v ktorej uz nemdzeme pouzit ani jednu operéciu.
Zitite, ¢i vyslednd situdcia zavisi od operacii, ktoré sme pouzili v jednotlivych krokoch.

Odporucand literattara

Vsetkym zaujemcom o samostatné stadium davame do pozornosti archiv KMS s adresou www.kms.sk/archiv.
Mozete tam najst zadania aj vzorové rieSenia vSetkych prikladov, ktoré sa doteraz v KMS vyskytli. Pri rieseni
tychto prikladov a ¢itani vzorovych rieSeni sa isto naucite a dozviete mnoho zaujimavého.

Kategéria ALFA, BETA: Termin odoslania rieSeni je 26. februara 2007 (pre zahranicie 22. februara 2007).

Kategéria GAMA: Termin odoslania rieSeni je 1. marca 2007.

Nasa adresa: KMS, OATC KAGDM, FMFI UK, Mlynska dolina, 842 48 Bratislava. www.kms.sk



KMS 2006/07 2. séria zimnej Casti 1

Zadania 2. série letnej ¢asti KMS 2006/2007
Kategoria ALFA

Uloha ¢&. 1:
Najdite vSetky prirodzené ¢isla n, ktoré st delitelné ¢islom 41 a maju presne 41 kladnych delitelov.

Uloha ¢&. 2:

Stvorec so stranou n vyfarbime tak, Ze ho rozdelime na n? jednotkovych Stvoréekov a kazdy z tychto Stvorcekov
vyfarbime prave jednou z farieb ¢ervend, zelend alebo modra. N4jdite najmensie n také, Ze pri lubovolnom zafarbeni
Stvorca so stranou n vieme najst riadok alebo stipec obsahujuci aspoii tri §tvoréeky rovnakej farby.

Uloha ¢&. 3:

Ajka a Bebe hraju kartova hru s balickom 32 kariet. Zaéina Ajka, potom sa hrac¢i na fahu striedajia. V jednom
tahu moze hrac z balicka zobrat jednu kartu alebo prvodiselny podet kariet. Prehréva ten, kto nemoze urobit tah.
Ktory z hrdc¢ov ma v tejto hre vitaznt stratégiu? Popiste ju.

Pozndmka: Vitazna stratégia pre hraca je popis, ako mé tento hrac¢ fahat tak, aby urcite vzdy vyhral bez ohladu
na to, ako hré jeho stper. Samozrejme, takato stratégia moze zavisiet od siperovych fahov. Zvycéajne fahy vitaznej
stratégie popisujeme spésobom ,ak siper potiahne sem, potom urobim takyto tah, inak. ...

Uloha ¢&. 4:

Méme nejaké podmnoziny mnoziny M = {1,2,...,12}. Vieme o nich, Ze ziadne dve z nich nemaju rovnaky podet
prvkov a Ziadna z nich nie je podmnozinou inej. Kolko najviac takych podmnozin modzeme mat?

Uloha ¢&. 5:

Uhol pri vrchole A trojuholnika ABC ma 60 stupiiov, jeho strana AB ma dlzku 4 cm a strana AC ma dizku 6 cm.
Rozrezte tento trojuholnik na tri éasti tak, aby sa z nich dal bezo zvysku a bez prekryvania zlozit pravidelny
Sestuholnik.

Uloha ¢&. 6:

V rovine mame danti tisecku AB a tiez mame zadant dizku h. Uvazujme vietky mozné body C' také, Ze v trojuhol-
niku ABC bude mat vyska na stranu AB velkost h. Pre ktory z tychto bodov C je su¢in velkosti vys$ok trojuholnika
ABC najvicsi?

Uloha ¢&.7:

Predstavme si nekone¢nii Stvoréekovi sief. Do kazdého $tvoréeka vpiSeme jedno z ¢isel 1, 2, 3, 4. Toto ¢islo bude
udévat poéet roznych é&isel vpisanych do susednych stvoréekov. (Stvoréeky st susedné prave vtedy, ak maji spolo¢nt
stranu.) Napriklad okolo $tvorceka, v ktorom je napisané ¢islo 1, musia byt vSetky Styri ¢isla rovnaké. Zistite, ¢i sa
dé na8a Stvoréekova siet vyplnit tak, aby sme kazdé z ¢isel 1, 2, 3, 4 pouzili aspoi raz.

Kategoria BETA
Ulohy é&islo 5, 6, 7 st rovnaké ako v kategérii ALFA.

Uloha ¢&. 8:
Kazdy bod trojrozmerného priestoru je zafarbeny jednou z piatich farieb. Kazda farba je pouzita na zafarbenie
aspon jedného bodu. Dokézte, ze existuju styri body navzajom roznej farby leziace v jednej rovine.

Uloha ¢&.9:
Je dany lichobeznik ABCD s dlhsou zékladiiou AB. Vnutri strany BC' lezi bod K. Z bodov C, B zostrojme
rovnobezky s priamkami KA, KD (v tomto poradi). DokézZte, Ze sa tieto rovnobezky pretnd na priamke AD.

Uloha ¢&.10:

Cisla 1,2,...,n st v tomto poradi napisané na obvode kruhu. V jednom kroku mézeme dve susedné ¢isla a, b
nahradit ¢islami (a + b)/2, (a + b)/2. Je mozné dosiahnuf po koneénom poéte krokov, aby vSetky napisané ¢isla
boli rovnaké?

Uloha ¢&.11:
Dany je tetivovy Stvoruholnik ABCD s prieseénikom uhloprie¢ok P. Ozna¢me E, F' po rade péty kolmic z bodu
P na priamky AB, C'D. Dokéazte, ze os tsecky EF rozpoluje tsecky BC a DA.
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Kategoria GAMA
Ulohy &islo 10 a 11 st rovnaké ako v kategérii BETA.
Pozor, nezabudni na zmenu terminu!

Uloha ¢&.12:

Rozhodnite, ¢i existuje utvar U, ktory sa dé pokryt 25 kruhmi s priemerom 2, ale nedd sa pokryt 100 kruhmi
s priemerom 1. Ulohu rieste pre nasledovné atvary U:

a) pravouholnik,

b) mnohouholnik,

¢) konvexny mnohouholnik.

Poznamka: Za tlohy a) a b) je spolu 7 bodov, za lohu c) body navySe.

Uloha ¢&.13:
Nech n > 3 a x1, 22, ...,x, st dané kladné realne ¢isla. Ozna¢me z,11 = 1 a T2 = 2. Dokazte, ze plati
- T n - T n
2712_ alebo Zﬁz_,
—~ Tiv1 + Tiyo 2 — Ttz 2
=1 i=1
Uloha ¢&. 14:

Riegime rovnicu a® + b° 4 ¢” + d*! = '3 v kladnych celych é&islach.
a) Dokéazte, Ze tdto rovnica mé aspori jedno rieSenie.
b) Zistite, ¢i m& tdto rovnica koneéne vela rieseni.

Kategéria ALFA, BETA: Termin odoslania rieSeni je 5. aprila 2007 (pre zahranicie 2. aprila 2007).
Kategéria GAMA: Termin odoslania rieSeni je 9. aprila 2007.

Nasa adresa: KMS, OATC KAGDM, FMFI UK, Mlynska dolina, 842 48 Bratislava. www.kms.sk



Zadania 3. série letnej ¢asti KMS 2006/2007
Kategoria ALFA

Uloha ¢&. 1:

Atol Tortus je jednym z najkrajsich koralovych ostrovov v Tichom ocedne. Aj to je jeden z ddévodov, preco sa
vedtaci KMS rozhodli zorganizovat najblizsie ststredenie prave na tiom. Miki s Pefom dostali zodpovednd tlohu
pripravit celodenny vylet a teraz hladaji na mape atolu najvhodnejsiu trasu. VSimli si uz, ze Tortus mé tvar kruhu
s polomerom dvanéast kilometrov a presne v jeho strede lezi kruhové jazero s polomerom dva kilometre. Miki aj Pefo
chct, aby bol vylet ¢o najdlhsi, no zaroven sa na zaklade svojich predchadzajtcich skiisenosti s orientaciou v teréne
rozhodli, Ze jeho trasa musi byt rovnd ¢iara (¢iZe tsecka) neprechddzajiica morom ani jazerom. Ak4 najdlhsia trasa
sa d4 za takychto podmienok napldnovat?

Uloha ¢&. 2:

Ked uz si veduci pri vymyslani tloh do tohtoro¢nej prvej série KMS nevedeli daf rady, rozhodli sa nakreslit na
koberec magicky pentagram a poziadat o pomoc temné matematické sily. Magicky pentagram je vlastne lubovolny
konvexny pituholnik, ktorého obvod sa kresli bielou kriedou a jeho uhlopriecky (spojnice vrcholov, ktoré nie st
spojené stranou) st namalované... ehm, ¢ervenym potravinarskym farbivom, hej, presne tak. Veduci by radi pri
kresleni pentagramu minuli ¢o najmenej svojho éerveného farbiva a tak ich zaujima, aké bude celkové dlzka uhlop-
rie¢ok v porovnani s obvodom pentagramu. Vasa tloha je viak jednoduchsia: dokézte, ze stucet dlZok uhlopriecok

.....

Uloha ¢&. 3:
Bus sa pri opravovani poslednej série rozhodol, Ze zo sto riesitelov, ktori poslali jeho tlohu, udeli plny pocet bodov
prave trom. Aby tjchto troch stastlivcov nevyberal Giplne ndhodne, ocisloval rieSenia ¢islami 1,2, ..., 100 a rozhodol

sa, ze tieto tri rieSenia vyberie tak, aby ¢islo jedného z nich bolo aritmetickym priemerom cisel zvysnych dvoch.
Kolkymi sposobmi moze Bus vybrat rieSenia, ktoré dostanti plny pocet bodov?

Uloha ¢&. 4:

Koniec skolského roka sa pomaly blizi a Rasto by potreboval ¢o najrychlejsie dokonéit svoju bakalarsku pracu na
tému tedria hier. Vybral sa preto opit do zahrady! vyskusat svoju najnov$iu hru. Vyryl tam do hliny $tvorcovii
tabulku velkosti 9 x 9 Stvoréekov a teraz sa ju pokisa vyplnit navzajom réznymi ¢islami od 1 po 81 tak, aby bol
stcin ¢isel v k-tom riadku vzdy rovnaky ako stéin ¢isel v k-tom stlpci pre k = 1,2,...,9. Dokézte, ze Rastova
tabulka sa podla tychto pravidiel ned4 vyplnit.

Uloha ¢&. 5:

Minule si Kubo listoval jednou ruskou zakladoskolskou ucebnicou matematiky a
nasiel v nej zaujimavi tlohu. Ked sa ju jemu ani ostatnym vedtcim nepodarilo
vyriesit, povedal si, Ze do alfy bude tak akurdt. Tu je teda jej zadanie: Majme
kruznicu s polomerom R a stredom S. Zvnttra do nej vpiseme dalSich p#t kruznic
k1, k2, ks, k4, ks, priom kazd4 z nich prechadza bodom S, mé polomer R/2 a dotyka
sa povodnej velkej kruznice. Navyse k1 a kg4 st stredovo simerné podla bodu S — cela
situaciu mozno lepsie vidief na obrazku. Ulohou je dokazaf, Ze obvod vyznaceného
ttvaru je rovnaky, ako dizka velkej kruznice (¢ize obvod velkého kruhu).

Uloha ¢&. 6:

KedZze stustredenie KMS bude na dalekom tichomorskom ostrove, Lucy potrebuje zajst do trezoru KMS a vybrat
z neho dost petiazi na zaplatenie zdlohy za ostrov. (To pre pripad, ze by ho castnici pocas ststredenia rozbili.)
Nanestastie si vak kombinaciu od zdmku dnes rdano zmyla zo svojej lavej ruky, na ktorej ju mé obvykle napisant
perom. Pamiitd si iba tolko, 7e je fiou trojciferné ¢islo w také, Ze obe z ¢isel w? a (3w — 2)? maji rovnaké posledné
trojcislie. Ktoré vSetky trojciferné ¢isla bude musiet Lucy vyskusat?

Uloha ¢&. 7:

Ak véas zaujima, odkial vzalo KMS trezor plny penazi, prezradime vam tajomstvo. Mazo s Erikou si cez leto nasli
pracu, v ktorej sa tocia skutocne velké peniaze — brigddovali v kremnickej mincovni. Okrem toho, Ze obaja zarobili
slusny balik petiazi, zazili aj niekolko zaujimavych prihod. Jedného diia napriklad Mazo len tak zo zvedavosti
vyrobil N > 5 minci, z ktorych dve boli falosné. Obe falo$né mince mali rovnakt hmotnost mensiu ako je hmotnost
pravej mince. Mazo sa s mincami pochvalil Erike, no tej len jeho slovo nestac¢i. Uverila mu uz, ze falosné su prave
dve mince a Ze obe maji rovnaki hmotnost, nevie v8ak, ¢ su lahsie alebo fazsie nez pravé mince a ani to, ktoré
dve z tych N to st. Mazo by jej rad ukazal falosné mince pomocou rovnoramennych vah, ktoré v mincovni maju,
¢ochvila vSak bude konéif pracovna doba a tak to Mazo musi stihnif len pomocou dvoch vazeni. Podari sa mu
Eriku presved¢it o tom, ktoré mince st falo§né? Svoju odpoved zdovodnite.

1Pozri tretiu sériu zimnej Gasti, uloha &. 9.



Kategoria BETA
Ulohy ¢&islo 5, 6, 7 st rovnaké ako v kategérii ALFA.

Uloha ¢&.8:
Hanka méa doma vo vitrinke mnozinu S obsahujtacu racionalne ¢isla, medzi nimi aj 1/2. NavySe vieme, Ze ak islo
2 patri do mnoziny S, tak aj cisla 1 x

a
z+1 z+1

patria do mnoziny S. Zistite, ¢i S obsahuje vSetky racionélne ¢isla z intervalu (0, 1). Svoje tvrdenie zdovodnite.

Uloha ¢&.9:

V kruZnici k je dany priemer AB so stredom S. Tetiva C'D je kolma na AB a prechadza jej vnitornym bodom H.

Dlzky usediek AB a CD st dvojciferné prirodzené é&isla lisiace sa len poradim cifier. Navyse vieme, Ze dlzka tsecky
SH je raciondlne ¢islo. Aka dlhd moze byt tsecka AB?

Uloha ¢&.10:
Dana je kruznica k so stredom S a dva jej vonkajsie body A, B. (Body A, B, S neleZia na jednej priamke.) Zostrojte
kruZnicu k', ktor4 prechadza bodmi A, B a rozdeli kruZnicu k na dva rovnako dlhé obliky.

Uloha &.11:
Nech z, , z st kladné realne &isla splhajtce vztah

1 . 1 . 1
14z 14y 14z

Dokazte, ze 8xyz < 1.

Kategoria GAMA
Ulohy &islo 10 a 11 st rovnaké ako v kategérii BETA.
Pozor, nezabudni na zmenu terminu!

Uloha ¢&.12:

Nech p, ¢ st dve rézne nestudelitelné prirodzené ¢isla. Mnozinu vSetkych kladnych celych ¢isel rozdelime na tri
podmnoziny také, ze pre kazdé celé ¢islo z kazda z tychto podmnozin obsahuje prave jedno z Cisel z, z + p, z + q.
Dokézte, ze takéto rozdelenie existuje prave vtedy, ked ¢islo p + ¢ je delitelné tromi.

Uloha ¢&.13:

Dany je trojuholnik ABC taky, ze |AB| # |AC|. Ozna¢me v fiom stred vpisanej kruznice I, stred opisanej kruznice
O a dotykovy bod vpisanej kruznice so stranou BC' nech je D. Predpokladajme, ze priamky IO a AD st na seba

kolmé. Dokézte, ze priamka AD je obrazom taZnice na stranu BC' v osovej simernosti podla osi vntatorného uhla
BAC.

Uloha ¢&.14:
Majme postupnost zadant rekurentne predpisom

o = 55

Tp+1 = xn—l—x— pren=20,1,2,...
n

Néajdite x1000 s presnostou na jedno desatinné miesto.

Kategéria ALFA, BETA: Termin odoslania rieSeni je 30. aprila 2007 (pre zahranicie 26. aprila 2007).
Kategéria GAMA: Termin odoslania rieSeni je 3. maja 2007.

Nasa adresa: KMS, OATC KAGDM, FMFI UK, Mlynska dolina, 842 48 Bratislava. www.kms.sk
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Zadania 1. série zimnej ¢asti KMS 2007/2008
Kategoria ALFA

Uloha ¢&. 1:

a) V Krajine maji mince s hodnotami 10 a 11 kortn krajinskych. Problém vsak je, Ze niektoré sumy sa nimi bez
vydavania nedajua zaplatit. Najdite najvyssiu takt sumu.

b) Vlada v snahe zlepsit situdciu zaradila do obehu aj mince s hodnotou 12 kortn krajinskych. Asi je vam jasné,
Ze toto opatrenie vlady stéle nesta¢i na to, aby sa dali zaplatit vSetky mozné sumy. Ak4 je teraz najvyssia suma,
ktord sa nedé zaplatif bez vydavania?

Uloha ¢&. 2:

Marta a Irena st roboty skimajtice povrch Marsu, ktoré sa oba pohybuji rovnomernym priamociarym pohybom
smerom ku sebe. Na poludnie boli od seba vzdialené presne 90 km, o nejaky cas neskor sa tesne minuli a o dru-
hej poobede uz boli opif od seba vzdialené 90 km. Inzinier Sirup pracujtci v kontrolnom centre vypodital, ze
sucet vzdialenosti precestovanej Martou pred stretnutim s Irenou a vzdialenosti precestovanej Irenou po stretnuti
s Martou je 60 km. MoZe maf inZinier Sirup pravdu?

Uloha ¢&. 3:

Na sutazi v jedeni gumenych medvedikov sa zucastnili Styria sutaziaci A, B, C a D. Tu je zdznam z ich rozhovoru
pred sutazou:

A: ,Vyhram jal“

B: ,,Ja som chlapec a budem prvy!“

C: ,,Chlapci sa mylia, D skonéi jedno miesto za mnou a za A uz nebudu ziadni chlapci.”

D: ,C ma pravdu a za A uZ nebudt Ziadne dievéata.“

Po sufazi sa ukézalo, Zze prave dve z tychto Styroch tvrdeni boli pravdivé. Zistite ako dopadla stfaz a aké s
pohlavia sttaziacich ak viete, Ze st medzi nimi prave dvaja chlapci a ze ziadni dvaja stfaziaci neskoncili na tom
istom mieste.

Uloha ¢&. 4:

Nech ABCD je konvexny Stvoruholnik, ktorého vnttorné uhly BAD a BC'D maja rovnak velkost. Os uhla ABC
pretina priamku AD v bode P. Kolmica z bodu A na priamku BP pretina priamku BC v bode Q. Dokazte, Ze
priamky PQ@ a C'D st rovnobezné.

Uloha ¢&. 5:

a) Majme ¢islo zapisané v desiatkovej sustave ako ¢,cn—1¢n—2 ... c2c1¢9. Toto ¢islo je delitelné jedendstimi préave
vtedy, ked je jedendstimi delitelné ¢éislo (co + ca +ca +...) — (c1 + ¢3 + ¢5 + ...) (teda rozdiel stétov cifier na
parnych a neparnych miestach). VyskasSajte si to na vaSom rodnom ¢isle, malo by byt delitelné jedenastimi. Preco
toto pravidlo funguje? (Skuste vyuzif, ze kazd4 parna mocnina desiatich, teda 1,10%,10%, ..., déva zvysok 1 po
deleni jedendstimi, neparne mocniny desiatich zas davaju zvySok 10 po deleni jedendstimi.)

b) Mame 19 karti¢iek a na kazda z nich chceme napisat niektora z cifier okrem nuly. D4 sa to spravit tak, aby sa
potom z tychto karti¢iek dalo zlozit iba jediné 19-ciferné ¢éislo delitelné jedendstimi?

Uloha ¢&. 6:

V $tvorcom parku je do Stvorcovej mriezky umiestnenych 10000 stromov. Kolko z nich sa dé najviac vytaf tak, aby
zo ziadneho pria nebolo vidiet iny pen? Dokazte, ze viac phiov sa uz takto vytat neda.

Uloha &.7:

Dokézte, Ze pre fubovolné n > 2 vieme najst n navzéjom roznych prirodzenych éisel tak, ze sti¢et ich prevratenych
hodnét je 1.

Kategoria BETA
Ulohy é&islo 5, 6, 7 st rovnaké ako v kategérii ALFA.

Uloha ¢&. 8:
Nech ABC' je ostrouhly trojuholnik s vnitornym uhlom 30° pri vrchole A. Nech V je priesec¢nik jeho vySok a M
stred strany BC. Ozna¢me U obraz bodu V v stredovej simernosti so stredom M. Dokazte, ze |AU| = 2|BC|.



KMS 2007/08 1. séria zimnej Casti 2

Uloha ¢&.9:
a) Cifry prirodzeného ¢isla sme preusporiadali a ¢islo, ktoré vzniklo, sme pripoéitali k povodnému. Dokézte, Ze
nam nemohol vyjst vysledok 999...99.
—_—
999 —krét
b) Cifry prirodzeného ¢isla sme preusporiadali a ¢islo, ktoré vzniklo, sme pripoéitali k povodnému. Dostali sme tak
vsledok 10'°. Dokézte, ze povodné &islo bolo delitelné desiatimi.

Uloha ¢&.10:

Rasto méa na zdhrade esSte stale vyryta Sachovnicu s 2007 x 2007 polickami. So sestrou Slavkou si povedli, Ze si
zmeraju sily. Presne v strede Sachovnice sa nachddza obrovsky kameii ktory najprv Rasfo posunie o jedno policko
(rovnobezZne so stranami Sachovnice). Sldvka ho potom bude musiet posunit o dve policka, Rasto o $tyri policka,
Slavka o osem poli¢ok — v k-tom fahu ho vzdy budt musief posuntf o 2°~1 policok. Ten kto je na tahu prehrava,
ak uz nemoze posunut kamer. Najdite vyherna stratégiu pre Slavku alebo pre Rasta.

Uloha ¢.11:

Vyber si vlastné dobrodruzstvo! Na plny pocet bodov sta¢i vyriesit jednu z nasledujucich dloh.

a) V 99 skatuliach sa nachadzaju nejaké jablkd a nejaké pomarance. Dokazte, ze modzeme vybrat 50 skattl tak, Ze
obsahuji aspon polovicu vietkych jablk a aspon polovicu vsetkych pomarancov.

b) V 100 skatuliach sa nachadzaja nejaké jablkd a nejaké pomarance. Dokazte, Ze mozeme vybrat 34 skatul tak,
7e obsahujil aspon tretinu vietkjch jablk a aspoii tretinu vietkych pomarancov.

c¢) V 100 skatuliach sa nachddzaja nejaké jablkd, nejaké pomarance a nejaké bandny. Dokazte, Ze moZzeme vybrat
51 skatul tak, ze obsahujii aspoti polovicu vietkych jablk, aspoii polovicu vietkych pomarancov a aspoii polovicu
vSetkych bananov.

Kategoria GAMA
Ulohy ¢&islo 10 a 11 st rovnaké ako v kategérii BETA.
Pozor, nezabudni na zmenu terminu!

Uloha ¢&.12:
Nech ABC je trojuholnik a I stred kruZnice don vpisanej. Os vnutorného uhla ABC' pretne priamku AC v bode P.
Dokazte, ze ak |AP|+ |AB| = |BC|, tak je trojuholnik API rovnoramenny.

Uloha ¢&.13:
Dokazte, ze pre kladné redlne ¢isla a, b, ¢ plati
a2+ V+E A+d?
+ + >
c2+ab  a?+bc b2+ca

Uloha &. 14:

Tri rovnaké odmerky st do troch stvrtin naplnené réznymi kvapalinami. Zistite, ¢i je mozné kone¢nym poctom
prelievani dosiahnut, aby v aspoii jednej odmerke vznikla zmes, ktora obsahuje rovnaké mnozstvo kazdej kvapaliny.
Kvapaliny mozno prelievat, nie vSak vylievat.

Odporucand literattira

Vsetkym zaujemcom o samostatné stadium davame do pozornosti archiv KMS s adresou www.kms.sk/archiv.
Mozete tam najst zadania aj vzorové rieSenia vSetkych prikladov, ktoré sa doteraz v KMS vyskytli. Pri rieSeni
tychto prikladov a ¢itani vzorovych rieSeni sa isto naucite a dozviete mnoho zaujimavého.

Kategéria ALFA, BETA: Termin odoslania rieSeni je 1. oktébra 2007 (pre zahranicie 28. septembra 2007).
Kategéria GAMA: Termin odoslania rieSeni je 4. oktébra 2007.

Nasa adresa: KMS, OATC KAGDM, FMFI UK, Mlynska dolina, 842 48 Bratislava. www.kms.sk
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Zadania 2. série zimnej ¢asti KMS 2007/2008
Kategoria ALFA

Uloha ¢&. 1:
Trojuholnik ABC' je rozdeleny na dva trojuholniky ADC a BC D, ktoré st rovnoramenné a maju rovnaky obsah.
Velkost uhla ADC je 100°. Ak4 je velkost uhla ABC?

Uloha ¢&. 2:

Na zemi je nakreslend nekonecné $tvoréekova siet, pricom na jednom z policok stoji kocka, ktorej stena je rovnako
velkd ako toto policko. Kocka je celd ¢Gierna, len vrchni stenu mé natretii nabielo. Kocku zacneme kotulat po
gachovnici a chceme, aby sa vratila na povodné miesto tak, Ze biela stena bude naspodku. Vieme to dosiahnut
presne po 2008 krokoch? A ¢o tak po 2007 krokoch?

Uloha ¢&. 3:

Ondraé od svojho pobytu v Ostrave nemé pizzu Quattro Formaggi velmi v ldske. Povedal si vSak, Ze jej da este
sancu. Na celd si ale netrifa, zobral preto so sebou aj Skredka, ktory vidy rdd pomoze. Aby to nekomplikovali,
rozhodli sa, Ze pizzu rozdelia dvoma priamymi na seba kolmymi rezmi, z ktorych ziaden neprechéddza stredom, na
Styri Gasti a kazdy si vezme dva protilahlé ktsky. Skrecok si vybral tie dva, z ktorych jeden obsahoval stred pizze.

.....

Uloha ¢&. 4:
Stvorciferné &islo n, ktoré neobsahuje vo svojom zépise v desiatkovej sistave ¢islicu 9, je druhou mocninou pri-

vSetky Stvorciferné ¢isla s touto vlastnostou.

Uloha ¢&. 5:

Nech r je polomer kruznice vpisanej pravouhlému trojuholniku ABC' a h je vyska na preponu AB. Tato vyska deli
trojuholnik ABC' na dva mensSie trojuholniky. Nech r; a ry st polomery kruZnic vpisanych tymto trojuholnikom.
Dokazte, ze plati

a) r1+ra+r=h,

b) r# +1r3 =12,

Uloha ¢&. 6:
Kazdé prirodzené ¢islo je zafarbené bud ¢ervenou alebo zelenou farbou tak, Ze st splnené nasledujice podmienky:

1. Sucet troch ¢ervenych (nie nutne roznych) &isel je vidy Cervené éislo.
2. Suacet troch zelenych (nie nutne roznych) ¢isel je vidy zelené &islo.
3. Aspon jedno ¢islo je zelené a aspon jedno ¢islo je Cervené.

Najdite vSetky ofarbenia, ktoré spltiaju tieto podmienky.

Uloha &.7:

Dada ma krazok a na 1iom n kltcov (n > 3). Ked ho vyberie z vrecka, nevie, ¢i sa jej ndhodou nepootodil alebo
neobrétil. Jeding spdsob, ako rozlisit klace, je zafarbit ich (kazdy klIu¢ dostane jednu farbu). Aky je najmensi mozny
pocet farieb, ktoré Dada potrebuje?

Kategoria BETA
Ulohy é&islo 5, 6, 7 st rovnaké ako v kategérii ALFA.

Uloha ¢&.8:

Pokisme sa do roviny umiestnit n > 3 bodov tak, aby Ziadne tri nelezali na jednej priamke a aby medzi tymito
n bodmi bolo ¢o najviac trojic ktoré tvoria vrcholy rovnoramenného trojuholnika. Oznac¢me f(n) najviacsi mozny
pocet rovnoramennych trojuholnikov ktory takto vieme dosiahnut s n bodmi. Dokézte, Ze existuji kladné reédlne
konstanty a, b také, ze pre vSetky n > 3 plati an? < f(n) < bn?.
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Uloha ¢&.9:

Méme ostrouhly trojuholnik ABC. Body B’, C’ st v tomto poradi simerné s bodmi B, C' v osove] stmernosti
podla priamok AC, AB. Kruznice opisané trojuholnikom ABB’ a ACC’ sa pretinaji v bodoch A a P. Dokézte,
7e priamka PA prechéddza stredom O kruZnice opisanej trojuholniku ABC.

Uloha é&. 10:

Cisla 21,73 ..., 2, z intervalu (0,1) spliaji vzfah z; + 29 + --- + 2, = m + r, kde m je celé &islo a r € (0,1).
Dokézte, ze 23 + 23 + - + 22 < m + 2.

Uloha &.11:

Pre prirodzené ¢isla x a y plati 322 + z = 4y% + v.

a) Dokazte, ze © — y je druhou mocninou prirodzeného éisla. (4 body)
b) Dokézte, ze zadana rovnica mé nekoneéne vela rieSeni. (4 body)

c) Najdite vSetky rieSenia tejto rovnice. (1 bod)

Kategoria GAMA
Ulohy ¢&islo 10 a 11 st rovnaké ako v kategérii BETA.
Pozor, nezabudni na zmenu terminu!

Uloha ¢.12:
N4jdite prirodzené ¢islo n také, ze ¢islo a) n? — 1, b) n? — 4 m4 presne 10 delitelov.

Uloha ¢&.13:

Dany je trojuholnik ABC' so stredom vpisanej kruznice /. Osi vnutornych uhlov pri vrcholoch A a C pretinaja
kruZnicu opisant trojuholniku ABC' v bodoch Ay a Cy a tisecky BC' a BA po rade v bodoch A; a C;. Predpokla-
dajme, Ze sa priamky A;C7 a AgCy pretinaju v bode P. Dokézte, ze priamka PI je rovnobezné s priamkou AC.

Uloha &.14:

Sachovnica 3000 x 3000 je rozdelend na dominové dosticky (teda obdlzniky velkosti 1 x 2). Dokazte, Ze vieme
dominové dosticky ofarbif tromi farbami tak, aby dosticiek jednotlivych farieb bolo rovnako vela a aby Ziadna
dosticka nemala viac ako dvoch susedov takej farby, akd m4 sama.

Odporucand literattira

Vsetkym zaujemcom o samostatné stadium davame do pozornosti archiv KMS s adresou www.kms.sk/archiv.
Mozete tam najst zadania aj vzorové rieSenia vsetkych prikladov, ktoré sa doteraz v KMS vyskytli. Pri rieSeni
tychto prikladov a ¢itani vzorovych rieSeni sa isto naucite a dozviete mnoho zaujimavého.

Kategéria ALFA, BETA: Termin odoslania rieSeni je 29. oktébra 2007 (pre zahranicie 26. oktébra 2007).

Kategéria GAMA: Termin odoslania rieseni je 2. novembra 2007.

Nasa adresa: KMS, OATC KAGDM, FMFI UK, Mlynska dolina, 842 48 Bratislava. www.kms.sk
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Zadania 3. série zimnej ¢asti KMS 2007/2008
Kategoria ALFA

Uloha ¢&. 1:

Ondrej dostal na narodeniny tortu v tvare kruhu. Mamicka mu ju rozrezala pétnastimi priamymi rezmi, z ktorych
kazdy prechadzal cez jej stred. Dokazte, ze uhol medzi niektorymi dvoma susednymi rezmi musel byt nanajvys 12
stupniov.

Uloha ¢&. 2:

Katka si z dovolenky pri mori priniesla Sest krasnych kamienkov. KedZe sa rada hré, polozila ich na stol a rozdelila
do niekolkych kdpok. Potom odobrala po jednom kamienku z kazdej kopky a z nich vytvorila nova kopku. Ak by
takyto krok stale opakovala, kolko kdopok a s kolkymi kamienkami by mohla mat na stole po 30 krokoch? Néjdite
vsetky moznosti a zdovodnite, preco uz ziadne iné neexistuju.

Uloha ¢&. 3:

Hanka dostala tazkt domécu tlohu — dokazat, Ze stucet 269 + 730 je delitelny ¢islom 13. Kedze Hanka je poctivé
dievcéa, tlohu si spravi sama. Skuste to vSak aj vy — viete, len tak pre istotu, aby si to Hanka mohla, hm...
skontrolovat, hej, presne tak.

Uloha ¢&. 4:
Néjdite vietky dvojice realnych éisel 1, 2, ktoré spliiajti obe nasledujiice rovnice a jednu nerovnicu.

3

x% —z{ = 5,

1 1 1
r2—-1 23+1 a3’

vV 17172 - 5561 Z 1

Uloha ¢&. 5:
Kika si narysovala konvexny Stvoruholnik ABCD. Potom spojila stredy jeho protilahlych stran a dostala tak Styri
mensSie Stvoruholniky, z ktorych sa jej podarilo poskladat rovnobeznik. Je to ndhoda? D4 sa to vzdy? Preco?

Uloha ¢&. 6:

Dvaja hrac¢i hraja takato hru: na tabulu pisu ¢isla od 1 do 1000 vratane, pricom ak je nejaké ¢islo ¢ uz napisané
na tabuli, dalsi hra¢ na fahu moze pripisat bud é&islo ¢ 4 1, alebo éslo 2¢. Cisla sa z tabule nezotieraji a kazdé
moze byt napisané najviac raz. Prvy hra¢ zaéina, pricom na tabuli je napisané iba ¢éislo 1. Vyhré ten, kto prvy
napiSe ¢islo 1000. Pre ktorého z hrécov existuje vitazna stratégia? Popiste ju. (Vitazna stratégia je nédvod ako hrat
a vyhrat, nech sa stper snazi ako chce.)

Uloha &.7:
Majme nekoneént aritmeticki postupnost!, ktora obsahuje iba prirodzené éisla. Dokazte, Ze ak obsahuje nejakt
druhtt mocninu prirodzeného ¢isla, potom obsahuje nekoneéne vela druhych mocnin prirodzenych éisel.

Kategoria BETA
Ulohy é&islo 5, 6, 7 st rovnaké ako v kategérii ALFA.

Uloha ¢&. 8:

Nech ABCD je rovnobeznik a E je bod na jeho strane AD. Na usecke C'E lezi bod F' tak, ze tsecka BF je kolmé
na tse¢ku CE. Bod G je osovo sumerny s bodom F podla priamky AB. Zistite velkost pomeru |AE|/|DE]|, ak
viete, ze A je stred kruznice opisanej trojuholniku BFG.

Uloha ¢.9:

Dokazte, ze ¢isla 1,2, ..., 16 vieme rozmiestnit na Sachovnicu 4 x 4 tak, ze kazdé pouzijeme prave raz a rozdiel éisel
na [ubovolnych dvoch polickach susediacich stranou bude najviac 4. DokéZte, Ze ich nevieme rozmiestnit tak, aby
sme opit kazdé pouzili prave raz ale rozdiel ¢isel na Tubovolnych dvoch susednych polickach bol vzdy najviac 3.

LAk si prvy ¢len aritmetickej postupnosti ozna¢ime ag, tak pre vietky prirodzené &isla n vieme dalsie ¢leny vyjadrit ako an, = an—1+d.
To znamena, ze kazdy clen je o d vicsi nez predchadzajuci. Skuste si eSte premysliet, ze plati aj an, = ag + nd.
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Uloha ¢&.10:

Dané je priamka p a body A, B nepatriace priamke, ktoré lezia v jednej polrovine vzhladom na priamku p. N4jdite
na tejto priamke vSetky body M s nasledujtcou vlastnostou: uhol, ktory zviera priamka p s tiseckou AM, je dvakrét
vacsi ako uhol, ktory zviera priamka p s tseckou BM.

Uloha ¢&.11:
Najdite vSetky funkcie f : R — R také, Ze pre fubovolné reédlne éisla x, y plati

F@®) + f(?) =2 f(2) + yf (5°).

Kategoria GAMA
Ulohy ¢&islo 10 a 11 st rovnaké ako v kategérii BETA.

Uloha ¢.12:

V Stvorci 1 x 1 sa zrazu objavilo kone¢ne vela tiseciek, ktoré maju sucet dlzok 18. Kazda z nich je rovnobezna
s jednou zo stran Stvorca a rozdeluji ho na niekolko Casti. Bus si mysli, Ze obsah kazdej tejto Gasti je mensi
ako 0,01. Mo6ze mat pravdu?

Uloha &.13:
Nech p(n,m) (m # 1) je pocet prirodzenych ¢isel mensich alebo rovnych n, ktoré st nesidelitelné s m. Nédjdite
vietky prirodzené m, ktoré splhaju
oln,m) _ p(m.m)
n o m

pre vSetky prirodzené n.

Uloha ¢&.14:

a) Najdite najvicsie mozné (alebo dokazte, Ze neexistuje) redlne ¢islo p také, ze pre kazdé prirodzené ¢islo n a
realne éisla 1,2 ..., x, plati nerovnost

o 4+ ad 4 ad > plerrs + waxs + -+ Ty 12y).

b) Majme pevne zvolené prirodzené ¢islo n. Najdite najviicsie mozné (alebo dokazte, Ze neexistuje) redlne ¢islo p
také, Ze pre vSetky redlne ¢isla x1, 2o, ..., z, plati nerovnost

:v% —l—x% —|—---—|—xi > p(x122 + Taws + -+ Tp_12y).

Uloha &.15:

Nanestastie sa nikomu nepodarilo pochopit zadanie tilohy 14 z prvej série tak, ako sme ho my mysleli, preto sme
sa rozhodli tuto ulohu zadat znova, teraz azda jasnejSie:

Tri rovnaké odmerky st do troch $tvrtin naplnené réznymi kvapalinami. Zistite, ¢i je mozné koneénym poctom
prelievani dosiahnut, aby aspor v jednej odmerke vznikla zmes, ktora obsahuje rovnaké mnozstvo kazdej kvapaliny.
Kvapaliny mozno prelievat, nie vSak vylievat. Pri prelievani z odmerky A do odmerky B moézeme preliat lubovolnj

.....

A a Bsal a2 litre ¢ucoriedkového dztsu. Potom mozeme z B pokojne preliat /2 litra dzasu do A.

Kategéria ALFA, BETA: Termin odoslania rieSeni je 26. novembra 2007 (pre zahranicie 23. novembra 2007).
Kategéria GAMA: Termin odoslania rieseni je 29. novembra 2007.

Nasa adresa: KMS, OATC KAGDM, FMFI UK, Mlynska dolina, 842 48 Bratislava. www.kms.sk
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Zadania 1. série letnej ¢asti KMS 2007/2008
Kategoria ALFA

Uloha ¢&. 1:

Mito dostal na Vianoce novu grafickt kalkulacku a velmi sa jej potesil. KedZe nie je prili§ technicky nadany, naucil
sa na nej zatial iba zaddvat prvodisla 2,3,5,7,11,13,17,19, 23,29 a nasobit ich.

a) Kolko roznych vysledkov vie Mito dostat vynasobenim niektorych dvoch zo spominanych éisel?

b) Kolko roznych parnych vysledkov vie Mito dostat vynésobenim niektorych troch zo spominanych ¢isel?

(Cisla, ktoré Mifo nasobi, sa samozrejme mdzu aj rovnat.)

Uloha ¢&. 2:

Traja kamarati sedia okolo stola a pija kofolu. Kazdy ma na zaciatku vo svojom pohéari urcité nezndme mnozstvo
kofoly, dohromady jej vSak maji presne tri litre. (Predstavte si velmi velké pohére.) Prvy vezme svoj pohar a
rozdeli kofolu v nom rovnakym dielom medzi pohare zvysnych dvoch. Potom spravi so svojim poharom to isté
druhy a po nom aj treti. Nakoniec méa kazdy v pohdari rovnaké mnozstvo kofoly, ako mal na zac¢iatku. Kolko kofoly
maju jednotlivi kamarati?

Uloha é&. 3:
V rovnostrannom trojuholniku ABC' so stranami dizky 12 m najdite taky bod S, aby obsahy trojuholnikov ABS,
BCS, CAS boli v pomere 1:2: 3.

Uloha ¢&. 4:

Riso s Katkou chct sediet na svadbe za velkym kruhovym stolom s polomerom dva metre. Nepodarilo sa im vSak
zohnat iné ako kruhové obrusy s polomerom jeden meter. Poradte im, ako pokryt cely stol s pouzitim maximélne
siedmich takychto obrusov, alebo vysvetlite, preco sa to neda.

Uloha ¢&. 5:

Ondro pisal pisomku z dejepisu, na ktorej bolo 30 otézok. Pravidla bodovania hovoria, ze ak Student odpovie na x
otazok spravne, na y otazok nespravne a na zvys$nych 30 —x —y otézok sa rozhodne neodpovedat, dostane z pisomky
30 + 42 — y bodov. Ondrovi sa podarilo ziskat n > 80 bodov a hned sa s tym pochvalil Skre¢kovi. Skrecok z tohto
poc¢tu bodov dokéazal zistit, kolko mal Ondro spréavnych odpovedi. NavySe si v§imol, ze keby Ondro ziskal lubovolny

kolko otézok z pisomky odpovedal Ondro spravne?

Uloha ¢&. 6:

Najdite zvysok ¢isla 683 + 833 po deleni

a) ¢islom 7,

b) ¢islom 49. Nezabudnite uviest aj postum, kotrym ste rieSenie nasli, a dokéazat, Ze vaSe rieSenie je spravne.

Uloha ¢&.7:

Kuna rada skace po prirodzenych ¢islach. AvSak neskace hocijako, robi len nasledovné skoky: Z ¢&isla n sa vie dostat
na ¢islo 2n a naopak. Z ¢isla n sa vie taktiez dostat na ¢islo 3n + 1 alebo naopak. Vie sa z kazdého prirodzeného
¢isla nejakou postupnostou skokov dostat na ¢islo 17

Kategoria BETA
Ulohy ¢&islo 5, 6, 7 st rovnaké ako v kategérii ALFA.

Uloha ¢&. 8:

Pefko hodil 15-krdt mincou a zapisal si postupnost hldv a znakov, ktord mu padla. Potom zrital pocet dvojic
hlava-hlava, hlava-znak, znak-hlava, znak-znak, ktoré padli v dvoch po sebe idtcich hodoch. Vysli mu postupne
pocty 2,3,4,5. Kolko je roznych postupnosti, ktoré moze mat Petko zapisané?

Uloha ¢.9:

Pre ktoré prirodzené é&isla n je vyraz n? + 3" druhou mocninou prirodzeného é&isla?

Uloha ¢&.10:
Nech ABCD je konvexny $tvoruholnik taky, ze |<DAC| = |[<BDC| = 36°, |[SCBD| = 18° a |SBAC| = 72°.
Uhlopriecky tohto $tvoruholnika sa pretinaju v bode P. Zistite velkost uhla APD.
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Uloha ¢&.11:

Kruznica, rozdelena na n oblikov bodmi postupne pomenovanymi 1,2, 3, ..., n, reprezentuje hraciu arénu pre dvoch
hracov, ktori sa striedaji v tahani. V jednom fahu si hra¢ vyberie dva zatial volné body (také, ktoré este nie st
koncom ziadnej Gsecky) s rovnakou paritou a spoji ich tseckou. Moze ale spojit iba také body, aby novovzniknuté
usecka nepretinala Ziadnu z predchadzajucich tsec¢iek. Prehrd ten hrac, ktory uz nemodze spravit fah. Ak obaja
hraci pouzivaja optiméalnu stratégiu, ktory z nich vyhra?

Kategoria GAMA
Ulohy ¢&islo 10 a 11 st rovnaké ako v kategérii BETA a plati pre ne termin odoslania kategérie BETA.

Uloha ¢&.12:
Specialne egyptské ¢islo je také prirodzené &islo, ktoré sa d4 napisaf ako sti¢et nie nutne roznych prirodzenych ¢isel
so sucetom prevratenych hodnét rovnym 1. Napriklad 32 =2+ 3 +9 + 18 a zdrovenn 1/2+1/3+1/9+1/18 = 1.

.....

b) Najdite vSetky prirodzené ¢isla, ktoré nie st §pecidlne egyptské. V rieSeni mozte vyuzit aj pocitaé, ak tak ale
spravite, musite dokazat spravnost pouzitého programu.

Uloha &.13:
Trojuholnik ABC ma strany dlzky a, b a c. Trojuholnik A’ B’'C’ mé strany dizky a+b/2, b+c¢/2 a c+a/2. Dokézte,
7Ze obsah trojuholnika A’B’C” je aspoti 9/4 obsahu trojuholnika ABC.

Uloha ¢&.14:
N4jdi vietky funkcie f : R — R, ktoré pre kazdé realne z,y splhaja vzfah

fx+y) = f(@)f(y)f(zy).

Odportcand literattira

Vsetkym zaujemcom o samostatné stadium davame do pozornosti archiv KMS s adresou www.kms.sk/archiv.
Mozete tam najst zadania aj vzorové rieSenia tloh, ktoré sa doteraz v KMS vyskytli. Pri rieSeni tychto tloh a
¢itani vzorovych rieSeni sa isto naucite a dozviete mnoho zaujimavého. DalSie zaujimavé stranky su tiez:

www.cut-the-knot.org
www.kalva.demon.co.uk

www.cbel.com/math recreations

Kategéria ALFA, BETA: Termin odoslania rieSeni je 3. marca 2008 (pre zahranicie 29. februara 2008).

Kategéria GAMA: Termin odoslania rieSeni je 6. marca 2008.

Nasa adresa: KMS, OATC KAGDM, FMFI UK, Mlynska dolina, 842 48 Bratislava. www.kms. sk
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Zadania 2. série letnej ¢asti KMS 2007,/2008
Kategoria ALFA

Uloha ¢&. 1:
Aky je stcet uhlov v cipoch pitcipej hviezdy? Pitfcipa hviezda je utvar ako na
obrazku, pri¢om jej strany ani uhly nemusia byt rovnako dlhé.

Uloha ¢&. 2:
Najdite Sestciferné ¢islo, ktoré kondi éislicou 6 a ked tuto ¢islicu presunieme na >>
zaciatok, dostaneme Stvornasobok pévodného ¢isla.

Uloha ¢&. 3:

Na suistredeni sa stretlo 32 Gcastnikov. Uz pred stustredenim kazdy poznal okrem
seba aspoinl 16 z ostatnych tcastnikov. Dokazte, ze tychto icastnikov nevieme roz-
delit na dve (nie nutne rovnako velké) neprazdne skupiny tak, aby nikto z jednej
skupiny nepoznal nikoho z druhej skupiny.

Uloha ¢&. 4:

Dokazte, ze ak a, b, ¢ su dlzky stran pravouhlého trojuholnika, pricom c je dlzka prepony, potom pre vietky priro-
dzené cisla k > 2 plati:

a) a® + b3 < 3,

b) a* + bk < k.

Uloha ¢&. 5:
Nech P je bod vnutri trojuholnika ABC'. Zostrojme tsecky rovnobezné so stranami trojuholnika prechadzajtce
bodom P. Obsahy troch trojuholnikov, ktoré ndm tymto vznikli, st 4, 9 a 49. Aky je obsah trojuholnika ABC'?

Uloha ¢&. 6:

Ozna¢me si dve strany trojuholnika a, b a uhly oproti nim ozna¢me «, §. Dalej ozna¢me v v¥sku na tretiu stranu
tohto trojuholnika. Dokézte, ze

a) ak a + 8 = 90°, tak 1/a® + 1/b* = 1/v?,

b) ak |a — 8] = 90°, tak 1/a® + 1/b* = 1/v>.

Uloha &.7:

Nech M je stred strany C'D v rovnobezniku ABC D. Dokézte, ze bod M lezi na osi uhla BAD prave vtedy, ked je
uhol AM B pravy.

Kategoria BETA
Ulohy é&islo 5, 6, 7 st rovnaké ako v kategérii ALFA.

Uloha ¢&. 8:
Do tabulky s velkostou 22 x 22 vpiSeme &isla 1,2,3,...,222, kazdé prave raz. Je pravda, Ze vidy vieme vybrat
dvojicu poli¢ok susediacich rohom alebo stranou tak, Ze stcet ¢isel vpisanych v tychto polickach bude delitelny 47

Uloha ¢.9:

Majme lichobeznik ABC'D, v ktorom AB || CD, |AB| > |CD|, uhol pri vrchole A je pravy, jeho uhlopriecky st
navzajom kolmé a pretinaju sa v bode O. Nech OF je os uhla AOD, pri¢om bod E je bod tsecky AD. Nech F je
taky bod na BC, ze EF || AB. Dokézte, ze |EF| = |AD|.

Uloha ¢&.10:
Rozhodnite, ¢i existuje funkcia f : N — N takd, Ze pre vSetky n > 2 plati

f(f(n=1)) = f(n+1) = f(n).

Uloha ¢.11:

Uvazujme mnohouholnik s celoéiselnymi stranami taky, ze kazdé dve jeho susedné strany si na seba kolmé (ne-
musi byt konvexny). Dokazte, ze ak ho vieme pokrytf neprekryvajicimi sa dominovymi kockami velkosti 2 x 1
umiestnenymi rovnobezne s jeho stranami, tak aspon jedna z jeho stran ma parnu dlzku.



KMS 2007/08 2. séria letnej Casti 2

Kategoria GAMA
Ulohy ¢&islo 10 a 11 st rovnaké ako v kategérii BETA a plati pre ne termin odoslania kategérie BETA.

Uloha ¢.12:

Dokéazte, ze z Tubovolnej mnoziny deviatich celych ¢isel vieme vzdy vybratf rozne éisla a, b, ¢ a d tak, Ze &islo
a+ b — c—d je delitelné 20. Zistite, ¢i to plati aj pre Tubovolni osemprvkovii mnozinu celych éisel.

Uloha ¢.13:

Dokazte, ze existuje také ¢islo M, Ze pre kazdé prirodzené m > M existuju a,b, c € N, pre ktoré plati

m?<a<b<c<(m+1)?

a zaroven cislo abc je tretia mocnina prirodzeného ¢isla.

Uloha ¢&.14:

V ostrouhlom trojuholniku ABC mame vnutorny bod P. Priamka BP pretina AC' v bode F, priamka CP pretina
AB v bode F' a priamka AP pretina EF v bode D. Ozna¢me K pétu kolmice z bodu D na BC. Ukézte, ze KD
je os uhla FKF.

Odporucand literattira

Vsetkym zaujemcom o samostatné stadium davame do pozornosti archiv KMS s adresou www.kms.sk/archiv.
Mozete tam najst zadania aj vzorové rieSenia tloh, ktoré sa doteraz v KMS vyskytli. Pri rieSeni tychto tuloh a
¢itani vzorovych rieSeni sa isto naucite a dozviete mnoho zaujimavého. DalSie zaujimavé stranky su tiez:

www.cut-the-knot.org
www.kalva.demon.co.uk

www.cbel.com/math recreations

Kategéria ALFA, BETA: Termin odoslania rieSeni je 26. marca 2008 (pre zahrani¢ie 21. marca 2008).
Kategéria GAMA: Termin odoslania rieSeni je 31. marca 2008.

Nasa adresa: KMS, OATC KAGDM, FMFI UK, Mlynska dolina, 842 48 Bratislava. www.kms.sk
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Zadania 3. série letnej ¢asti KMS 2007/2008
Kategoria ALFA

Uloha ¢&. 1:

Skredok s Katkou maji v zéhrade strom, ktory rodi samé zdravé exotické ovocie. Rasti na fiom mangé, papéje
a li¢i. 1. januara 2008 vyrastlo prvé mango, li¢i aj prva papaja. Nové mango vyrastie kazdy treti denl, no na strome
vydrzi len 10 dni, potom zhnije a odpadne. Podobne, kazdy piaty denl vyrastie nova papaja, ktora zhnije a odpadne
po 15 dioch. Lici vydrzi na strome 30 dni a nové vyrastie vzdy po tyzdni.

a) Kedy najblizsie narastu vSetky tri plody v jeden den?

b) Kolko kusov akého ovocia bude na strome 20. februara?

¢) Kolko kusov akého ovocia bude na strome 20. februara, ak ho Skrec¢ok s Katkou 1. februdra obrali?

Uloha ¢&. 2:
Do tabulky velkosti 5 x 5 vpisujeme ¢isla —1, 0 a 1. Chceli by sme to urobif tak, aby suéty ¢isel v kazdom riadku,
stipci aj na oboch diagonélach boli rézne. Ukazte, Ze sa to tak urobif neda.

Uloha ¢&. 3:

Princeznd Hanka bola viiznend hrozivym drakom vo vysokej vezi. KedZe sa drak bél, Ze ju niekto pride vyslobodit,
postavil okolo veze hradby, dokonca rovno niekolko hradieb. Prvé mali tvar kruznice, ktorej stredom bola veza
a polomer mali 1 km. Do nich bol vpisany $tvorec, do neho opat kruznica, do nej dalsi stvorec, do neho opit
kruznica a v nej posledny $tvorec. Kolko kilometrov hradieb celkovo musel drak postavit?

Uloha ¢&. 4:
Kolkymi spdsobmi mozeme za sebou usporiadat ¢isla 21,31,41,51,61,71 a 81 tak, aby sme pouzili kazdé z ¢isel
prave raz a aby bol stucet kazdych Styroch za sebou iducich éisel delitelny ¢islom tri?

Uloha ¢&. 5:
Stvorec ABC'D mé stranu dizky 6v/2. Usecka EF je rovnobezna s rovinou, v ktorej lezi stvorec ABC'D, a mé dlzku
12v/2. Trojuholniky BC'F a ADE s rovnostranné. Aky je objem telesa ABCDEF?

Uloha ¢&. 6:

Nech a, b, c st prirodzené ¢isla, ktorych najviési spoloény delitel je 1. Dalej o nich vieme, Ze stéin kazdych dvoch
je delitelny tretim. Dokazte, Zze kazdé z ¢isel a, b, ¢ sa rovna najmensiemu spoloénému nasobku zvy$nych dvoch
vydelenému najviésim spoloénym delitefom zvy$nych dvoch éisel.

Uloha ¢&. 7:
Na plasti gule so stredom S a polomerom r = 1 st dané body A, B, C, D, ktoré tvoria vrcholy Stvorstena. Dokazte,
7e ak bod S lezi vnutri §tvorstena ABCD, tak aspon jedna z hran AB, AC, AD ma dlzku vicsiu ako /2.

Kategoria BETA
Ulohy ¢&islo 5, 6, 7 st rovnaké ako v kategérii ALFA.

Uloha ¢&. 8:

Na stole je polozenych 15 kariet, kazd4 je otoéend bud licom hore alebo licom dole, nemusia byt vSak vSetky otoc¢ené
rovnako. MiSa¢ urobi 15 tahov, pri¢om v i-tom fahu otoéi presne i kariet. Dokézte, ze MiSa¢ vzdy modze dosiahnut,
aby po tychto 15 fahoch boli vSetky karty licom hore, alebo vSetky karty licom dole.

Uloha ¢&.9:

Nech ABC'D je $tvoruholnik, v ktorom AB || CD a |AB| > |C'D|. Ozna¢me O stred kruznice opisanej trojuholniku

ACD a H priesecnik vysSok trojuholnika ABC. Dokazte, ze ak body D, O a H lezia na jednej priamke, tak ABC' D
je rovnobeznik.

Uloha ¢&.10:
Mame mnozinu desiatich roznych realnych cisel taku, ze pre kazdé dva jej rozne prvky je ich stucin alebo ich stcet
raciondalne c¢islo. Dokazte, ze druhd mocnina kazdého ¢isla z nasej mnoziny je raciondlne ¢islo.

Uloha ¢&.11:
Najdite vietky prvoéisla p také, Ze p?> — p + 1 je trefou mocninou prirodzeného é&isla.
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Kategoria GAMA
Ulohy ¢&islo 10 a 11 st rovnaké ako v kategérii BETA a plati pre ne termin odoslania kategérie BETA.

Uloha ¢.12:

Zo stredu stvorca vyrazil svetelny 1G¢, odrazal sa od stran stvorca, nikdy pritom nevrazil do rohu a po ¢ase sa opéit
vratil do stredu Stvorca, a to po prvy raz. Dokazte, Ze sa 11¢ odrazil od stran Stvorca neparny pocet krat.
Pozndmka: Uhol dopadu je rovny uhlu odrazu.

Uloha ¢.13:

Nech p > 5 je prvocislo. Nech A je mnozina vSetkych postupnosti (a1, as, ..., apt+1) takych, ze a; € N;1 < a; <i+1
prei=1,2,...,p+ 1. Mnozina X C A sa nazyva roztopasnd, ak kazdé dve rozne postupnosti z X sa lisia aspon
na troch miestach. Aky najvicsi pocet prvkov moze mat roztopasnéd mnozina X7

Uloha ¢. 14:

Kazd4 podmnoZina mnoziny prirodzenych ¢isel {1, za, . .., z, } ma iny sucet prvkov. Aky najmensi moze byt vyraz

(v zévislosti od n) 2 + a2 + -+ + 22?

Férum o prikladoch

Pre nedockavcov nedoc¢kavych zacalo na stranke KMS od prvej série fungovat diskusné férum o prikladoch z KMS.
Néajdete ho na adrese www.kms.sk/forum a mozte na fiom hned po termine nasledujice]j série zacat diskutovat
o vasom najobltbenejSom alebo najmenej obliibenom priklade.

Odportucand literatira

Vsetkym zdujemcom o samostatné stidium déavame do pozornosti archiv KMS s adresou www.kms.sk/archiv.
Mozete tam najst zadania aj vzorové rieSenia tloh, ktoré sa doteraz v KMS vyskytli. Pri rieSeni tychto tloh
a C¢itani vzorovych rieSeni sa isto naucite a dozviete mnoho zaujimavého. DalSie zaujimavé stranky su tiez:

www.cut-the-knot.org
www.kalva.demon.co.uk

www.cbel.com/math recreations

Kategéria ALFA, BETA: Termin odoslania rieseni je 28. aprila 2008 (pre zahraniéie 25. aprila 2008).
Kategéria GAMA: Termin odoslania rieSeni je 2. maja 2008.

Nasa adresa: KMS, OATC KAGDM, FMFI UK, Mlynska dolina, 842 48 Bratislava. www.kms. sk
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Zadania 1. série zimnej ¢asti KMS 2008/2009
Kategoria ALFA

Uloha ¢&. 1:
Kolkymi spdsobmi si Kaja, Kika a Katka mozu rozdelit 33 rovnakych ¢okolad tak, aby niektoré dve z nich mali
spolu dvakrat tolko ako tretia?

Uloha ¢&. 2:

Ondrej mal armadu zlozent zo 100 hrackarskych katapultov. Postavil ich do radu a spustil palbu. Najskor vystrelil
kazdy druhy katapult, potom kazdy treti a tak dalej az po kazdy sty. (Ano, vtedy vystrelil len ten posledny.) Ktory
katapult vystrelil najviac krat? Kolkokrat to bolo?

Uloha ¢&. 3:

Carovné &islo sa sklada z troch roznych cifier. Z tychto cifier dalej poskladdame vSetky mozné trojciferné &isla,
y Y ) y J

pricom kazdu z cifier pouzijeme v kazdom c¢isle prave raz. Stcet tychto novozlozenych ¢isel je 2003. Najdite vsetky

Carovné cisla.

Uloha ¢&. 4:
Ozna¢me o(n) sucet vSetkych delitelov ¢isla n (napr. 0(10) = 1 + 2 4+ 5+ 10 = 18). Nazvime ¢islo n nakazlivé, ak
o(n) > 2n. Majme nejaké nakazlivé ¢islo a a vezmime si lubovolné prirodzené ¢islo b. Ukazte, ze ¢islo a - b je tiez
nakazlivé.

Pozndmka: Znak o je malé grécke pismeno sigma. Tymto pismenom sa tradi¢ne oznacuje okrem iného aj sucet
delitelov daného ¢isla. Mimochodom, velkd sigma sa piSe 2.

Uloha ¢&. 5:
Méame nekonecne dlhy pasik papiera Sirky 2cm. Prehneme ho tak, Ze prekryvajlice sa vrstvy papiera vytvoria
trojuholnik. Aky najmensi obsah moze takyto trojuholnik mat?

Uloha ¢&. 6:
Pan a pani Smithovci boli na vedierku, kde sa stretli s troma dal$imi manzelskymi parmi. Nastalo vzdjomné
podavanie rik. Nikto nepodal ruku svojmu manzelskému partnerovi, nikto nepodal ruku dvakrat tej istej osobe a
samozrejme, nikto nepodal ruku sdm sebe. Ked sa podédvanie ruk skonéilo, pan Smith sa kazdého vratane svojej
manzelky opytal, kolkokrat podal ruku. Na jeho prekvapenie kazdy dal inti odpoved. Kolkokrat podala ruku pani
Smithova?

Uloha ¢&.7:

Obdlznik rozmerov 1 x k, kde k je kladné celé ¢islo, budeme nazjvat zaujimavy. Uréte vietky prirodzené n, pre
ktoré je mozné rozrezat obdlznik 2008 x n na niekolko zaujimavijch obdlznikov, pri¢om Ziadne dva z nich nie st
rovnaké. ObdlZniky, ktoré maji rovnaké rozmery, povazujeme za rovnaké aj vtedy, ked je jeden z nich orientovany
vodorovne a druhy zvislo.

Pozndmka: Stvorec povazujte za Specidlny pripad obdlZnika.

Kategoria BETA
Ulohy é&islo 5, 6, 7 st rovnaké ako v kategérii ALFA.

Uloha ¢&. 8:

Na kruzmici k so stredom O lezia rézne body A, B, C, D, E v tomto poradi tak, ze |AB| = |BC|. Ozna¢me S
priese¢nik tseCiek BE a AD a T prieseénik tise¢iek BD a CE. Nech priamka ST pretina kruznicu k& v bodoch X
a Y. Dokézte, ze |BX| = |BY|.

Uloha ¢&.9:
Predstavme si kovovt kruznicu, na ktorej st rovnomerne rozlozené ¢isla v poradi 1,2,..., N. Na nej je polozena
otacava drevend kruznica, na ktorej s opiaf rovnomerne rozloZzené celé ¢isla aq, as, ...,ay v tomto poradi. Stcet

tychto N éisel je 1. Drevend kruZnicu vieme otoéit do N roznych poloh tak, aby ¢isla na nej boli umiestnené prave
nad c¢islami kovovej kruznice. Pre dant polohu drevenej kruznice urobime stcet N stcinov takych, ze vynasobime
¢islo na drevenej kruznici s ¢islom na kovovej kruznici, ktoré sa nachiddza pod nim. KedZe réznych poloh drevenej
kruznice je IV, tak aj tychto stic¢tov dostaneme N. Ukazte, Ze vSetky tieto sty sa rézne.
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Uloha ¢&.10:
Dané st nenulové celé ¢isla a, b, c také, ze aj

a b ¢ a ¢ b

u=—-+-+- a v=—-+-+-—

b ¢ a c b a
su celé cisla. Dokézte, ze |a| = |b] = |c].
Uloha ¢.11:
Nech p(x) je polyném s celo¢iselnymi koeficientmi a nech ¢, je ciferny sucet ¢isla p(n). Dokézte, ze v nekoneénej
postupnosti ¢y, ¢o, c3, ... sa nejakd hodnota vyskytne nekonecne velakrat.

Kategoria GAMA
Ulohy ¢&islo 10 a 11 st rovnaké ako v kategérii BETA a plati pre ne termin odoslania kategérie BETA.

Uloha ¢&.12:
Zistite, ¢i existuja funkcie f: R — R, g : R — R také, ze pre kazdé realne ¢islo x platia rovnosti

a) f(g(x)) =22, g(f(x)) = *
b) f(g(x)) =2?, g(f(x)) = «*

Uloha ¢.13:
Postupnost {a;}72, je definovana nasledovne:
ay = 1,
as = 2,
az = 24,
6a2_1an_3 — 8an_1a%_,
anp = pre n > 3.

Qp—20n—-3
Dokazte, ze n deli a,, pre kazdé prirodzené ¢islo n.

Uloha ¢&.14:

N4jdite rozdelenie pravouhlého trojuholnika so stranami 3, 4, 5 na Styri ¢asti s najmensSim moznym priemerom.
Priemer rozdelenia definujeme ako maximum zo vzdialenosti medzi bodmi patriacimi do tej istej casti. Napriklad
rozdelenie strednymi prieckami m4 priemer 5/2.

Férum o prikladoch

Pre nedockavcov nedockavych zac¢alo na stranke KMS fungovat diskusné férum o prikladoch z KMS. Najdete ho na
adrese kms . sk/foruma mozte na nom hned po termine nasledujicej série zacat diskutovat o vasom najoblibenejSom
alebo najmenej oblibenom priklade.

Odporucand literattara

Vsetkym zdujemcom o samostatné stidium dévame do pozornosti archiv KMS s adresou kms . sk/archiv. Mézete
tam najst zadania aj vzorové rieSenia tloh, ktoré sa doteraz v KMS vyskytli. Pri rieSeni tychto tloh a ¢itani
vzorovych rieSeni sa isto naudite a dozviete mnoho zaujimavého. DalSie zaujimavé stranky st tiez:

www.cut-the-knot.org

www.cbel.com/math_recreations

Kategéria ALFA, BETA: Termin odoslania rieSeni je 6. oktébra 2008 (pre zahranicie 3. oktébra 2008).
Kategéria GAMA: Termin odoslania rieSeni je 10. oktébra 2008.

Nasa adresa: KMS, OATC KAGDM, FMFI UK, Mlynska dolina, 842 48 Bratislava. kms. sk
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Zadania 2. série zimnej ¢asti KMS 2008/2009
Kategoria ALFA

Uloha &.1:
Vezmime si vSetky prirodzné ¢isla mensie ako 211112. Ktorych ¢isel je medzi nimi viac — tych, ktoré obsahuju cifru
1, alebo tych, ktoré ju neobsahuju?

Uloha ¢&. 2:

Uvazujme prirodzené ¢isla, ktoré davaja zvySok 1 po deleni kazdym z ¢isel 2,3,4,...,11.
a) Najdite dve rozne takéto ¢isla.

b) Najmenej o kolko sa musia takéto dve rozne éisla lisit?

Uloha ¢&. 3:

Zapiste ¢islo 2008 ako stucet niekolkych prirodzenych ¢isel, ktorych sti¢in je maximalny a ukézte, Ze neexistuje lepsie
rieSenie.

Uloha ¢&. 4:

Bod P lezi vnutri Stvorca ABCD. Ozna¢me p a g rovnobezky so stranami tohto Stvorca prechddzajice bodom
P. Dalej ozna¢me r a s rovnobezky s uhloprie¢kami $tvorca opit prechadzajice bodom P. Priamky p, ¢, r a s
celkovo rozdelia Stvorec ABC'D na 8 Casti. Ofarbime teraz tieto Casti striedavo modrou a c¢ervenou farbou tak, aby
kazdé dve Casti susediace stranou mali roznu farbu. Dokézte, Ze sucet obsahov Casti, ktoré st ofarbené na modro,
je polovica z obsahu Stvorca ABCD.

Uloha ¢&. 5:

Na stranich rovnobeznika ABCD zvolme postupne body K, L, M, N (na kazdej strane jeden) tak, ze KLMN je
stvoruholnik s dvakrat mensim obsahom ako ABC D. Ukazte, Ze aspon jedna z uhlopriecok Stvoruholnika K LM N
je rovnobezna s niektorou zo stran rovnobeznika.

Uloha &. 6:

.....

a§+a§+...+aiz(a1—|—a2—|—~-'+an,1)an

kde a1, as, ..., a, st lubovolné nezédporné redlne ¢isla.
a) Dokézte, ze dand nerovnost plati pre n = 2.
b) Najdite vSetky dalsie n, pre ktoré je nerovnost splnena.

Uloha ¢&.7:

Klokan méa karty, na ktorych s ¢isla od 1 po n. Pozrie sa na prva kartu. Ak je na nej ¢islo k, zmeni zrkadlovo
poradie prvych k kariet. Takto pokracuje az kym nedostane na prvej karte ¢islo 1. Musi sa mu to vzdy po koneénom
pocte krokov podarit?

Kategoria BETA
Ulohy é&islo 5, 6, 7 st rovnaké ako v kategérii ALFA.

Uloha ¢&. 8:
Nech aq,as, ..., ags su kladné realne ¢isla. Dokazte, Ze

a1 +az+--- 4+ ags < 824 biby---bgs,

kde b; je vicsie z Cisel {1,a;} prei =1,2,...,83.

Uloha ¢&.9:

Nech k a £ st dve kruznice také, Ze stred S kruznice k lezi na kruznici £. NavySe sa kruznice k a ¢ pretinaja v dvoch
roznych bodoch M a N. Nech AB je lubovolny priemer kruznice k taky, ze |AM| > 0 a |BN| > 0. Ozna¢me
(v tomto poradi) A; a B; druhé priesecniky priamok AM a BN s kruznicou £. Dokazte, ze dlzka tsecky Ay B je
rovna polomeru kruznice k.

Uloha ¢&.10:
Najdite vietky prvoéisla p, pre ktoré existuju kladné celé ¢isla n, x, y splhajice rovnost

pn:x3+y3'
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Uloha ¢&.11:
Nech d(n) oznac¢uje pocet kladnych delitelov &isla n? + n + 1, kde n je prirodzené &islo. Dokazte, Ze nerovnost

d(n) >d(n+1)

plati pre nekonecéne vela roznych prirodzenych éisel n.

Kategoria GAMA
Ulohy ¢&islo 10 a 11 st rovnaké ako v kategérii BETA a plati pre ne termin odoslania kategérie BETA.

Uloha ¢.12:
Kizelnici Mito a Mazo si pripravili malé vystupenie. Na zacdiatku je v miestnosti s divakmi len Mazo. Divéaci ulozia
n minci do lubovolnej postupnosti znakov a hlav a vybert si jedno €éislo z mnoziny {1,2,...,n}. Mazo potom oto¢i

prave jednu mincu naopak a zavola Mita zo zdkulisia, ktory sa z rozloZenia minci snazi uhadnut, aké ¢éislo si divéci
vybrali.

a) Dokéazte, Ze ak sa toto ktizlo d4 spravit pre n; a ng, potom sa d4 spravit aj pre nins.

b) Néjdite vSetky n, pre ktoré sa toto ktzlo da spravit.

Uloha &.13:
Stred opisanej kruznice trojuholnika ABC oznac¢me O. Priamka prechadzajica bodom O pretina vnitra stran AB
a AC v bodoch M a N. Oznacme S a R stredy useCiek BN a C'M. Dokazte, ze uhly ROS a BAC st rovnaké.

Uloha ¢&. 14:

Galéria moderného umenia méa tvar n-uholnika (nie nutne konvexného). Vedenie galérie sa v nej rozhodlo rozostavit
niekolko statickych kamier so zornym uhlom 360 stupriov. Kolko najmenej (v zavislosti od n) kamier potrebujeme,
aby sme uréite vedeli ustrazit cela galériu?

Férum o prikladoch

Pre nedo¢kavcov nedockavych zacalo na stranke KMS fungovat diskusné férum o prikladoch z KMS. Néjdete ho na
adrese kms . sk/foruma mozte na nom hned po termine nasledujicej série zacat diskutovat o vasom najoblibenejSom
alebo najmenej oblibenom priklade.

Odportcand literatira

Vsetkym zaujemcom o samostatné studium davame do pozornosti archiv KMS s adresou kms . sk/archiv. Mdzete
tam najst zadania aj vzorové rieSenia tloh, ktoré sa doteraz v KMS vyskytli. Pri rieSeni tychto tloh a éitani
vzorovych rieSeni sa isto naucite a dozviete mnoho zaujimavého. DalSie zaujimavé stranky sa tiez:

www.cut-the-knot.org

www.cbel.com/math_recreations

Kategéria ALFA, BETA: Termin odoslania rieSeni je 3. novembra 2008 (pre zahranicie 31. oktébra 2008).
Kategéria GAMA: Termin odoslania rieseni je 7. novembra 2008.

Nasa adresa: KMS, OATC KAGDM, FMFI UK, Mlynska dolina, 842 48 Bratislava. kms. sk
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Zadania 3. série zimnej ¢asti KMS 2008/2009
Kategoria ALFA

Uloha é. 1:

Ked bol Ondro maly chlapec, rdd chodieval ku svojej starej mame. Jeho stard mama totiz mala rovnoramenné
vahy, s ktorymi sa dalo hraf. Raz si Ondro doniesol niekolko rovnakych hrusiek, niekolko rovnakych broskyii,
takisto niekolko jablk a sliviek. Hral sa hral, a prisiel na to, ze hruska, slivka, broskytia a jablko vazia spolu presne
tolko, kolko vazia tri jablka. Hral sa dalej a zistil, Ze slivka, hruska a jablko st spolu len o 45 gramov lahsie ako
5 broskyii. Este si vSimol, ze 11 jablk vazi presne tolko, ¢o 17 broskji. Potom ho to prestalo bavit a kym odisiel
od babky, stihol zjest jednu hrusku a jednu slivku. Kolko gramov ovocia zjedol?

Uloha ¢&. 2:

Ajka nasla na zemi nakresleny kruh a po jeho obvode napisanych 26 ¢isel. VSimla si, Ze aritmeticky priemer kazdych
troch ¢isel, ktoré lezia vedla seba, je vzdy rovny ¢éislu 19. Velmi sa potesSila a hned, ako prisla do §koly, to povedala
Bebemu. Ten jej povedal, ze vSetky ¢isla na obvode kruhu boli rovnaké. To si uz ale Ajka nepamiétala. Mal Bebe
pravdu?

Uloha ¢&. 3:

V zahrade rastie pravidelny Sestuholnik, ktory m4 strany ofarbené po rade svetlomodrou, tmavomodrou, indigovou,
belasou, tyrkysovou a tepldkovomodrou. Jeho vrcholy st biele. Na obvode Sestuholnika vyberiem tri body tak, aby
z nich mohol vzniknat trojuholnik, pri¢om Ziaden z tychto troch bodov nie je biely. Trojuholnik charakterizujem
tym, akymi farbami st ofarbené jeho vrcholy. (Teda napr. indigovobelasoindigovy trojuholnik ma dva zo svojich
vrcholov na indigovej strane a jeden vrchol na belasej strane.) Trojuholnik je charakterizovany len farbami, nie ich
poradim. (Teda napr. tyrkysovo-belaso-teplékovy trojuholnik je taky isty ako tepldkovo-tyrkysovo-belasy.) Kolko
existuje trojuholnikov s réznou charakteristikou?

Uloha ¢&. 4:
Ozna¢me FE stred strany C'D v obdlzniku ABCD a F prieseénik uhlopriecky BD a tsecky AE. Vieme, Ze obsah
trojuholnika DFE je 1cm?. Zistite aky je obsah §tvoruholnika BCEF.

Uloha ¢&. 5:

Kral mal tri kopky dukatov. Na prvej bolo 9, na druhej 10 a na tretej 14 dukatov. So svojimi dvoma sluhami hral
taktto hru: v kazdom kole vezme prvy sluha 1 dukét z Iubovolnej kopky. Druhy sluha vezme dukat z jednej zo
zvy$nych dvoch kopok. A kral uzatvéra kolo pridanim dukétu na kopku, s ktorou sa v danom kole ni¢ nerobilo.
(Samozrejme z kopky, kde je nula dukétov, sa dukét zobrat ned4.) Po niekolkych koldch im zostal len jeden dukat.
Na ktorej kopke to mohlo byt?

Uloha ¢&. 6:

Majme kruznicu k a jej priemer AB. Vnutri tsecky AB lezi bod C. Zostrojme kruZznice m a n nad priemermi
AC a BC' a kolmicu na AB cez bod C oznaéme [. Priamka [ pretne kruznicu k£ v dvoch bodoch, Tubovolny z nich
ozna¢me D. Usetky DA a DB pretni kruznice m a n v bodoch F a F.

a) Dokézte, ze CFDE je pravouholnik

b) Dokézte, ze EF je spolo¢nd dotyé¢nica kruznic m a n.

Uloha ¢&. 7

Myrec sa hral na parkovisku s kriedou. Napadlo mu, Ze by si mohol pisat na zem ¢isla. Keby ich pisal zaradom, bolo
by to nudné. Preto napisal na betén vedla seba nejako poprehadzované ¢isla 1, 2, ..., 100. Dostal takto postupnost
éisel a1, as, ..., aigp. Tato postupnost sa mu nepdcila, tak si znova zmyslel iné poradie tjch istych ¢isel a opit
ich napisal vedla seba. Dostal takto postupnost ¢isel by, ba, ..., bigg. Stale sa mu to nepéacilo, ale vymyslat novii
postupnost ¢isel sa mu tiez nechcelo. Zistil vSak nieco zaujimavé. Ked urobil saéiny aiby, asba, ..., aipobioo, tak
medzi nimi nasiel také dva, ze davaji rovnaky zvysok po deleni ¢islom 100. Bola toto ndhoda, alebo stalo by sa
mu to, nech by postupnosti ¢isel zvolil akokolvek?

Kategéria BETA
Ulohy ¢&islo 5, 6, 7 st rovnaké ako v kategérii ALFA.

Uloha ¢. 8:

Na zabudnutej tabuli v Rastovej eSte zabudnutejsej tmavej komnate je nakreslenych piaf uz skoro zabudnutych
usecdiek. Z kazdej trojice z tychto tsediek vieme zlozit trojuholnik. DokaZte, ze vieme vybrat tri tsecky tak, Ze
trojuholnik, ktory z nich vznikne, je ostrouhly (na také sa nezabtda).
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Uloha ¢&.9:

Majme kruznice k, [, ktoré maju vonkajsi dotyk v bode C. Zaroven nech sa obidve dotykaju zvnutra kruznice m.
Nech k sa dotyka m zvnitra v bode A a nech [ sa dotyka m zvnitra v bode D. Prieseénik AC' s kruznicou m (rdzny
od A) nech je B. Dokézte, ze CD a DB st navzajom kolmé.

Uloha ¢.10:

Tomasa uz vela noci trapi nasledujici problém. Skiste mu pomoct tym, Ze tento problém vyriesite. Ukazte, ze
existuje redlne é&islo ¢ > 1 také, 7e ak prirodzené &isla m, n splitaju m/n < v/7 , potom 7n? —m? > c. Zistite tiez,
aké najvicsie moze byt také c.

Uloha ¢.11:

V Zaboviciach sa uskuto¢nil turnaj, ktorého sa zuc¢astnilo n hracov. Kazdy hral s kazd§m prive jeden zépas v
zdbosachu, pri¢om zdpas vzdy skoncil vyhrou jedného z hracov. Dokdzte, Ze nech turnaj dopadol akokolvek, vzdy
musi nastat jeden z dvoch nasledujtcich pripadov. Bud mézme hracov rozdelit do dvoch neprdzdnych skupin A,

B tak, ze kazdy hrac¢ z A vyhral nad kazdym hricom z B alebo vieme hracov oznadit Py, Ps,..., P, tak, ze P;
vyhral nad P», P, vyhral nad Ps, ..., P,_; vyhral nad P,, P, vyhral na P;.

Kategoria GAMA
Ulohy ¢islo 10 a 11 st rovnaké ako v kategérii BETA a plati pre ne termin odoslania kategérie BETA.

Uloha ¢&.12:

Nech ay,as,...,a, je postupnost celych ¢isel takd, Ze kazda jej neprazdna podpostupnost mé nenulovy sudet.
Rozdelte mnoZinu prirodzenych ¢isel na konecne vela mnoZin tak, aby pre Iubovolné zi,zs,...,z, z tej istej
mnoziny bol vyraz a1z, + asxs + ... + a,x, nenulovy.

Uloha ¢&.13:

Dokazte, ze pre nezaporné reélne &isla x, v, z, ktoré spliaja rovnost « + vy + z = 1, plati

2<(1-2"P+(1-9")?+(1-2")2 <A +2)(1+y)(1+2).

Uloha ¢.14:

Ondro a Fera¢ majt nekonec¢na Sachovnicu a hravaji na nej nasledovnt hru. Kazdy hra¢ ovlada jedného koma,
Ondrejov za¢ina na policku (0,0), Feracov na (X,Y). Hradi sa striedaja v fahoch, prvy tahd Fera¢. V jednom
tahu je dovolené spravit Tubovolny (nenulovy) podet normdlnych Sachovych krokov pre kona, vSetky vSak musia
byt presne v tom istom smere a vzajomnd euklidovské vzdialenost medzi oboma kofimi sa musi kazdym krokom
zmensit. Hra¢ prehra vtedy, ked nemoze spravit Zziadny krok. Predpokladajte, Ze obaja hraci hraja optimalne. Kto
vyhra?

Férum o prikladoch

Pre nedockavcov nedockavych zacalo na stranke KMS fungovat diskusné férum o prikladoch z KMS. Néjdete ho
na adrese kms.sk/forum a moZete na fiom hned po termine nasledujicej série zacat diskutovat o vaSom najoblu-
benejsom alebo najmenej oblibenom priklade.

Odportcand literatira

Vsetkym zaujemcom o samostatné Studium dévame do pozornosti archiv KMS s adresou kms . sk/archiv. Mézete
tam najst zadania aj vzorové rieSenia tloh, ktoré sa doteraz v KMS vyskytli. Pri rieSeni tychto tloh a éitani
vzorovych rieseni sa isto naucite a dozviete mnoho zaujimavého. Dalsie zaujimavé stranky st tiez:

www.cut-the-knot.org

www.cbel.com/math_recreations

Kategéria ALFA, BETA: Termin odoslania rieSeni je 1. decembra 2008 (pre zahrani¢ie 28. novembra 2008).
Kategoria GAMA: Termin odoslania rieSeni je 4. decembra 2008.

Nasa adresa: KMS, OATC KAGDM, FMFI UK, Mlynské dolina, 842 48 Bratislava. kms. sk
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Zadania 1. série letnej casti KMS 2008/2009
Kategoria ALFA

Uloha ¢&.1:

Lenka si vo svojom obliibenom ¢asopise vsimla zaujimavi sttaz. Ulohou bolo uhadnut pifpismenové slovo. K dis-
pozicii mame zoznam slov. Ku kazdému z tychto slov je priradené ¢islo. Toto ¢islo udava pocet pozicii, na ktorych
sa hladané slovo zhoduje so slovom v zozname. Napriklad, keby hladané slovo bolo KRAVA, tak slovo KARTA
ma v zozname ¢islo 2. Zoznam pre hladané slovo: PASTA - 2, PANAK - 2, PRSTY - 1, PLECE - 1, DVERE - 2,
PADAK - 1.

Lenka tlohu spravne vyriesila a nasla vSetky riesenia. Dokazete to aj vy? (Nezabudnite ukéazat, Ze iné rieSenia ako
tie Co ste nasli neexistuja.)

Uloha ¢&. 2:

Styri manzelské pary sa rozhodli usporiadat tenisovy turnaj v zmiesanej Stvorhre (to znamen4, 7e proti sebe hraji
dva zmieSané péary). Aby predisli hadkam, dohodli sa, Ze nikdy nebudt na ihrisku stéasne obaja manzelia z toho
istého pédru, ani ako spoluhradi, ani ako stuperi. Aby sa nikto velmi neunavil, v jeden den hral kazdy najviac jeden
zdpas. A aby to bolo uplne spravodlivé, zahrali kazdé dve dvojice, ktoré mohli hrat proti sebe, prave jeden zapas.
Za kolko najmenej dni mohli odohrat takyto turnaj?

Uloha ¢&. 3:

Dvaja hraci hraja hru podobni piskvorkdm. Hra sa na planiku 3 x 3, teda na velkom Stvorci rozdelenom na devit
malych. Hraéi sa v tahoch pravidelne striedaja. Tah spo¢iva v tom, Ze hra¢ na hraci plan nakresli krazok, alebo
krizik (v kazdom tahu si moZe vybrat Tubovolny z nich). Vyhrava ten, po koho tahu budi na planiku tri rovnaké
symboly v jednom rade, stipci, alebo na uhlopriecke (ako v piskvorkach). Existuje postup, ktory zaruéi jednému
z hracov vyhru?

Uloha ¢. 4:

Napi$me si ¢isla 1,2, ..., n v lubovolnom poradi, kazdé prave raz. Prvé z nich ozna¢me a1, druhé as a takto postupne
a7 po posledné, ktoré oznacime a,. Dokézte, ze ak n je neparne, tak potom st¢in (a; —1)(az—2)(az—3) - - (an—n)
je parne cislo.

Uloha &. 5:

Kika méa vrece plné &isel. St to &isla tvaru 3%, kde k je nezaporné celé ¢islo (teda aj nula). Jej oblibené éisla si
vSetky €isla z vreca a dalej tie, ktoré si saé¢tom niekolkych roznych éisel z vreca. Okrem nich este ¢islo 35. Ktoré
je Kikino

a) 26. najmensie oblibené ¢islo?

b) 2009. najmensie obltbené ¢islo?

Uloha ¢&. 6:

Na vecierku ziadny chlapec netancoval s kazdou diev¢inou, ale kazdé dievéa tancovalo asponi s jednym chlapcom.
Dokézte, ze existuju také dva pary C'D a C'D’, ktoré spolu tancovali, a pritom C netancoval s D’ a C’ netancoval
s D. Vieme pritom, Ze na vecierku sa ztcastnili aspon dve dievéata a asponl dvaja chlapci.

Uloha &.7:
N&jdite vSetky prirodzené ¢isla, ktoré si rovné tretine druhej mocniny suctu svojich ¢islic.

Kategoria BETA
Ulohy ¢&islo 5, 6, 7 st rovnaké ako v kategérii ALFA.

Uloha ¢&. 8:

Katka minule pocula o novej logickej tllohe a chce sa o fiu s ostatnymi podelit. Nech n je O
nejaké prirodzené ¢éislo. V tlohe je n(n + 1)/2 farebnych krazkov. Kazdy krazok je z jednej o O
strany biely a z druhej strany ¢ierny. Krizky st na zaciatku rozlozené do trojuholnika tak ako o o o

na obrézku (pripad pre n = 4). Na zadiatku je niektory z krazkov otofeny ¢iernou stranou
nahor, ostatné st otocené bielou stranou nahor (na obrazku sme si zvolili lubovolny ako
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¢ierny). V kazdom fahu je moZné si vybrat dva susedné kruzky a otoéit naopak vSetky kriazky na priamke, ktort
tieto dva krizky uréuju (mysli sa priamka uréend spojenim stredov tychto krizkov). Treba zistit, pre ktoré n a pre
ktoru zafiatoéni polohu (polohu ¢ierneho krizka na zacdiatku) sa daja vSetky krizky otoéit ¢iernou stranou nahor
po koneénom pocte tahov.

Uloha ¢&.9:
Nech n je prirodzené d¢islo, ktoré je aspon 3. Nech A, As, ... , A, st navzijom rozne podmnoZiny mnoZiny
{1,2,...,n}. Dokazte, ze vzdy existuje x € {1,2,...,n} také, ze ked z kazdej mnoziny A;, As, ... , A, odoberieme

x, tak novovzniknuté mnoZziny s tiez navzajom rozne. (Ak sa z v niektorej z mnozin nenachadza, tak tdto mnozina
ostane rovnaka.)

Uloha ¢&.10:

Bus mé rad modré skrinky. V kazdej modrej skrinke sa nachadza niekolko réznych prirodzenych éisel. Bus povazuje
modru skrinku za $pecidlnu, ak z nej vieme vybrat Sest prirodzenych ¢isel, ktorych sucet je delitelny Siestimi.

a) Najdite modru skrinku, takd Ze obsahuje desat ¢isel a nie je Specidlna.

b) Ukazte, Ze kazda modra skrinka s jedendstimi ¢islami je Specidlna.

Uloha ¢&.11:
Ist4 organizicia ma n ¢lenov a n + 1 trojélennych vyborov (n > 5), z ktorych Ziadne dva nemajui troch rovnakych
¢lenov. Dokézte, ze vzdy vieme najst dvojicu vyborov, ktoré maju spoloéného préave jedného ¢lena.

Kategoria GAMA
Ulohy ¢islo 10 a 11 st rovnaké ako v kategérii BETA a plati pre ne termin odoslania kategérie BETA.

Uloha &.12:

Do stvoréekov nekoneéného stvoréekového papiera st vpisané redlne ¢isla. Dané st dve Sablény zlozené z konecného
poétu stvorcekov. Tieto Sablény moézeme postvat pozdlz ¢iar na Stvoréekovom papieri, nemenime viak ich orientéciu.
Vieme, ze ak prva Sablénu prilozime na Tubovolné miesto, stidet ¢isel na polickach, ktoré zakryva, bude kladny.
Dokazte, ze existuje také umiestnenie druhej Sablony, ze sticet ¢isel na polickach, ktoré zakryva, je tiez kladny.

Uloha &.13:

Do polynému z'° + agz® + agz® + --- + ajx + 1 dvaja hradi striedavo dopliiaji redlne koeficienty. Ak nakoniec
polyném nema ziadny realny koren, vyhrava prvy hrac¢. Inak vyhra druhy hrac. Pre ktorého hraca existuje vyherna
stratégia? PopiSte ju. (Prvy hraé¢ zacina.)

Uloha &. 14:

Na zjazde matematikov sa stretlo 12k tcastnikov a kazdy z nich sa pozdravil s prave 3k + 6 inymi matematikmi.
Pre kazda dvojicu zucastnenych je pocet Tudi, ktori pozdravili oboch, rovnaky. Kolko Iudi sa stretlo na zjazde?
(Pozdravovanie je symetrické.) Pre tento pocet popiste pripad, kedy tato situdcia nastéva.

Odportcand literatiira

Vsetkym zdujemcom o samostatné stidium déavame do pozornosti archiv KMS s adresou www.kms.sk/archiv.
Mozete tam néjst zadania aj vzorové rieSenia tuloh, ktoré sa doteraz v KMS vyskytli. Pri rieSeni tychto tloh
a Citani vzorovych rieSeni sa isto naucite a dozviete mnoho zaujimavého. DalSie zaujimavé stranky su tiez:

www.cut-the-knot.org

www.cbel.com/math recreations

Kategéria ALFA, BETA: Termin odoslania rieseni je 23. februéara 2009 (pre zahranicie 20. februédra 2009).
Kategéria GAMA: Termin odoslania rieseni je 26. februara 2009.

Nasa adresa: KMS, OATC KAGDM, FMFI UK, Mlynska dolina, 842 48 Bratislava. www . kms . sk
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Zadania 2. série letnej ¢asti KMS 2008/2009
Kategoria ALFA

Uloha é. 1:
Dané je kruZnica k s priemerom AB. V rovine kruznice k lezi bod C taky, Ze trojuholnik ABC je ostrouhly.
Zostrojte kolmicu z bodu C na tsecku AB len pomocou ceruzky a pravitka. Pravitko nemé mierku a nedaju sa

nim robif kolmice, len rysovat rovné ¢iary. Nezabudnite dokézaf, Ze skonstruované priamka je naozaj kolmica z C
na AB.

Uloha ¢&. 2:

Katka bude mat onedlho narodeniny a tak jej Ondrej kupil daréek. Z obchodu ho doniesol v gkatuli tvaru kocky
s hranou dizky 1 m. Netusil vsak, Ze doma mé uz len jediny kus baliaceho papiera obdlznikového tvaru s rozmermi
1,5m a 4m. Ondrej chce rozstrihnit tento kus baliaceho papiera na dva kusy tak, aby domn mohol darcek zabalit.
Ako mé papier rozstrihnat?

Uloha ¢&. 3:

Dany je obdlznik ABCD s obsahom 1cm?. Na strane CD je zvoleny bod E. Pismenami P, Q a R ozna¢ime body,
ktoré s po rade taziska trojuholnikov ABE, BCE a AED. Vypoditajte obsah trojuholnika PQR. Nezabudnite
pritom zdovodnit spravnost svojho vypodctu.

Uloha ¢. 4:

V trojubolniku XY Z plati [ XY Z| = 45° a |[JY X Z| = 60°. Vnutri neho sa nachadza bod P taky, Ze kruznica k
so stredom v bode P pretina stranu XY v bodoch A a B, stranu YZ v bodoch C' a D a stranu XZ v bodoch F
a F. Navyse vieme, ze tusecky AB, CD a EF maju rovnaka dizku. Aka je velkost uhla X PY ?

Uloha ¢&. 5:

Dané st kruznice ki a ko, ktoré maju vonkajsi dotyk v bode T. Bodom T prechadzaju dve priamky p a q tak, ze s
seCnicami oboch kruZnic. Ozna¢me A a B priese¢niky priamky p s kruznicami k; a ko a C', D prieseCniky priamky
q s kruznicami k; a ko, pricom body A, B,C, D su rézne od T. Dokazte, ze tsecka AC' je rovnobezna s tuseckou
BD.

Uloha ¢&. 6:

V zosite je nakreslend stiradnicova ststava. V bode [7,11] stoji chrobak Duro a chce sa dostat domov do bodu
[—17,—3]. Po papieri chodi rychlostou jeden dielik za sekundu, pri¢om nemusi chodit len po vyznacenej stvoréekovej
sieti. Napriklad z bodu [3,4] do bodu [4, 5] vie preliezf najskor za /2 sekind. M4 to viak jeden hagik, $tvrtina
papiera, kde je z-ova stradnica zaporna a y-ova kladna je premocend. Duro sa po nej hybe dvakrat pomalsie, teda
rychlostou jeden dielik za dve sekundy. Po osiach x a y sa hybe rychlostou jeden dielik za sekundu. Po akej ceste
mé Duro liezt, aby domov prisiel ¢o najskor?

Uloha ¢&. 7:
Dané st tri rozne body v rovine, ktoré nelezia na priamke. Zostrojte stvoruholnik, pre ktory st tieto body stredmi
troch jeho rovnako dlhych stran.

Kategoria BETA
Ulohy ¢islo 5, 6, 7 st rovnaké ako v kategérii ALFA.

Uloha ¢&. 8:

Drak méa v jaskyni zaujimavt dvojicu trojuholnikov. Plati pre ne, Ze dve strany jedného trojuholnika st rovnako
dlhé ako niektoré dve strany druhého trojuholnika a Ze trojuholniky st podobné (ale nie nutne zhodné). Drak hrdo
vyslovil nasledujtce tvrdenie: Keby som mal hocijaki dvojicu trojuholnikov s takymito vlastnostami, tak koeficient
podobnosti tjchto trojuholnikov by bolo ¢islo medzi (v/5 —1)/2 a (V5 + 1)/2 a nebolo by rovné tymto krajnym
hodnotam. Dokézte, ze drak méa pravdu.

Uloha ¢&.9:
Uvazujme tetivovy stvoruholnik ABC' D. Na jeho diagonale AC' zvolime bod E tak, ze DFE je kolmé na stranu AB,
na diagonale BD zvolime bod F' tak, ze AF je kolma na C'D. Dokazte, ze E'F je rovnobezna s BC.



KMS 2008/09 2. séria letnej Casti 2

Uloha ¢.10:

Nech ABC je rovnoramenny pravouhly trojuholnik s pravym uhlom pri vrchole A. Body M a N st nech st vnutri
usecky BC také, ze | M AN| = 45°. KruZznica opisané trojuholniku AM N pretina postupne AB a AC v bodoch
P a Q. Dokazte, ze |BP| + |CQ| = |PQ).

Uloha ¢.11:

Nech ABC' je trojuholnik a nech D je priese¢nik doty¢nice ku kruznici opisanej trojuholniku ABC v bode A
a priamky BC. Nech F je prieseénik kolmice na BC v bode B a osi strany BA. Nech F' je priese¢nik kolmice na
BC v bode C' a osi strany C'A. Dokézte, ze body D, E a F' leZia na jednej priamke.

Kategoria GAMA
Ulohy ¢islo 10 a 11 st rovnaké ako v kategérii BETA a plati pre ne termin odoslania kategérie BETA..

Uloha ¢&.12:
Definujme funkciu f : N — N pomocou nasledovnej rekurencie. Nech f(1) =1 a f(n + 1) je najvicsie také m, Ze
existuje aritmetickd postupnost prirodzenych ¢isel

a1 <ag << Qnp="n

taka, Ze
f(al) = f((lg) == f(am)'

Dokéazte, ze potom existuju prirodzené ¢isla a, b také, Ze plati f(an 4+ b) = n + 2 pre kazdé prirodzené n.

Uloha ¢.13:

ABCD je konvexny $tvoruholnik. Body P, @ lezia postupne na tseckich BC, DC tak, Ze |[SBAP| = |4 DAQ)|.
Dokéazte, ze trojuholniky ABP a AD(Q@ maju rovnaky obsah prave vtedy, ked priamka prechddzajica cez ich
ortocentra je kolmé na AC.

Uloha ¢. 14:

Sachové figiirka princ sa méze pohybovat vodorovne alebo zvislo, vidy prave o jedno policko. Princom preskiceme
vsetky policka Sachovnice 8 x 8 (na kazdé skoc¢ime prave raz) a skonc¢ime na policku, z ktorého sme zacéinali. Mo6ze
sa staf, Ze podet horizontalnych a vertikalnych skokov bude rovnaky?

Odportcand literatiira

Vsetkym zaujemcom o samostatné stidium déavame do pozornosti archiv KMS s adresou www.kms.sk/archiv.
Mobzete tam néjst zadania aj vzorové rieSenia tloh, ktoré sa doteraz v KMS vyskytli. Pri rieSeni tychto tloh
a Citani vzorovych rieseni sa isto naucite a dozviete mnoho zaujimavého. Dalsie zaujimavé stranky su tiez:

www.cut-the-knot.org

www.cbel.com/math_recreations

Kategéria ALFA, BETA: Termin odoslania rieSeni je 6. aprila 2009 (pre zahranicie 3. aprila 2009).
Kategéria GAMA: Termin odoslania rieseni je 9. aprila 2009.

Nasa adresa: KMS, OATC KAGDM, FMFI UK, Mlynské dolina, 842 48 Bratislava. www.kms. sk
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Zadania 3. série letnej casti KMS 2008/2009
Kategoria ALFA

Uloha ¢&. 1:

Po obvode kruhu sedi 2008 vediucich Trojstenu a kazdy z nich m4 niekolko lentiliek. Pocet lentiliek kazdych dvoch
susednych vedicich sa lisi o 2 alebo o 3. Najviac o kolko sa moze lisit pocet lentiliek dvoch vedtcich, ak ziadni
dvaja vedici nemaji rovnako vela lentiliek?

Uloha ¢&. 2:

Klokan a vtakopysk vyhrali v tombole cokolddu s rozmermi 5 x 16 dielikov. Povedali si, Ze ju nezjedia len tak,
ale Ze si s niou zahraju hru. Striedaja sa pravidelne v tahoch. Zvieratko, ktoré je na tahu, zlomi ¢okolddu na dva
kusy, vyberie si jeden z nich a cely ho zje. Cokoladu pritom moze ldamat len po pévodne naznacenych ¢iarach medzi
dielikmi. Zvysok poda druhému zvieratku, ktoré tak isto zlomi ¢okolddu, jeden kus zje a druhy poda staperovi.
Takto sa to opakuje. Akonéhle niektoré zvieratko vytvori kus s rozmermi 1 x 1, prehra. Ako prvy je na tahu klokan.
Ktoré zvieratko vyhra, ak obidve hraju najlepsie ako je mozné?

Uloha ¢&. 3:
Nech a a b st realne &isla. O éislach ab a a + b vieme, Ze st bud obe kladné, alebo obe zédporné, alebo aspon jedno
z nich je nulové. Dokazte nerovnost:

(a+b)(a* +b*) > (a® +b%)(a® +b%).

Zistite, kedy nastdva rovnost.

Uloha ¢&. 4:
Skreéok vypestoval hrugku vaziacu 11111 kilogramov. Polozil ju na jednu stranu rovnoramennych vah, druhi stranu
nechal prazdnu. Na vahu potom zaradom prikladal zavazia hmotnosti 1 kg, 2kg, 4kg, 8kg, ..., 2" kg, ...na jednu

alebo druht stranu. Po ¢ase nastala na vahach rovnovaha. Na ktorej strane vdh (na tej, kde bola hrugka, alebo na
tej druhej) mohlo byt zévazie s hmotnostou 2048 kg?

Uloha ¢&. 5:
Existuju prirodzené ¢isla a, b, ¢ tak, aby obidva korene rovnice

tar’ +br+c=0

boli pre lubovolny vyber znamienok celé ¢isla?

Uloha ¢&. 6:

V meste byva n ludi (aspon Styria). Niektori z nich sa poznaji. Zndmosti st vzédjomné, to znamend, %e ak Jozo
poznd Fera, tak aj Fero pozna Joza. Ked si vyberieme Tubovolnych troch réznych Tudi, tak sa medzi nimi ndjde
aspon jeden, ktory pozné zvysnych dvoch. Nikto v meste vSak nepoznd vSetkych ostatnych.

a) N&jdite vSetky hodnoty n, pre ktoré moze takéto mesto existovat.
b) Kolko znamosti (dvojic Tudi, ¢o sa poznaji) moze existovat v takom meste s n Tudmi?

c) Dokéazte, ze sa vSetci ludia z mesta vedia postavit do kruhu tak, Ze kazdy pozna oboch svojich susedov.

Uloha ¢&.7:
Nech n je kladné celé ¢islo. Nech a € {—1,1} pre vSetky k = 1,2,...,n a nech plati

aias + asaz + -+ + anay = 0.

Dokézte, ze n je delitelné Styrmi.

Kategoria BETA
Ulohy ¢islo 5, 6, 7 st rovnaké ako v kategérii ALFA.

Uloha ¢&. 8:
Dokazte, ze existuje nekonecne vela trojic celych ¢&isel a, b, ¢, ktoré su rieSenim rovnice

a’ + b =c*+ 3.
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Uloha ¢&.9:
Nech n je nezaporné celé ¢islo. Dokézte, ze ¢islo 22" + 22" 41 ma aspoil n roznych prvodiselnych delitelov.

Uloha ¢. 10:

Eduaud je odbornik na funkcie a iné podivné zalezitosti. KedZe je vo svojom odbore jediny, tak hlad4 potencidlnych
spolo¢nikov. Ako vstupny test musite vyriesit nasledovny priklad. N4jdite vSetky funkcie f : R — R také, Ze pre
vSetky redlne c¢isla x a y plati

flaf@)+f(y) = (f(@)* +y.

Uloha ¢&.11:

V rovine si Styri nerozliSitelné ktisky plasteliny, ktoré mozeme presuvat len nasledujiicim spésobom. Ktsok mozeme
presuntut do novej pozicie, ak sa presne v strede medzi péovodnou a novou poziciou nachddza nejaky iny kisok
plasteliny. Na zac¢iatku st jednotlivé kisky na bodoch so stradnicami (0, 0), (0, 1), (1,0), (1,1). Vieme po koneénom
pocte presunuti kiskov plasteliny dostat ktsky na body so sturadnicami (0, 0), (1,1), (3,0), (2,-1)?

Kategoria GAMA
Ulohy ¢&islo 10 a 11 st rovnaké ako v kategérii BETA a plati pre ne termin odoslania kategérie BETA.

Uloha ¢&.12:

Sachovnica rozmerov 100 x 100 je zafarbené 4 farbami tak, Zze v kazdom riadku a v kazdom stlpci je presne 25
poli¢ok kazdej farby. Dokéazte, 7e v nej existuju $tyri policka navzajom roznych farieb, ktoré tvoria obdlznik so
stranami rovnobeznymi s okrajom Sachovnice.

Uloha ¢&.13:
Pre n > 1 oznaéme p(n) najvicsie prvocislo, ktoré deli n. DokaZte, Ze existuje nekonecne vela prirodzenych éisel
n spliiajicich

p(n) <p(n+1) < pln+2).

Uloha ¢&.14:
Dokézte, ze pre x,y, z > 0, ktoré spliiaji = + y 4+ z = 1, plati

1 n 1 n 1 >13
24+y Y +z 2+ax 2

Odportcand literatiira

Vsetkym zaujemcom o samostatné studium déavame do pozornosti archiv KMS s adresou www.kms.sk/archiv.
Mozete tam najst zadania aj vzorové rieSenia tloh, ktoré sa doteraz v KMS vyskytli. Pri rieSeni tychto tloh
a Citani vzorovych rieSeni sa isto naucite a dozviete mnoho zaujimavého. DalSie zaujimavé stranky su tiez:

www.cut-the-knot.org

www.cbel.com/math_recreations

Kategéria ALFA, BETA: Termin odoslania rieSeni je 4. maja 2009 (pre zahranicie 1. méja 2009).
Kategéria GAMA: Termin odoslania rieseni je 7. maja 2009.

Nasa adresa: KMS, OATC KAGDM, FMFI UK, Mlynské dolina, 842 48 Bratislava. www.kms. sk



