Koreépondenén)'f Matematick)'f Seminér

Fakulta matematiky, fyziky a informatiky, Univerzita Komenského
Slovenska komisia Matematickej olympiady

Jednota slovenskych matematikov a fyzikov

Mili Studenti, uditelia a ostatni matematicki nadsenci.

Dostavate do ruk avodny letdk letnej casti 27. roénika KoreSpondenéného Matematického Seminara (KMS). Tato
sutaz organizované obd¢ianskym zdruzenim Trojsten na pode Fakulty matematiky, fyziky a informatiky Univerzity
Komenského v Bratislave (FMFI UK) je pre stredoskoldkov jedineénou prilezitostou na zdokonalenie svojich mate-
matickych schopnosti a logického myslenia. Zrucnosti a sktisenosti ziskané pri rieseni tohto seminara, pripadne pri
ucasti na zavereénom ststredeni, st velmi cennou devizou aj pri rieSeni Matematickej olympiady (MO). Mladsim
a zacinajucim Studentom je urcend kategéria ALFA, pre starSich a sktsenejsich je kategéria BETA a pre tych, ¢o
maju vyssie ambicie a chceli by uspief na celostdtnom kole MO-A je urdéend kategéria GAMA. Této kategéria ma
velmi Specificky ciel, ktorym je priprava Studentov na CK MO-A a aj na Medzindrodni matematickl olympiadu.
Kazdy moZe, samozrejme v rdmci svojich moznosti, riesit aj viac kategérii. Podrobnejsie informécie o jednotlivych
kategdridch najdete v pravidlach. Ak méate nejaké otazky alebo pripomienky, smelo nas kontaktujte e-mailom na
adrese kms@kms.sk, pripadne ich poglite pisomne na adresu uvedenit pod zadaniami.

Vela tispechov a radosti z rieSenia vam Zelaju
vasi organizdtors

Pravidla KMS

Spoloéné pre kategérie ALFA a BETA

Sutaz sa skladd z dvoch nezévislych asti — zimnej a letnej. Kazda z nich prebieha v rdmci $kolského polroka. Na
konci kazdej ¢asti budi najuspesnejsi riesitelia pozvani na zavereéné stustredenie. Jedna ¢ast pozostava z troch sérii
tloh. Zadania prvych dvoch sérii méte pred sebou a zadania tretej posleme tym, ktori nam posla prihlasku. Ulohy
buda obodované po¢tom bodov od 0 po 9. Za kazdi sériu sa rieSitelovi do poradia zapodita 5 tloh s najviacsim
bodovym ziskom.

Kategoria ALFA

Kategériu ALFA mozu riesit len studenti slovenskych strednych $kol, ktor{ sa nezicastnili celostatneho kola mate-
matickej olympiady a ktorych koeficient k, je najviac 3.

Tento koeficient si vypocitas ako k, = r + u + m, kde ¢islo r je tvoj rocnik a ¢islo u je pocet tvojich tspesnych
semestrov (polrokov) pred zaciatkom tohoto semestra. Semester povazuj za Gspesny, ak sa ti pocas neho podarilo
ziskat pozvanku na ststredenie KMS, alebo si sa ho zGéastnil ako nédhradnik. Nakoniec m je 1 v pripade, Ze si
ziakom matematickej triedy a 0 v opa¢nom pripade.

Ulohu é&islo 1 mozu stifazne rieif len studenti s k, < 1 a tilohu &islo 2 len $tudenti s k, < 2. Ostatné tlohy (3 — 7)
mozu riesit vSetci riesitelia kategérie ALFA.

V tejto kategdrii sa bud zostavovat $tyri regionalne vysledkové listiny a to pre regiény vychodné Slovensko, stredné
Slovensko, zapadné Slovensko a Bratislava. Na zavereéné stustredenie bude pozvanych 5 najispesnejsich riesitelov
z kazdého regiénu, dalSich 5 s najlepsim bodovym ziskom celkovo a vybrani rieSitelia Matematickej olympiady.
Dalsi riesitelia v poradi budi na ststredenie pozvani ako nahradnici. Vitazi regiénov budt odmeneni hodnotnymi
vecnymi cenami. Ziaci zakladnych §kél nebudi na ststredenie pozvani.

Kategoria BETA

Kategériu BETA mozu riesit vSetci (aj zahrani¢ni) $tudenti strednych $kol. RieSitelia ALFY sa vo vysledkovej
listine BETY objavia az po sérii, v ktorej posla aspoi jednu z dloh 8, 9, 10 alebo 11.

Svoj koeficient kg si vyratas nasledovne: kg = o + ug, kde ¢islo o je sticet poctu tvojich Gcasti na celostadtnom
kole matematickej olympiddy a poctu tvojich umiestneni medzi uspesnymi riesitelmi tohoto kola. Cislo ug je pocet
tvojich tspesnych semestrov (polrokov) v kategdrii BETA, teda tych, za ktoré si bol pozvany na ststredenie KMS
kategérie BETA, alebo si sa ho z(castnil ako nahradnik.
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Ulohu &islo 5 mdzu sttazne riesit len Studenti s kg = 0 a tilohu &islo 6 len studenti s kg < 2. Ostatné tilohy (7 — 11)
mozu riesit vSetci riesitelia.

V tejto kategdrii sa bude zostavovat jedna spolo¢né vysledkova listina. Na zévereéné ststredenie bude pozvanych
aspon 30 najuspesnejsich riesitelov, dalsi v poradi budi pozvani ako nahradnici. Prvi piati budd odmeneni hod-
notnymi vecnymi cenami. Ak sa niekomu podari splnit podmienky pre Géast na ststredeni ALFY aj BETY v tom
istom semestri, bude pozvany na ststredenie BETY a na sustredenie ALFY bude namiesto neho pozvany dalsi
v poradi.

Kategoria GAMA

Sutaz prebieha celoro¢ne a pozostéva zo Siestich sérif tiloh. Zadania prvych dvoch sérii stt v tomto letdku a dalsie
posleme tjm, ktori nAm posla prihlasku. Ulohy 10 a 11 budt obodované poétom bodov od 0 po 9. Za spréavne riesenie
ostatnych tloh sa dé ziskat maximalne 7 bodov. Len v pripade, ak sa niekomu podari dokézat vSeobecnejsie tvrdenie
ako v zadani niektorej z tychto tiloh, méze za dant tlohu dostat aj 8 alebo 9 bodov.
Do vysledkovej listiny sa poéitaji vSetky tlohy. Vifaz dostane hodnotna vecnii cenu.

Spoloéné pre vsetky kategorie

e Priklady ries samostatne. Riesenie kazdej tlohy riadne zd6vodni. V pripade, ze v Casti ¢i celom rieseni pouzi-
va$ odbornt literaturu, uved jej ndzov, autora, vydavatelstvo, rok vydania a stranu. Za rieSenie vyuzivajice
vypoctova techniku spravidla nedostanes vela bodov.

e Riesenia posielaj do terminu odoslania série. Ak posiela$ rieSenia z izemia mimo Slovenskej Republiky, treba
to stihnif do uvedeného zahrani¢ného terminu. RieSenia odoslané po termine odoslania (rozhodujica je
peciatka na obélke) sposobujui zna¢né organizatné problémy, a preto nebudi opravené.

e RieSenie kazdého prikladu pi§ na samostatny papier formatu A4. Ku kazdému prikladu uved svoje meno,
triedu, skolu a adresu! Vitané si aj riesenia v anglictine a Cestine a rieSenia pisané v TEXu. Z organizacnych
dévodov nebudt opravované rieSenia pisané v inych jazykoch!

e Nedodrzanie tychto pravidiel bude viest k postihu.

e Pokial mas dojem, Ze tvoje rieSenie bolo nespravne obodované, posli ¢o najskor pisomnu staznost. Nezabudni
k nej prilozit aj original sporného riesenia.

e Ak ti nie je v zadaniach cokolvek jasné, alebo ma$ akékolvek pochybnosti, netreba sa batf spytat sa nés.
Idealny sposob je zaslanie e-mailu na kms@kms.sk, pripadne listu na zndmu adresu KMS, OATC KAGDM
FMFI UK, Mlynska dolina, 842 48 Bratislava.

Prednéasky
Riesitelom z okolia Ziliny odporti¢ame navstivit Matematicky klub (MaK), ktory mé kazdt poslednt sobotu v me-
siaci stretnutie v budove A Zilinskej univerzity (ruzovd budova na Hurbanovej ulici oproti hlavnej poste) v ¢ase
990 — 149 Qkrem dvoch zaujimavych prednasok si méate moznost s kamaratmi aj zasportovat. Blizsie informécie
najdete na stranke www.maklub.tk.

Vylety
Pre vSetkych prirodychtivych sa pokisime zorganizovat aj niekolko vyletov. Aktuédlne informécie o cestach do
prirody mozno nijst na nasej internetovej stranke www.kms. sk.

Prihlaska do letnej éasti KMS 2005/2006 — posielat spolu s 1. sériou!

Meno a PriezviSKO: ..t e e
OKOLA: ettt Trieda ...
AdTesa dOmIOV: ... .
Adresa pre postu (domov — interndt — Skola): ... .
DAtUM NArOdemia: .. ... e e
Telefon: ..o ce-mails L.

Pozor! Podmienkou posielania koreSpondencie domov je zaslanie Stitkov alebo obalok s adresami!
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Zadania 1. série letnej ¢asti KMS 2005/2006
Kategoria ALFA

Uloha é&.1: — — — -
V tomto obdlzniku je prave jedno nepravdivé tvrdenie.

V tomto obdlzniku st prave dve nepravdivé tvrdenia.
V tomto obdlzniku sti prave tri nepravdivé tvrdenia.

V tomto obdlzniku je prave 2005 nepravdivych tvrdeni.
V tomto obdlzniku je prave 2006 nepravdivych tvrdeni.

Kolko z tvrdeni v obdlzniku je pravdivych?

Uloha &. 2:
Zistite, aka cislica bude na 7000. mieste za desatinnou ¢iarkou v desatinnom zapise ¢isla 1/7000.

Uloha ¢&. 3:
Najdite najmensie ¢islo delitelné ¢islom 12, ktoré sa v desiatkovej ststave dé zapisat pomocou piatich jednotiek
a IubovoIného poctu ¢&islic 0 a 3.

Uloha ¢&. 4:

Na obvode kruhu je pravidelne rozmiestnenych 100 bodov. Niektorych 50 z nich je zafarbenych na cerveno, zvysnych
50 na modro. Pri Tubovolnom zafarbeni bodov plati, ze pocet pravouhljch trojuholnikov, ktorych vsetky tri vrcholy
su Cervené, je rovnaky, ako pocet pravouhlych trojuholnikov, ktorjch vrcholy st modré. Dokazte.

Uloha ¢&. 5:

Adka sa po ststredeni rozhodla, Ze chce doméce zvieratko a kupila si zabicku. Aby sa zabicka nenudila, nakreslila
jej na stol mrezovu siet a zabku polozila do jedného z mreZovych bodov. Do bodu, ktory je o dva body vpravo
a o dva body hore od Zabicky, Adka poloZzila lentilku. Pre zabky je lentilka velkd pochutka, preto sa ¢oskoro vyda
ju zjest. Zabicka sa vie medzi mrezovymi bodmi pohybovat iba tak, ze sko¢i o jeden bod hore, dole, doprava alebo
dolava. K lentilke sa chce dostat po presne Siestom skoku (nie skor), pri¢om jej nevadi, ak medzi niektorymi dvomi
bodmi skodi viackrat. Pomozte Adkinej zabke zistif, kolkymi sposobmi sa vie dostat k pochutke.

Uloha ¢. 6:

Dvaja hraci hraju takato hru: Na tabuli si napisané dve ¢isla, napriklad 144 a 15. Hradi sa striedaju v tahoch. Ten,
kto je na fahu, si vyberie nejaké dve (rozne) éisla na tabuli a pripiSe nové, ktoré je ich rozdielom (tym kladnym
rozdielom, zaporné ¢isla sa na tabulu nepisu), pri¢om to nové ¢éislo musi byt rozdielne od vSetkych, ktoré uz s na
tabuli. Takto hraci fahaji, az kym jeden z nich nemoze pripisat na tabulu ziadne nové ¢islo. Hrac¢, ktory nemoze
potiahnut, prehral. Popiste, ako mé tahat prvy hrac¢, aby vyhral, ak na zaciatku st na tabuli napisané ¢isla

a) 17 a 4,

b) 102 a 201.

Uloha &.7:

Na tabuli bola nakreslend stvorcova tabulka s 10 x 10 polickami. V kazdom poli¢ku bolo napisané jedno celé éislo.
Cisla v riadkoch boli zoradené podla velkosti od najmensieho po najviicsie. Peto znenazdajky poprehadzoval éisla
v kazdom stipci tak, Ze teraz st v kazdom stlpci ¢isla zoradené podla velkosti od najmensieho po najvicsie. Dokézte,
ze povodnd dobra vlastnost tabulky sa nepokazila, teda ¢isla v riadkoch st opit zoradené podla velkosti.

Kategoria BETA
Ulohy ¢islo 5, 6, 7 st rovnaké ako v kategérii ALFA.

Uloha ¢&. 8:

Mazo dostal na Vianoce ¢iernu skrinku a k nej manual obsahujici koneény pocet (najmenej vSak dve) navzajom
roznych realnych ¢isel. Ked do skrinky vlozime Iubovolné ¢islo z manualu, vypadne z nej opét jedno z éisel uvedenych
v manuéli. Mazo zistil, Ze ked vlozi do skrinky lubovolné ¢islo z, vypadne mu ¢&islo ax+b, kde a, b st redlne konstanty
vmontované vyrobcom do skrinky (a # 0).

(a) Zistite, kolko moze existovat réznych skriniek (s réoznymi konstantami) k Mazovmu manuélu.

(b) Ada sa chvali, Ze dostala manudl, v ktorom je 2005 ¢isel so sti¢tom 0 a k nemu dve rozne Gierne skrinky. Mazo
overil, Ze skrinky sa od toho istého vyrobcu ako jeho skrinka, zamyslel sa a potom povedal, Ze v Adinom manuéli
musi byt aj ¢islo 0. M4 Mazo pravdu?
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Uloha ¢&.9:
Nech Fi=1,Fy=1aF, ;s =F,11+F, pren=1,2,... (zndma Fibonacciho postupnost). Zistite, ¢i existuje neko-
necné rastica aritmetickd postupnost prirodzenych ¢isel, ktord neobsahuje Ziadne éislo z Fibonacciho postupnosti.

Uloha ¢.10:

Rasto sa hra s tabulkou 6 x 6, ktord méa v kazdom policku zopéar kamienkov. V jednom kroku hry si vyberie niekolko
polic¢ok tabulky tvoriacich Stvorec so stranou vicsou ako 1 a do kazdého policka tohto Stvorca prida jeden kamienok.
Rasto vyhra vtedy, ked sa mu podari dosiahnut v kazdom poli¢ku tabulky pocet kamienkov delitelny tromi. M4
sancu vyhrat pre kazdé pociato¢né rozmiestnenie kamienkov v tabulke?

Uloha ¢.11:
Zistite, pre ktoré prirodzené ¢isla n sa daju ¢isla 1,2, 3,. .., 4n rozdelit do n skupin po Styri ¢éisla tak, aby v kazdej
skupine aspon jedno ¢islo bolo priemerom zvysnych troch.

Kategoria GAMA
Ulohy ¢islo 10 a 11 st rovnaké ako v kategérii BETA.

Uloha ¢&.12:
Nech ABCO je stvorsten taky, ze priamky OA, OB, OC st navzajom kolmé. Nech 7 je polomer gule doiiho vpisanej
a nech H je ortocentrum trojuholnika ABC'. Dokézte, ze |[OH| < 7r.

Uloha ¢&.13:
Dany je rovnobeznik ABCD s prieseénikom uhloprie¢ok O. Body M, N sa stredy tseciek BO, CD (v tomto
poradi). Dokazte, ze ak trojuholniky ABC a AMN st podobné, tak ABCD je $tvorec.

Uloha ¢. 14:
Najdite vsetky funkcie f : R — R také, Ze pre vSetky realne ¢isla x, y plati

fla+ @) +fw) =fly+ f@)+z+ fly) - (7).

Néaboj a Klub Trojstenu.

Celkom necakane, aj tento rok sa blizi jar a s nou koniec marca a zaciatok aprila, ktory je pre nas vSetkych neod-
myslitelne spity s Nabojom. Niekedy v tomto ¢ase sa mozete tesit na dalsi zo skvelych Nabojov KMS a mozno aj na
Coraz obltbenejsi Klub Trojstenu (nechajte sa prekvapit :). Pozvanku aj s presnym datumom konania véas zaSleme
aj na vasu Skolu. NajaktuélnejsSie informécie ale samozrejme najdete na nasej internetovej stranke www.kms. sk, kde
sa okrem iného dozviete aj to, ¢i, a ak 4no, tak aké prekvapenie sme pripravili v stvislosti s tohtorocnym Nabojom.

Termin odoslania rieSeni: 6. marca 2006 (pre zahranicie 3. marca 2006 )
Nasa adresa: KMS, OATC KAGDM, FMFI UK, Mlynské dolina, 842 48 Bratislava. www.kms . sk
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Zadania 2. série letnej casti KMS 2005/2006
Kategoria ALFA

Uloha ¢&. 1:

Dané je usecka AB. Navrhnite prirodzené ¢islo n a rozmiestnenie bodov X7, X, ..., X,, na tusecke AB tak, aby
bol stcet dlzok polkruznic s priemermi AX;, X; X, ..., X,,B ¢o najmensi.

Uloha ¢&. 2:

Na obrézku je nakresleny stvorec ABC'D. Body X a Y st stredy stran BC a C'D. Porovnajte obsahy dvoch tmavych
Gtvarov.
Uloha ¢&. 3: D Y c
Majme obdlznik ABCD. Nech E a F oznac¢ujt postupne stredy jeho stran AD a CD.
Priesecnik tseciek AF a EC ozna¢me G. Dokézte, ze uhly CGF a F'BE maja rovnaku
velkost.

Uloha ¢&. 4:

Dané st dva rovnobezniky ABCD a EFGH, pricom bod D je totozny s bodom H, bod
E lezi na strane AB a bod C'lezi na strane F'G. Dokazte, Ze obsahy tychto rovnobeznikov
su rovnaké. A B

Uloha ¢&. 5:

Pavtk si chee poprezerat bo¢né steny pyramidy so Stvorcovou podstavou a boénymi stenami v tvare rovnostrannych
trojuholnikov. Svoju pif zacina zo stredu boénej steny a chee navstivit stredy vSetkych ostatnych boénych stien
tak, aby presiel najkratSiu trasu, pricom sa modze pohybovat iba po povrchu pyramidy. Ako to m4 spravit a akéa
dlhé bude jeho trasa, ak vieme, ze dlzka kazdej hrany pyramidy je 2 cm? Nezabudnite dokéazat, Ze trasa, ktort
chcete pavtkovi poradit, je naozaj najkratsia.

Uloha ¢&. 6:

Na velkono¢nom obruse je uz s predstihom nakresleny konvexny $tvoruholnik ABCD. Bod M je stred strany AB
a bod N je stred strany C'D. Velkono¢ény zajacik si (tiez s predstihom) v§imol, Ze tsecka M N rozdelila Stvoruholnik
ABCD na dve Casti s rovnakym obsahom. Dokazte, ze ABCD je lichobeznik.

Uloha ¢&. 7:
Zistite a zdovodnite, ¢ mdzu v rovine lezat tri body A, B, C tak, ze plati |AC|? + |BC|? = |ABJ|?/2. Ak éno, zistite
¢o najviac o vzajomnej polohe takychto troch bodov.

Kategoria BETA
Ulohy ¢islo 5, 6, 7 st rovnaké ako v kategérii ALFA.

Uloha ¢&. 8:

KruZnice kq, ko sa zvonka dotykaji v bode D. Priamka p sa dotyka kruznic ki, ko po rade v (roznych) bodoch
A, B. Usetka AC je priemerom kruznice k;. Priamka ¢ prechadza cez bod C' a dotyka sa kruznice ko v bode FE.
Dokézte, Ze trojuholnik ACE' je rovnoramenny.

Uloha ¢&.9:

Picasso namaloval na velké platno okrem niekolkych kociek aj dva trojuholniky, ABC a KLM. Odvtedy vSak
uz pér rockov uplynulo, obraz podlahol zubu ¢asu a z poévodnych trojuholnikov ostali len niektoré body: stred
strany BC' oznaceny Spc, bod A, priesecnik vysok trojuholnika ABC oznaceny V, stred S kruZnice vpisanej do
trojuholnika K LM a priesecniky osi uhlov M KL a KLM s protilahlymi stranami trojuholnika K LM . DokazZete
zrekonstruovat tieto trojuholniky? Muzeum vam poskytne pravitko, kruzidlo a ceruzku. Akykolvek iny nastroj by
mohol obraz poskodit, preto ho nesmiete pouzit.

Uloha ¢&. 10:
Vnutri strany AC' trojuholnika ABC' lezi bod D taky, ze |AB| = |CD| a uhly ACB a ABD maju rovnakt velkost.
Os uhla CAB pretina stranu BC' v bode E. Dokézte, ze priamky AB a DFE s rovnobezné.
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Uloha ¢&.11:

Nech ABCD je konvexny $tvoruholnik. Ozna¢me v tomto poradi A’, B, C’, D’ obrazy bodov A, B, C, D v osovych
stimernostiach podla tej uhlopriecky, na ktorej nelezia. Dokazte nasledujice tvrdenia:

a) Ak ABCD je lichobeznik a A’B'C'D’ je $tvoruholnik, tak A’B’C’'D’ je tiez lichobeznik.

b) Ak S je obsah $tvoruholnika ABCD a S’ je obsah §tvoruholnika uréeného bodmi A’, B, C’, D’, tak S’ < 3S.

Kategoria GAMA
Ulohy ¢slo 10 a 11 st rovnaké ako v kategérii BETA.

Uloha ¢&. 12:

Nech M je mnozina slov dlzky n nad k-prvkovou abecedou {ai,as,...,a;} taka, Ze kazdé dve slovd z M sa lisia
na asponl dvoch miestach. Ndjdite maximalnu moznua velkost takejto mnoziny M.

Pozndmka: Slovo je kone¢né postupnost prvkov abecedy.

Uloha ¢&. 13:
Bod P je vnutornym bodom daného pravidelného mnohouholnika A; As ... A,,. Stredy stran A; As, AsAs, ..., A Aq
oznacime v tomto poradi My, M, ..., M,. Dokazte, Ze

Zn: \PA;| > i|PMi| > cos (%) i|PAi|.
=1 =1 =1

Kedy nastéva rovnost? Skuste najst o najlepsi dolny a horny odhad pomeru ', |PM,;| / S| PA;

Uloha ¢&.14:

Neznamy dobrodinec ndm daroval n bielych maciatok leziacich v kruhu, prirodzené ¢islo m a nasledovnu hru.
Zacneme pocitat madiatka od prvého a ked napoditame do m, presne m-té maciatko v poradi zafarbime na fialovo.
Pokracujeme podobne ako predtym: za¢neme pocitat od nasledujaceho (((m + 1) mod n)-tého :) maciatka, pri¢om
fialové maciatka uz nepocitame, a ked napoc¢itame do m, doty¢né maciatko zafarbime. Takto postupujeme, az kym
neostane posledné nezafarbené maciatko. Jedno biele maéiatko si chceme nechat, ale musime dopredu, pred zadatim
farbenia, povedat, ktoré. Zjavne teda nie je jedno, ktoré maciatko si vyberieme, pretoze ho chceme maft biele a nie
zafarbené na fialovo.

a) Majme v kruhu 2n maciatok, prvych n st macicky a druhych n st kocurikovia. Vieme zvolit také m, Ze najprv
zafarbime vsetkych kocurikov?

b) Majme n madiatok, ktoré uz lezia v kruhu. Maciatko, ktoré sme si vybrali, je na p-tom mieste. Vieme zvolit m
tak, ze maciatko, ktoré sme si vybrali, ostane posledné?

Termin odoslania rieseni: 3. april 2006 (pre zahrani¢ie 31. marec 2006 )
Nasa adresa: KMS, OATC KAGDM, FMFI UK, Mlynské dolina, 842 48 Bratislava. www . kms . sk



