Koreépondenénjf Matematickjf Seminér

Fakulta matematiky, fyziky a informatiky, Univerzita Komenského
Slovenska komisia Matematickej olympiady

Jednota slovenskych matematikov a fyzikov

Mili studenti, uditelia a ostatni matematicki nadsenci!

Dostévate do rik tvodny letak letnej casti 28. ro¢nika Korespondenéného Matematického Semindra (KMS). Této
sutaz organizovand obc¢ianskym zdruZenim Trojsten na pdde Fakulty matematiky, fyziky a informatiky Univerzity
Komenského v Bratislave (FMFI UK) je pre stredogkoldkov jedine¢nou prilezitostou na zdokonalenie svojich mate-
matickych schopnosti a logického myslenia. Zruénosti a sktisenosti ziskané pri rieSeni tohto seminara, pripadne pri
Gcasti na zdvereénom ststredeni, st velmi cennou devizou aj pri rieSeni Matematickej olympidady (MO). Mladsim
a zafinajucim Studentom je urcend kategéria ALFA, pre starsich a skusenejsich je kategéria BETA a pre tych, ¢o
maji vySSie ambicie a cheeli by uspiet na celostatnom kole MO-A je urcend kategéria GAMA. Tato kategéria ma
velmi $pecificky ciel, ktorym je priprava Studentov na CK MO-A a aj na Medzindrodntt matematick olympiddu.
Kazdy moze, samozrejme v ramci svojich moZnosti, riesit aj viac kategérii. Podrobnejsie informécie o jednotlivych
kategériach najdete v pravidlach. Ak méate nejaké otazky alebo pripomienky, smelo nas kontaktujte e-mailom na
adrese kms@kms . sk, pripadne ich poslite pisomne na adresu uvedent pod zadaniami.

Vela tspechov a radosti z rieSenia vam Zelaju
vasi organizdtori

Pravidla KMS

Spoloéné pre kategorie ALFA a BETA

Sutaz sa sklada z dvoch nezavislych ¢asti — zimnej a letnej. Kazd4 z nich prebieha v rdmci Skolského polroka. Na
konci kazdej ¢asti budd najispesnejsi riesitelia pozvani na zévereéné ststredenie. Jedna ¢ast pozostava z troch sérii
tloh. Zadania prvych dvoch sérii méte pred sebou a zadania tretej posleme tym, ktori nAm posla prihlasku. Ulohy
budt obodované po¢tom bodov od 0 po 9. Za kazdu sériu sa riesitelovi do poradia zapocita 5 tloh s najvicsim
bodovym ziskom.

Kategoria ALFA

Kategériu ALFA mozu riesit len Studenti strednych $kol, ktori sa nezucastnili celostatneho kola matematickej
olympiady a ktorych koeficient k, je najviac 3.

Tento koeficient si moézes vypocitat ako ko, = r+u+m, kde ¢islo r je tvoj ro¢nik a ¢islo u je pocet tvojich tspesnych
semestrov (polrokov) pred zaciatkom tohoto semestra. Semester povazuj za tspesny, ak sa ti pocas neho podarilo
ziskat pozvanku na ststredenie KMS, alebo si sa ho z(castnil ako nahradnik. Nakoniec m je 1 v pripade, Ze si
ziakom matematickej triedy a 0 v opa¢nom pripade.

Ulohu éislo 1 mozu stifazne riesif len studenti s k, < 1 a tlohu &islo 2 len $tudenti s k, < 2. Ostatné alohy (3 —7)
mozu riesit vSetci riesitelia kategdrie ALFA.

V tejto kategdrii sa bude zostavovat pét regiondlnych vysledkovych listin a to pre regiény vychodné Slovensko,
stredné Slovensko, zapadné Slovensko, Bratislava a zahranicie. Na zaverecné stustredenie bude pozvanych 5 najis-
pesnejsich riesitelov z kazdého regiénu Slovenska, dalsich 5 s najlepsim bodovym ziskom celkovo a najuspesnejsi
riesitelia Matematickej olympiaddy. Dalsi riesitelia v poradi budd na ststredenie pozvani ako nahradnici. Vitazi
Slovenskych regiénov budi odmeneni hodnotnymi vecnymi cenami. Ziaci zakladnych $kol nebudt na ststredenie
pozvani.

Kategoria BETA

Kategériu BETA mozu riesit vSetci (aj zahraniéni) $tudenti strednych $kol. RieSitelia ALFY sa vo vysledkovej
listine BETY objavia az po sérii, v ktorej posla aspon jednu z dloh 8, 9, 10 alebo 11.

Svoj koeficient kg si vyratas nasledovne: kg = o + ug, kde ¢islo o je sticet poctu tvojich Gcasti na celostatnom
kole matematickej olympiddy a poctu tvojich umiestneni medzi uspesnymi riesitelmi tohoto kola. Cislo ug je pocet
tvojich tspesnych semestrov (polrokov) v kategérii BETA, teda tych, za ktoré si bol pozvany na sustredenie KMS
kategérie BETA, alebo si sa ho ztGéastnil ako nadhradnik.
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Ulohu ¢&islo 5 mdzu stifazne riesit len studenti s kg = 0 a tilohu &islo 6 len Studenti s kg < 2. Ostatné tlohy (7 — 11)
mozu riesit vSetci riesitelia.

V tejto kategorii sa bude zostavovat jedna spolo¢né vysledkova listina. Na zavere¢né stustredenie bude pozvanych
asponi 30 najuspesnejsich riesitelov, dalsi v poradi budu pozvani ako ndhradnici. Prvi piati budii odmeneni hod-
notnymi vecnymi cenami.

Kategoria GAMA

Sutaz prebieha celoro¢ne a pozostava zo Siestich sérii tloh. Zadania prvych dvoch sérii st v tomto letdku a dalsie
posleme tym, ktori nAm posla prihlasku. Ulohy 10 a 11 budt obodované poétom bodov od 0 po 9. Za spravne rieSenie
ostatnych tloh sa dé ziskat maximélne 7 bodov. Len v pripade, ak sa niekomu podari dokézat vSeobecnejsie tvrdenie
ako v zadani niektorej z tychto tloh, moze za dani tlohu dostat aj 8 alebo 9 bodov.
Do vysledkovej listiny sa pocitaju vSetky tlohy. Vitaz dostane hodnotni vecnti cenu.

Spoloéné pre vsSetky kategorie

e Priklady ries samostatne. RieSenie kazdej tilohy riadne zd6vodni. V pripade, Ze v Casti ¢i celom rieseni pouzi-
va$ odbornu literattru, uved jej ndzov, autora, vydavatelstvo, rok vydania a stranu. Samozrejme, aj v tomto
pripade zasli kompletné rieSenie. Za rieSenie vyuzivajice vypoctovi techniku spravidla nedostanes vela bodov.

e RieSenia posielaj do terminu odoslania série. Ak posielas rieSenia z izemia mimo Slovenskej Republiky, treba
to stihnif do uvedeného zahrani¢ného terminu. RieSenia odoslané po termine odoslania (rozhodujica je
peciatka na obélke) spdsobuji zna¢né organizacné problémy, a preto nebudi opravené.

e RieSenie kazdého prikladu pi§ na samostatny papier formatu A4. Ku kazdému prikladu uved svoje meno,
triedu, skolu a adresu! Vitané si aj rieSenia v angli¢tine a cestine a rieSenia pisané v TEXu. Z organizacnych
dovodov nebudt opravované rieSenia pisané v inych jazykoch!

e Nedodrzanie tychto pravidiel bude viest k postihu.

e Pokial mas dojem, Ze tvoje rieSenie bolo nespravne obodované, posli ¢o najskor pisomnu staznost. Nezabudni
k nej prilozit aj original sporného riesenia.

e Ak ti nie je v zadaniach ¢okolvek jasné, alebo mas akékolvek pochybnosti, netreba sa bat spytat sa nés.
Idealny sposob je zaslanie e-mailu na kms@kms . sk, pripadne listu na znamu adresu KMS, OATC KAGDM
FMFI UK, Mlynska dolina, 842 48 Bratislava.

Prednésky
Riesitelom z okolia Ziliny odpori¢ame navstivit Matematicky klub (MaK), ktory mé kazdt poslednt sobotu v me-
siaci stretnutie v budove A Zilinskej univerzity (ruzova budova na Hurbanovej ulici oproti hlavnej poste) v ¢ase
990 — 149 Okrem dvoch zaujimavych prednasok si mate moznost s kamaratmi aj zasportovat. Blizsie informécie
najdete na stranke www.maklub.tk.

Néboj a Klub Trojstenu

Aj v tomto semestri sa mozete tesit na tradiéni matematicka sutaz — ndboj KMS, ktory je predbezne napldnovany na
piatok 13. aprila 2007. (Nie, organizatori ndsho seminéra nie s poveréivi.) V sobotu po néboji sa bude konat Klub
Trojstenu, kam odportacame prist vSetkym riesitelom, ktor{ si chci vypocéut zaujimavé prednasky z matematiky,
fyziky alebo informatiky. Podrobnejsie informéacie najdete ¢oskoro na stranke www.kms.sk a budu tiez zaslané na
vasu skolu.

Vylety
Pre vSetkych prirodychtivych sa pokisime zorganizovat aj niekolko vyletov. Aktuédlne informécie o cestach do
prirody moZno néjst na nasej internetovej stranke www.kms . sk.
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Umelecké okienko

V dnesnom okienku by sme vam chceli predstavit jedno z majstrovskych diel zndmeho umelca Michelangela Bu-
siniho. Tento obraz je nazvany Ovecka fa vidi a vystihuje autorov neprekonatelny strach z nadpriemerne velkych
domaécich a tzitkovych zvierat. Autorovi dakujeme za laskavé povolenie publikovat jeho dielo.

Prihlagka do letnej ¢asti KMS 2006,/2007 — poslat spolu s 1. sériou!

Meno a priezvisko: .........ci i . Datum narodenia: .......... ...
SKOLA: et e e .
Trieda .o e so zameranim na matematiku: ano—nie
Pocet tcasti na celostatnom kole MO: ....................... ,z ktorych bolo .......... ... ... ... Gspesnych.
AdTesa dOIOV: ..ottt e e e e e e e e e .
Adresa pre postu (domov — interndt — Skola): ... ... .o .
Tel. domov: ......coviiiiii.. mobil (vlastny): ... email: ...

Pozor! Podmienkou posielania koreSpondencie domov je zaslanie 4 obalok A5 s adresami!






KMS 2006/07 1. séria zimnej Casti 5

Zadania 1. série letnej ¢asti KMS 2006/2007
Kategoria ALFA

Uloha ¢&. 1:
Vo svietniku st dve sviecky, ktoré maju rovnakt vysku. Prvé zhori za pit hodin a druh4 za tri hodiny. Obe sviecky
zapéalime naraz. Po kolkych mintatach bude prvé sviecka trikrat vyssia ako druha?

Uloha ¢&. 2:
Dve kruznice s polomermi 1 m a 3 m chceme umiestnif v rovine tak, aby spliali tieto dve podmienky:

e Existuju dve priamky, ktoré st na seba kolmé a obe sa dotykaji obidvoch kruznic.
e Vzdialenost stredov danych dvoch kruznic je ¢o najmensia.

Ako méme tieto kruznice umiestnit? Ak4 bude vzdialenost ich stredov a preco bude najmensia?

Uloha ¢&. 3:

V trojuholniku ABC ozna¢me D a E stredy stran AB a AC.

a) Dokézte, ze ak prieseénik osi uhlov BDE a CED lezi na tisecke BC, tak dlzka strany BC' je rovna aritmetickému
priemeru dlzok stran AB a AC.

b) Dokézte aj opacné tvrdenie, teda ze ak je dlzka strany BC' rovna aritmetickému priemeru dlzok stran AB a AC,
tak priesec¢nik osi uhlov BDE a CED lezi na strane BC'.

Pozndmka: Aritmeticky priemer dizok stran AB, AC je &islo (JAB| + |AC|)/2.

Uloha ¢&. 4:

a) Kazdy bod roviny je ofarbeny niektorou z dvoch farieb. Dokazte, Ze v tejto rovine existuji dva body rovnakej
farby vzdialené od seba presne jeden meter.

b) Kedze mame radSej pestrejsi svet, ofarbime nasu rovinu troma farbami. Dokazte, Ze aj teraz existuju v tejto
rovine dva body rovnakej farby vzdialené presne jeden meter.

Uloha ¢&. 5:

Na oslave sa ziglo desat priatelov. Posadali si okolo okrithleho stola, kazdy na miesto oznacené $titkom so svojim
menom. Okolo jedendstej hodiny vysli vetci na chvilu na terasu a sledovali ohtiostroj. Po navrate si kazdy sadol
bud na svoje povodné miesto, alebo o jedno miesto vedla (napravo alebo nalavo). Kolkymi réznymi sposobmi si
mohli posadat okolo stola?

Uloha ¢&. 6:
N4jdite vSetky Stvorice redlnych ¢isel a, b, ¢, d, pre ktoré plati

a+b = 8§,
ab+c+d = 23,
ad+bc = 28,
cd = 12.

Uloha &.7:
Rozhodnite, ¢i sa d4 $tvorec rozdelif na konecne vela rovnoramennych nepravouhlych lichobeznikov. Lichobezniky
nemusia byt navzdjom zhodné. Svoju odpoved zdovodnite.

Kategoria BETA
Ulohy é&islo 5, 6, 7 st rovnaké ako v kategérii ALFA.

Uloha ¢&. 8:

V lese byva 2007 trpaslikov oc¢islovanych ¢islami 1 az 2007. Na prikaz Snehulienky sa nejakych 41 z nich postavi do
radu tak, aby ich ¢isla tvorili aritmetickt postupnost. Snehulienka si vSimla, Ze nech sa trpaslici postavia do radu
hocijako, vZdy bude medzi nimi aspoii jeden z jej 90 obltibenych trpaslikov. Aké ¢isla maji Snehulienkini obltbeni
trpaslici? Najdite asponi jednu moznost a zdovodnite, prec¢o této skupina trpaslikov méa pozadovani vlastnost.
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Uloha ¢&.9:

Riesime rovnicu 2" — y™ = 2% s neznamymi x, y, z v obore prirodzenych ¢isel.

a) Najdite vSetky rieSenia tejto rovnice pre n = 2.

b) Zistite, ¢i ma tato rovnica rieSenie pre nejaké prirodzené ¢islo n > 2. Svoje tvrdenie dokézte.

Uloha &.10:

Nech M je vnttorny bod trojuholnika ABC' taky, ze |[<AMC| = 90°, |[SAMB| = 150° a | BMC| = 120°.
Ozna¢me P, @), R stredy kruZnic opisanych trojuholnikom AMC, AMB a BMC. Dokazte, ze obsah trojuholnika
ABC je mensi nez obsah trojuholnikoa PQR.

Uloha ¢&.11:

Na nekone¢nom bielom Stvoréekovom papieri je konecny pocet stvorcekov zafarbenych ¢iernou farbou. Kazdy ¢ierny
Stvorcek méa parny pocet bielych stvoréekov, ktoré s nim susedia stranou. Dokazte, ze vieme kazdy biely Stvorcek
vyfarbif zelenou alebo ¢ervenou farbou tak, ze kazdy ¢ierny Stvoréek bude mat rovnaky pocet zelenych a ¢ervenych
susedov, opét susediacich celou stranou.

Kategoria GAMA
Ulohy ¢&islo 10 a 11 st rovnaké ako v kategérii BETA.
Pozor, nezabudni na zmenu terminu!

Uloha ¢&.12:
Nech p, ¢ st navzajom rozne prvocisla. Zistite, ¢i existuje funkcia f : R — R taka, ze f(x)P aj f(z)? st polyndémy
a pritom f nie je polyndm.

Uloha &.13:
Vo vrcholoch obdlznika st tyri mestd. Chceme postavif cestnti sief tak, aby sa z kazdého mesta dalo dostat do
kazdého a pri tom aby této sief mala minimalnu dizku (t.j. stéet dizok jednotlivych tisekov). Ako to mame spravit?

Uloha ¢&.14:

Mame pred sebou rad vriec tiahntci sa na obe strany do nekonec¢na. V tychto vreciach je nejako rozmiestneny
koneény pocet zemiakov. V tejto nelahkej situdcii mozme robit dve operacie:

1) Nech A, B, C st v tomto poradi (zlava doprava) tri susedné vrecia. Zoberieme po jednom zemiaku z vriec A
a B a pridame jeden zemiak do vreca C.

2) Nech A, B, C, D st v tomto poradi (zlava doprava) $tyri susedné vrecia. Zoberieme dva zemiaky z vreca C
a priddme po jednom zemiaku do vriec A a D.

Dokézte, Ze po istom poéte krokov sa nutne dostaneme do situédcie, v ktorej uz nemdzeme pouzit ani jednu operéciu.
Zitite, ¢i vyslednd situdcia zavisi od operacii, ktoré sme pouzili v jednotlivych krokoch.

Odporucand literattara

Vsetkym zaujemcom o samostatné stadium davame do pozornosti archiv KMS s adresou www.kms.sk/archiv.
Mozete tam najst zadania aj vzorové rieSenia vSetkych prikladov, ktoré sa doteraz v KMS vyskytli. Pri rieSeni
tychto prikladov a ¢itani vzorovych rieSeni sa isto naucite a dozviete mnoho zaujimavého.

Kategéria ALFA, BETA: Termin odoslania rieSeni je 26. februara 2007 (pre zahranicie 22. februara 2007).
Kategoria GAMA: Termin odoslania rieseni je 1. marca 2007.

Nasa adresa: KMS, OATC KAGDM, FMFI UK, Mlynska dolina, 842 48 Bratislava. www.kms.sk
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Zadania 2. série letnej ¢asti KMS 2006/2007
Kategoria ALFA

Uloha ¢&. 1:
Najdite vSetky prirodzené ¢isla n, ktoré st delitelné ¢islom 41 a maju presne 41 kladnych delitelov.

Uloha ¢&. 2:

Stvorec so stranou n vyfarbime tak, Ze ho rozdelime na n? jednotkovych Stvoréekov a kazdy z tychto Stvorcekov
vyfarbime prave jednou z farieb ¢ervend, zelend alebo modra. N4jdite najmensie n také, Ze pri lubovolnom zafarbeni
Stvorca so stranou n vieme najst riadok alebo stipec obsahujuci aspoii tri §tvoréeky rovnakej farby.

Uloha ¢&. 3:

Ajka a Bebe hraju kartova hru s balickom 32 kariet. Zaéina Ajka, potom sa hrac¢i na fahu striedajia. V jednom
tahu moze hrac z balicka zobrat jednu kartu alebo prvodiselny podet kariet. Prehréva ten, kto nemoze urobit tah.
Ktory z hrdc¢ov ma v tejto hre vitaznt stratégiu? Popiste ju.

Pozndmka: Vitazna stratégia pre hraca je popis, ako mé tento hrac¢ fahat tak, aby urcite vzdy vyhral bez ohladu
na to, ako hré jeho stper. Samozrejme, takato stratégia moze zavisiet od siperovych fahov. Zvycéajne fahy vitaznej
stratégie popisujeme spésobom ,ak siper potiahne sem, potom urobim takyto tah, inak. ...

Uloha ¢&. 4:

Méme nejaké podmnoziny mnoziny M = {1,2,...,12}. Vieme o nich, Ze ziadne dve z nich nemaju rovnaky podet
prvkov a Ziadna z nich nie je podmnozinou inej. Kolko najviac takych podmnozin modzeme mat?

Uloha ¢&. 5:

Uhol pri vrchole A trojuholnika ABC ma 60 stupiiov, jeho strana AB ma dlzku 4 cm a strana AC ma dizku 6 cm.
Rozrezte tento trojuholnik na tri éasti tak, aby sa z nich dal bezo zvysku a bez prekryvania zlozit pravidelny
Sestuholnik.

Uloha ¢&. 6:

V rovine mame danti tisecku AB a tiez mame zadant dizku h. Uvazujme vietky mozné body C' také, Ze v trojuhol-
niku ABC bude mat vyska na stranu AB velkost h. Pre ktory z tychto bodov C je su¢in velkosti vys$ok trojuholnika
ABC najvicsi?

Uloha ¢&.7:

Predstavme si nekone¢nii Stvoréekovi sief. Do kazdého $tvoréeka vpiSeme jedno z ¢isel 1, 2, 3, 4. Toto ¢islo bude
udévat poéet roznych é&isel vpisanych do susednych stvoréekov. (Stvoréeky st susedné prave vtedy, ak maji spolo¢nt
stranu.) Napriklad okolo $tvorceka, v ktorom je napisané ¢islo 1, musia byt vSetky Styri ¢isla rovnaké. Zistite, ¢i sa
dé na8a Stvoréekova siet vyplnit tak, aby sme kazdé z ¢isel 1, 2, 3, 4 pouzili aspoi raz.

Kategoria BETA
Ulohy é&islo 5, 6, 7 st rovnaké ako v kategérii ALFA.

Uloha ¢&. 8:
Kazdy bod trojrozmerného priestoru je zafarbeny jednou z piatich farieb. Kazda farba je pouzita na zafarbenie
aspon jedného bodu. Dokézte, ze existuju styri body navzajom roznej farby leziace v jednej rovine.

Uloha ¢&.9:
Je dany lichobeznik ABCD s dlhsou zékladiiou AB. Vnutri strany BC' lezi bod K. Z bodov C, B zostrojme
rovnobezky s priamkami KA, KD (v tomto poradi). DokézZte, Ze sa tieto rovnobezky pretnd na priamke AD.

Uloha ¢&.10:

Cisla 1,2,...,n st v tomto poradi napisané na obvode kruhu. V jednom kroku mézeme dve susedné ¢isla a, b
nahradit ¢islami (a + b)/2, (a + b)/2. Je mozné dosiahnuf po koneénom poéte krokov, aby vSetky napisané ¢isla
boli rovnaké?

Uloha ¢&.11:
Dany je tetivovy Stvoruholnik ABCD s prieseénikom uhloprie¢ok P. Ozna¢me E, F' po rade péty kolmic z bodu
P na priamky AB, C'D. Dokéazte, ze os tsecky EF rozpoluje tsecky BC a DA.



KMS 2006/07 2. séria zimnej Casti 8

Kategoria GAMA
Ulohy &islo 10 a 11 st rovnaké ako v kategérii BETA.
Pozor, nezabudni na zmenu terminu!

Uloha ¢&.12:

Rozhodnite, ¢i existuje utvar U, ktory sa dé pokryt 25 kruhmi s priemerom 2, ale nedd sa pokryt 100 kruhmi
s priemerom 1. Ulohu rieste pre nasledovné atvary U:

a) pravouholnik,

b) mnohouholnik,

¢) konvexny mnohouholnik.

Poznamka: Za tlohy a) a b) je spolu 7 bodov, za lohu c) body navySe.

Uloha ¢&.13:
Nech n > 3 a x1, 22, ...,x, st dané kladné realne ¢isla. Ozna¢me z,11 = 1 a T2 = 2. Dokazte, ze plati
- T n - T n
2712_ alebo Zﬁz_,
—~ Tiv1 + Tiyo 2 — Ttz 2
=1 i=1
Uloha ¢&. 14:

Riegime rovnicu a® + b° 4 ¢” + d*! = '3 v kladnych celych é&islach.
a) Dokéazte, Ze tdto rovnica mé aspori jedno rieSenie.
b) Zistite, ¢i m& tdto rovnica koneéne vela rieseni.

Kategéria ALFA, BETA: Termin odoslania rieSeni je 5. aprila 2007 (pre zahranicie 2. aprila 2007).
Kategéria GAMA: Termin odoslania rieSeni je 9. aprila 2007.

Nasa adresa: KMS, OATC KAGDM, FMFI UK, Mlynska dolina, 842 48 Bratislava. www.kms.sk



