Koresponden¢ny matematicky seminar
Fakulta matematiky, fyziky a informatiky, Univerzita Komenského
Slovenska komisia Matematickej olympiady

Jednota slovenskych matematikov a fyzikov

Mili studenti, uditelia a ostatni matematicki nadsenci!

Dostavate do rik Gvodny letédk zimnej Casti 32. roénika Korespondenéného Matematického Seminara (KMS). Této
stutaz organizovand ob¢ianskym zdruzenim Trojsten na pode Fakulty matematiky, fyziky a informatiky Univerzity
Komenského v Bratislave (FMFI UK) je pre stredoskolakov jedineénou prilezitostou na zdokonalenie svojich mate-
matickych schopnosti a logického myslenia. Zruénosti a sktisenosti ziskané pri rieseni tohto seminara, pripadne pri
Gcasti na zavere¢nom ststredeni, st velmi cennou devizou aj pri rieSeni Matematickej olympiady (MO). Mladsim
a zafinajucim Studentom je urcend kategéria ALFA, pre stars$ich a skisenejsich je kategéria BETA a pre tych, ¢o
maji vyssie ambicie a chceli by uspiet na celostdtnom kole MO-A je uréena kategéria GAMA. Tato kategdria ma
velmi Specificky ciel, ktorym je priprava Studentov na CK MO-A a aj na Medzindarodni matematickt olympiadu.
Kazdy moze, samozrejme v ramci svojich moZnosti, riesit aj viac kategérii. Podrobnejsie informécie o jednotlivych
kategdridch ndjdete v pravidlach. Ak méate akékolvek otdzky alebo pripomienky, smelo nds kontaktujte e-mailom
na adrese kms@kms . sk, pripadne ich poslite pisomne na adresu uvedenii pod zadaniami.

Vela tspechov a radosti z rieSenia vam Zelaja
vasi organizdatori

Pravidla KMS
Spolo¢né pre kategérie ALFA a BETA

Stfaz sa skladd z dvoch nezavislych ¢asti — zimnej a letnej. Kazda z nich prebieha v rdmci skolského polroka. Na
konci kazdej ¢asti budd najuspesnejsi rieSitelia pozvani na zdvereéné sustredenie. Jedna cast pozostava z troch sérii
tloh. Zadania prvych dvoch sérii méate pred sebou a zadania tretej posleme tym, ktori nam posla prihlasku. Ulohy
budt obodované poc¢tom bodov od 0 po 9. Body sa pritom udeluju aj za ¢iastkové ¢ netplné rieSenia. Za kazda
sériu sa riesitelovi do poradia zapoéita 5 tloh s najviac¢sim bodovym ziskom.

Kategoria ALFA

Kategériu ALFA mozu riesit len Studenti strednych $kol, ktori sa nezticastnili celostatneho kola matematickej
olympiady a ktorych koeficient k, je najviac 3.

Tento koeficient si mozes vypocitat ako k, = r+u-+m, kde ¢islo r je tvoj ro¢nik a &islo u je pocet tvojich ispesnych
semestrov (polrokov) pred za¢iatkom tohoto semestra. Semester povazuj za tspesny, ak sa ti po¢as neho podarilo
ziskat pozvanku na ststredenie KMS, alebo si sa ho zucastnil ako ndhradnik. Nakoniec m je 1 v pripade, Ze si
ziakom matematickej triedy a 0 v opa¢nom pripade.

Ulohu é&islo 1 moézu sttazne riesit len studenti s k, < 1 a tllohu ¢islo 2 len $tudenti s ko < 2. Ostatné alohy (3 —7)
moZu riesit vSetci riesitelia kategérie ALFA.

V tejto kategdrii sa bude zostavovat pit regionalnych vysledkovych listin a to pre regiény vychodné Slovensko,
stredné Slovensko, zapadné Slovensko, Bratislava a zahraniCie. Na zaverecné sustredenie bude zvycajne pozva-
nych 5 najispesnejsich riesitelov z kazdého regiénu Slovenska, dalsich asponi 5 podla celkového bodového zisku
a najuspesnejsi riesitelia Matematickej olympiady. Dalsi riesitelia v poradi buda na ststredenie pozvani ako nah-
radnici. Vitazi slovenskych regiénov budi odmeneni hodnotnymi vecnymi cenami. Ziaci zékladngch §kél nebudt
na sustredenie pozvani.

Kategoria BETA

Kategériu BETA mozu riesit vSetci (aj zahrani¢ni) Studenti strednych $kol. Riesitelia ALFY sa vo vysledkovej
listine BETY objavia az po sérii, v ktorej posla aspon jednu z dloh 8, 9, 10 alebo 11.
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Svoj koeficient kg si vyratas nasledovne: kg = o + ug, kde ¢islo o je stcet poctu tvojich Gcasti na celostdtnom
kole matematickej olympiddy a po¢tu tvojich umiestneni medzi uspesnymi riesitelmi tohoto kola. Cislo ugs je pocet
tvojich tspesnych semestrov (polrokov) v kategdrii BETA, teda tych, za ktoré si bol pozvany na sistredenie KMS
kategdrie BETA, alebo si sa ho zucastnil ako ndhradnik.

Ulohu ¢islo 5 mdzu stitazne riesit len $tudenti s kg = 0 a tilohu ¢islo 6 len Studenti s kg < 2. Ostatné alohy (7 — 11)
moZu riesit vietci riesitelia.

V tejto kategorii sa bude zostavovat jedna spolo¢né vysledkovéa listina. Na zdvereéné stustredenie bude pozvanych
asponi 30 najuspesnejsich riesitelov (z toho najviac 10 zahraniénych), dalsi v poradi buda pozvani ako ndhradnici.
Prvi piati budi odmeneni hodnotnymi vecnymi cenami.

Kategoria GAMA

Sutaz prebieha celoroéne a pozostava zo Siestich sérii tlloh. Zadania prvej a druhej série su v tomto letdku, dalsie
posleme tym, ktori nAm posla prihlagku. Ulohy 10 a 11 budt obodované poétom bodov od 0 po 9. Za spravne rieSenie
ostatnych tloh sa d& ziskat maximélne 7 bodov. Len v pripade, ak sa niekomu podari dokézat vSseobecnejsie tvrdenie
ako v zadani niektorej z tychto tloh, moze za dant tlohu dostat aj 8 alebo 9 bodov.

Do vysledkovej listiny sa poéitaju vSetky tlohy. Najispesnejsi riesitelia kategérie GAMA za cely rok budi odmeneni
hodnotnou knihou podla vlastného vyberu.

Spoloéné pre vsetky kategorie

e Priklady ries samostatne. Riesenie kazdej ilohy riadne zd6vodni. V pripade, ze v ¢asti ¢i celom rieseni pouzivas
odbornu literattru, uved jej nazov, autora, vydavatelstvo, rok vydania a stranu. Samozrejme, aj v tomto
pripade zasli kompletné rieSenie. Za rieSenie vyuzivajice vypoctovi techniku spravidla nedostanes vela bodov.

e Riesenia posielaj do terminu odoslania série. Ak posiela$ rieSenia z izemia mimo Slovenskej Republiky, treba
to stihnif do uvedeného zahrani¢ného terminu. RieSenia odoslané po termine odoslania (rozhodujica je
pediatka na obélke) spdsobuji zna¢né organizacné problémy, vyhradzujeme si preto préavo udelit nula bodov
za, vSetky rieSenia odoslané po termine.

e Za rieSenie odoslané po termine sa povazuje aj akékolvek rieSenie odovzdané organizatorom osobne.

e V kategérii GAMA treba priklady 10 a 11 odoslat do terminu odoslania kategérie BETA. Ostatné priklady
kategérie GAMA maju termin zvycajne o par dni neskor.

e RieSenie kazdého prikladu pi$ na samostatny papier formatu A4. Ku kazdému prikladu uved svoje meno,
triedu, skolu a adresu! Vitané si aj riesenia v anglictine a cesStine a rieSenia pisané v TEXu. Z organizacnych
dovodov nebudt opravované riesenia pisané v inych jazykoch.

e Nedodrzanie tychto pravidiel bude viest k postihu.

e Pokial més dojem, Ze tvoje rieSenie bolo nespravne obodované, posli ¢o najskor pisomnu staznost. Nezabudni
k nej prilozit aj origindl sporného riesenia.

e Ak ti nie je v zadaniach ¢okolvek jasné, alebo méa§ akékolvek pochybnosti, netreba sa batf spytat sa nas.
Idealny sposob je zaslanie e-mailu na kms@kms . sk, pripadne listu na zndmu adresu KMS, OATC KAGDM
FMFI UK, Mlynska dolina, 842 48 Bratislava.

Poéntic minulym rokom je mozné elektronické posielanie rieSeni. Presny navod na ich odovzdéavanie najdes po
prihlaseni na stranke kms.sk/eriesenia. Pre elektronické posielanie rieseni platia nasledovné pravidla.

e Termin na odovzdanie je vzdy v den terminu odoslania série o 17:00. Po tomto case uz elektronické posielanie
nie je mozné. Tento jednotny termin sa tyka aj zahraniénych riesitelov. Termin na odovzdanie kategdrie
GAMA je v den terminu odoslania tejto kategdrie v rovnaky cas.

e Akceptované st iba rieSenia vo formate pdf. Pri ich tvorbe je idedlne pouzit TEX, pripadne export do forméatu
pdf z inych aplikacii.

e Na strdnke kms.sk/eriesenia je moZné (po prihldseni) vyplnit elektronicka prihlasku. Nebudes ju tak
musiet zasielat pisomne. V pripade posielania korespondencie domov je v8ak potrebné zaslat ndm obéalky ako
doteraz (pozri dalej). Opravené priklady sa Ti totiz budi spit posielat klasickym sposobom.
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Prednéasky
Riesitelom z celého Slovenska odportaéame navstivit Klub Trojstenu, ktory sa uskuto¢ni v Bratislave diia 23. 10. 2010.
Blizsie informécie ¢oskoro najdete v pozvanke, ktora pride aj na vasu skolu, a na stranke www.fks.sk/klub. Mdzete
sa tesif hlavne na zaujimavé prednasky z matematiky, fyziky a informatiky.

Riegitelom z okolia Ziliny odpori¢ame navstivit Matematicky klub (MaK), ktory m4 stretnutie skoro kazdt poslednit
sobotu v mesiaci. Okrem dvoch zaujimavych (viiéSinou matematickych) prednasok si mate moznost s kamardtmi
aj zaSportovat. Najblizsi MaK sa kona uz 25. 9. 2010. Blizsie informécie najdete na stranke www.sezam. sk.

Prihl4ska do zimnej ¢asti KMS 2010/2011 — poslat spolu s 1. sériou alebo vyplnit na kms.sk/eriesenia!

Meno a priezvisko: ......... i . Datum narodenia: ......... .. ... i
) 3C) .
Trieda .. oo so zameranim na matematiku: ano—nie
Pocet tcasti na celostatnom kole MO: ............. ... .. ... ,zktorych bolo .......... ... ... ... aspesnych.

Adresa dOmOV: ...t e .
Adresa pre postu (domov — interndt — Skola): . ... .
Tel. domov: .......coovviiiii... mobil (vlastng): ...l e-mail: ....... ..o

Pozor! Podmienkou posielania koreSpondencie domov je zaslanie 4 obalok A5 s adresami!
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Zadania 1. série zimnej casti KMS 2010/2011
Kategoria ALFA

Uloha ¢&. 1:
Igor mé 16 kariet ocislovanych od 1 do 16 a uklada ich na stol. Jeho brat Palo mu dovoli dat vedla seba len také
dve karty, ktorych stcet je druhd mocnina prirodzeného ¢isla. Je mozné, aby Igor takto ulozil na stol vSetky karty

a) do jedného radu?
b) na obvod jedného kruhu?

Uloha ¢&. 2:

Maskrtni manzelia Katka a Misko maju v kuchyni tri misky. Rano do nich Katka nasypala cukriky. Do prvej
ich dala 2010, do druhej tiez 2010 a do tretej, ¢o zvysilo. V priebehu diia ich Misko vyjedal. Vzdy si zobral bud
3 cukriky z niektorej misky, alebo po jednom z kazdej. Vecer boli vSetky tri misky prazdne. Kolko cukrikov mohlo
byt v tretej miske? Najdite véetky moznosti.

Uloha ¢&. 3:

Kazdy listok lotérie Stastnd sedmicka ma na sebe T-ciferné &islo. Kubo sleduje Zrebovanie v priamom prenose
a v ruke drzi svoj listok. Moderator vyzrebuje vitaza a hovori: ,,Cislo na tomto listku ma vsetky cifry rézne.“ Kubo
od napitia vstdva z gauca, pretoze jeho ¢islo toto splia. ,Navyse je delitelné kazdou svojou cifrou,“ pokracuje
moderétor. Kubo jasé, pretoze jeho ¢islo spliia aj toto. Z akych cifier sa sklada &islo na jeho listku? Moze existovat
viac vitaznych ¢isel?

Uloha ¢&. 4:
Néjdite v8etky prirodzené ¢isla n, pre ktoré je 1+ 22 + 32 + 4™ druhou mocninou prirodzeného éisla.

Uloha ¢. 5:

Na matematicka sutaz sa prihlasilo d diev¢at a ch chlapcov. Organizatori nakoniec vyvesili poradie, v ktorom bol
na kazdom mieste prave jeden ¢lovek. Kika si poradie prezrela, vyznacila vSetky dievcata a scitala ich umiestnenia.
Tento sucet si oznacila ako A. Potom presktmala vSetky mozné dvojice chlapec — dievéa. Ak v dvojici dopadol
lepsie chlapec, urobila si ¢iarku. Pocet ¢iarok oznacila B. Ukéite, ze A — B = d(d + 1)/2.

Uloha ¢. 6:

Tri bachraté mravce Ika, Ajka a Mafo spolu sedia v jednom vrchole pravidelného n-uholnika. Kazda minatu sa
niektory z nich (nemusi to byt vzdy ten isty) pohne do susedného vrcholu v smere hodinovych ruéiciek, dalsi do
susedného vrcholu proti ich smeru a posledny ostane sediet na mieste. Pre aké n sa moze staf, Ze sa po nejakom
Case vsetky tri mravce stretni v jednom vrchole, ale inom ako na zaciatku?

Uloha &.7:

V state Obdlznisisipi je mn miest rozmiestnenych rovnomerne v pravouhlej mriezke rozmerov m x n, pricom m aj
n s prirodzené éisla. Do kazdého mesta vedie presne k ciest, ktoré spajaju toto mesto s niekolkymi jeho susednymi
mestami. Susedné mestéd k nejakému mestu su tie, ktoré st hore, dole, nalavo alebo napravo od daného mesta (nie
diagonalne). Dve mestd mozu byt spojené aj viac ako jednou cestou. Vyhovujice rozmiestnenie ciest je také, ze
z Tubovolného mesta sa postupne po cestach vieme dostat do lubovolného iného. Urcite vSetky mozné trojice ¢isel
(m, n, k), pre ktoré existuje nejaké vyhovujice rozmiestnenie ciest. Zdovodnite tiez, preco pre iné trojice vyhovujice
rozmiestnenia neexistuju.

Kategoria BETA
Ulohy ¢&islo 5, 6, 7 st rovnaké ako v kategérii ALFA.

Uloha ¢&. 8:
Najdite vsetky dvojice (a, b) nezapornych celych &sel, pre ktoré st obidve ¢isla a? +4b aj b* + 4a druhou mocninou
celého dcisla.

Uloha ¢.9:

Kde bolo, tam bolo, v Kralovstve Mudrych Stvoreni, sldvny rytier Eduard prezyvany Edo sa po veceroch veno-
val svojmu koni¢ku — matematike. Jeden uprSany deni mu sprijemnila istd zvldStna podmnozina A mnoziny disel
{2, 3, ,..., 2010}. O tejto podmnozine sa v kralovstve Sepkalo, Ze mala aspoii 1003 prvkov. Tato spréva sa dostala
aj dvornému $asovi MiSovi. Ten po chvili usidil, Ze mnoZina A musi obsahovat aspoii jednu mocninu dvojky, alebo
dve ¢isla, ktorych sicet je mocninou dvojky. Dokazte, ze sa nemylil.
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Uloha ¢&.10:

Jefo si (ako obvykle) z dlhej chvile pisal cez prestavku v Skole postupnost nezapornych celjch ¢isel. Katka mu
nakikala ponad plece a zrazu zacala skdkat od nadSenia. Jefo sa zlakol, no potom mu Katka vysvetlila, Ze jeho
postupnost mé zaujimavi vlastnost. Oznac¢me jej ¢leny xg, x1, Z2,..., Tn, prifom n > 0. Pre vietky j (0 < j < n)
plati, ze z; vyjadruje pocet vyskytov ¢isla j v tejto postupnosti. Akl postupnost mohol matf Jefo napisant na
papieri? Najdite vSetky moznosti.

Uloha ¢.11:

Palacinkového cesta nikdy nie je dost. Vdaka tomuto heslu ho Kubo navyrabal tolko, Ze sa mu ledva zmestilo
do 40 hrncov (tie si musel pozi¢at aj od susedov). Hanke sa to vobec nepéacilo. Nie to, Ze toho cesta bolo tak
vela, ale to, ze Kubo cesto rozdelil iplne nerovhomerne. Hanka to chcela napravif. Rozhodla sa, ze hladinu cesta
v hrncoch bude vyrovnavat nasledovnym sposobom. Zobrala si vzdy n hrncov a poprelievala medzi nimi cesto tak,
aby vo v8etkych n hrncoch bolo rovnako vela cesta. Toto opakovala dovtedy, kym dosiahla vo vSetkych 40 hrncoch
rovnaku hladinu cesta. Kubo sa zamyslel, aké najmensie moze byt takéto n, aby sa to Hanke podarilo bez ohladu
na pociato¢né rozlozenie palacinkového cesta v hrncoch. Zistite to aj vy.

Kategoria GAMA
Ulohy ¢islo 10 a 11 st rovnaké ako v kategérii BETA a plati pre ne termin odoslania kategérie BETA..
Najuspesnejsi riesitelia kategérie GAMA za cely rok budii odmeneni hodnotnou knihou podla vlastného vyberu.

Uloha ¢&.12:

V trojuholniku ABC' sa vpisana kruZnica dotyka stran AB, BC, C'A po rade v bodoch K, L, M. Dokézte, Ze prie-
sefnik vysok trojuholnika K LM, stred vpisanej kruznice trojuholnika ABC' a stred opisanej kruznice trojuholnika
ABC lezia na jednej priamke.

Uloha ¢.13:
Prvocislo p dava zvysok jedna po deleni Styrmi. Zjednoduste vyraz

—1

{5

k=1

kde {z} je desatinna Cast x. Desatinna ¢ast x je dand predpisom {z} = 2 — |z], kde |z] je dolnd celd cast z

(najviicsie celé ¢islo, ktoré nie je vécsie nez x).

Uloha ¢&.14:
Kladné realne &isla a, b, ¢, x, y, z spliiaji vztahy cy + bz = a, az + cx = b, bz + ay = ¢. Uréte minimalnu hodnotu
vyrazu

22 Y2 52

P R S

Odportcand literatiira

Nielen za¢inajucim rieSitelom odporucame prestudovat si nasledujtce knihy o rieSeni matematickych problémov:
Hecht, T. — Sklenarikové, Z.: Metddy riesenia matematickych tloh. SPN, Bratislava, 1992.

Larson, L. C.: Metédy riesenia matematickych problémov. ALFA, Bratislava, 1990.

Zoznam dalSej odporucanej literattry (aj pre pokrocilych riesitelov) ¢i informécie o jej zapozi¢ani z nasej kniznice
najdete na stranke kms.sk/kniznica.

Do pozornosti ddvame tiez archiv KMS s adresou kms.sk/archiv. Mozete tam najst zadania aj vzorové rieSenia
uloh, ktoré sa doteraz v KMS vyskytli. Pri rieSeni tychto tloh a ¢itani vzorovych rieSeni sa isto naucite a dozviete
mnoho zaujimavého.

Kategéria ALFA, BETA: Termin odoslania rieseni je 4. oktébra 2010 (pre zahranicie 1. oktébra 2010).
Kategéria GAMA.: Termin odoslania rieseni je 8. oktébra 2010.

Nasa adresa: KMS, OATC KAGDM, FMFI UK, Mlynské dolina, 842 48 Bratislava. kms . sk
Projekt ¢. LPP-0103-09 je rieseny s finanénou podporou Agentary na podporu vyskumu a vyvoja.
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Zadania 2. série zimnej casti KMS 2010/2011
Kategoria ALFA

Uloha ¢&. 1:
Ondrik nakreslil do roviny dva cervené trojuholniky. Tieto trojuholniky vytvorili spolu jeden ¢erveny n-uholnik.
Zistite vietky mozné hodnoty n. Cervené trojuholniky sa pritom mozu Iubovolne prekryvat.

Uloha ¢&. 2:
V trojuholniku T'BC' oznac¢me stred strany T'B ako D a stred strany T'C ako E. Priesecnik osi uhlov BDE a CED
ozna¢me F. Ukézte, ze ak F' lezi na tGsecke BC, tak plati 2|BC| = |T'C| + |T'B|.

Uloha ¢&. 3:

Psia buda ma pddorys tvaru rovnostranného trojuholnika so stranou

1 meter. Jej rohové body st oznacené A, B a C' tak, ako je nakreslené C

na obrazku. V bode A je prichytena retaz, na ktorej konci K je pes.

Retaz je dlha 20 m a je uplne napnutd. NavySe body K, A a B lezia

na jednej priamke. Pes za¢ne bezat v smere hodinovych rudiciek,

pri¢om bezi tak, Ze je refaz stdle napnutd. Uréte vzdialenost, ktort

takto prejde, kym sa celd refaz neomotd okolo budy. K A B

Uloha ¢&.4:
V obdlzniku ABC'D mé strana AB velkost 2r a strana BC' velkost r. Nad stranou AB zostrojime kruznicu k tak,
7e AB je jej priemerom. Priese¢nik uhlopriecky BD a kruznice k ozna¢me X. Vypocitajte pomer |BD| : |[BX].

Uloha ¢&. 5:

V trojuholniku USB zvolime na strane UB bod P a na strane SB bod C' tak, ze 2|BP| = |PU| a 2|BC| = |CS)|.
Na polpriamke UC lezi za bodom C bod H, pre ktory plati 2|HC| = |CU|. Podobne na polpriamke SP lezi za
bodom P bod W, pre ktory plati 2|WW P| = |PS|. Dokazte, ze USHW je rovnobeznik.

Uloha ¢&. 6:

Dana je kruznica k, do ktorej je vpisany rovnoramenny trojuholnik ABC' so zékladiiou BC'. Kruznica ¢, obsahuje
body A a B a pretina stranu BC' v bode P. ktory je rézny od bodu B. Doty¢nica ku kruznici ¢ v bode B pretne
kruznicu k& v bode @, ktory je rozny od bodu B. Dokézte, ze P lezi na tsecke AQ prdve vtedy, ked je usecka AQ
kolm4 na priamku BC.

Uloha ¢&. 7:

Maéame pravitko bez mierky, ktoré ndm umoziiuje viest dvomi danymi bodmi priamku a spravit kolmicu na dant
priamku v jej danom bode. Zistite, ¢i vieme tymto néstrojom zostrojit kolmicu na dant priamku z daného bodu
leziaceho mimo tejto priamky.

Kategoria BETA
Ulohy ¢islo 5, 6, 7 st rovnaké ako v kategérii ALFA.

Uloha ¢&. 8:

Dané st kruznice k1 a ko, ktoré sa pretinaji v dvoch bodoch M a N. Dotyc¢nica v bode M ku kruznici ko pretina
kruznicu k; v bode A. Dotyc¢nica v bode M ku kruznici k; pretina kruznicu ko v bode B. Prieseénik priamky AN
a kruznice ks rézny od bodu N oznacéme C' a priesec¢nik priamky BN a kruznice kj rézny od bodu N oznac¢me D.
Dokézte, ze dlzky tsediek AC a BD st rovnaké.

Uloha €. 9:

V trojuholniku ABC st P a @ také body na strane AB (bod P je medzi A a Q), ze |[SACP| = |4 PCQ| = |<QCB].
Ozna¢me AD os uhla BAC, pricom bod D lezi na strane BC'. Této os pretina tsec¢ky C'P a C'Q postupne v bodoch
M a N. NavySe plati, ze |[PN| = |CD| a 3|4BAC| = 2|5 BCA|. Dokézte, 7ze trojuholniky CQD a QN B maji
rovnaky obsah.

Uloha ¢&.10:

Méme trojuholnik ABC' a jeho vnitorny bod P spliajici |4 BPC| = 90° a | BAP| = |3 BCP|. Oznaéme M a N
v tomto poradi stredy stran AC' a BC'. Predpokladajme, ze |BP| = 2|PM|. Ukézte, ze body A, P a N lezia v tejto
situécii na jednej priamke.

Uloha ¢.11:
V trojuholniku BU S st body K a L postupne stredmi stran US a BS. Bod P lezi vnutri trojuholnika BU S tak,
7e uhly UBP, PSB a KBS maju rovnaki velkost. Dokézte, ze uhly PLB a BKU maji rovnaki velkost.
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Kategoria GAMA
Ulohy ¢islo 10 a 11 st rovnaké ako v kategérii BETA a plati pre ne termin odoslania kategérie BETA..
Najuspesnejsi riesitelia kategérie GAMA za cely rok budii odmeneni hodnotnou knihou podla vlastného vyberu.

Uloha ¢&.12:

Definujme vzdialenost dvoch kruhov v rovine ako realne &islo, ktoré vznikne od¢itanim polomerov oboch kruhov
od vzdialenosti ich stredov. V rovine je danych n bodov, pricom n > 1. Dokézte, Zze vidy vieme najst konecne
vela kruhov, ktoré pokryja vsetkych n bodov, navyse je stucet ich priemerov mensi nez n a vzdialenost lubovolnych

.....

Uloha ¢&.13:

Postupnost redlnych &isel ay, as, as,... spliia 1 < a; < 2 a pre vSetky prirodzené k plati ar,1 = ap + k/ay.
Dokézte, ze existuje najviac jedna takd dvojica (i,7), Ze ¢ < j a zrovell a; + a; je celé &islo.

Uloha ¢. 14:

Mnozina X mé 56 prvkov. Najdite najmensSie prirodzené n také, Ze plati nasledovné tvrdenie: Ak vyberieme
Tubovolnych 15 podmnozin X takych, Ze pocet prvkov zjednotenia Tubovolnych sedem z nich je aspoin n, potom
z tychto 15 podmnozin uréite vieme vybraf tri s neprdzdnym prienikom.

Férum o prikladoch

Pre nedockavcov funguje na stranke KMS diskusné férum o prikladoch z KMS. Néjdete ho na adrese kms . sk/forum
a moZete na 1iom hned po termine danej série zacat diskutovat o vagom najobltibenejSom alebo najmenej obliitbenom
priklade, pripadne zverejnit svoje rieSenie pre ostatnych rieSitelov.

Odportcand literatira

Nielen zac¢inajucim riesitelom odporucame prestudovat si nasledujtce knihy o rieSeni matematickych problémov:
Hecht, T. — Sklenarikové, Z.: Metddy riesenia matematickych tloh. SPN, Bratislava, 1992.

Larson, L. C.: Metddy rieSenia matematickych problémov. ALFA, Bratislava, 1990.

Zoznam dalSej odportacanej literattry (aj pre pokrocilych riesitelov) ¢i informaécie o jej zapoziani z nasej kniznice
najdete na stranke kms.sk/kniznica.

Do pozornosti dédvame tiez archiv KMS s adresou kms.sk/archiv. Mozete tam najst zadania aj vzorové rieSenia
uloh, ktoré sa doteraz v KMS vyskytli. Pri rieseni tychto tloh a ¢itani vzorovych rieSeni sa isto naucite a dozviete
mnoho zaujimavého.

Kategéria ALFA, BETA: Termin odoslania rieseni je 2. novembra 2010 (pre zahranicie 29. oktébra 2010).

Kategéria GAMA: Termin odoslania rieseni je 5. novembra 2010.

Nasa adresa: KMS, OATC KAGDM, FMFI UK, Mlynské dolina, 842 48 Bratislava. kms . sk
Projekt ¢. LPP-0103-09 je rieSeny s finané¢nou podporou Agentiry na podporu vyskumu a vyvoja.



